TOPOLOGY SPRING 2024
SERIE 14

Hinweis: Diese Ubung wird nicht benotet.

(1) Sei f: Y — X ein Uberlagerung und sei g: Z — X eine stetige Abbildung. Sei zp € Z
und definieren Sie xy = g(Zy). Sei yo € Y ein solches Element, so dass f(yo) = xo.
(a) Wir nehmen an, dass g eine Hochhebung g: Z — Y hat (d.h. wir haben fo g =
g), so dass g(z0) = yo. Zeigen Sie, dass

(1) 9+(m1(Z, 20)) C fu(m(Y,90)) C mi(X, o).

Das Ziel der Erinnerung an diese Ubung ist der Umkehrung dieses Ergebnisses zu
beweisen, wenn Z wegzusammenhéingend und lokal-wegzusammenhangend ist.
Wir nehmen also nicht an, dass g eine Hochhebung hat, sondern wir nehmen an,
dass Z diese Eigenschaften hat und dass

9+(m1(Z, 20)) C fu(m(Y10)) C m (X, 0).

(b) Fiir jedes z € Z und jeden Weg v: [0,1] — Z von zy bis z, zeigen Sie, dass es
eine eindeutige Hochhebung 7: [0,1] — Y von g o~y gibt, so dass n(0) = yo.

(c) Sei~' ein weiterer Weg in Z von z nach z, und ' die entsprechende Hochhebung
von gov' nach Y, so dass 1/(0) = yo. Zeigen Sie, dass es eine Schleife a: [0, 1] —
Y am Basispunkt o gibt und eine Homotopie h: [0, 1] x [0,1] — X, so dass

h(s,0) =(gov)*(go)(s),  h(s,1)=(foa)(s)

(Tipp: Verwenden Sie Gleichung (1).) i

(d) Zeigen Sie, dass h eine Hochhebung h: [0,1] x [0,1] — Y hat, so dass h(s,1) =
a(s).

(e) Leiten Sie her, dass ho: s — h(s,0) eine Schleife am Basispunkt yq ist.

(f) Zeigen Sie, dass

Fo(s) = n(2s) fir 0 <s<1/2,
0 n(2s—1) firl/2<s<1.

(Tipp: Verwenden Sie die Eindeutigkeitseigenschaften des Homotopie-Lifting-
Satzes.)

(g) Leiten Sie her, dass 1(1) = n/(1) und dass die Abbildung g: Z — Y, g(z) = n(1)
wohldefiniert ist.

(h) Sei z € Z und sei U eine Umgebung von g(z) in X so dass f iiber U trivialisierbar
ist. Zeigen Sie, dass es eine Umgebung U von g(z) gibt, so dass die Restriktion
f von f auf U ein Hombomorphismus fo: U — U ist.

(i) Zeigen Sie, dass es eine wegzusammenhéngende Umgebung V' von z gibt, so dass
g(V) C U, zeigen Sie dann, dass fir w € V, g(w) = fg_(‘l/)(g(w)), und leiten Sie
ab, dass g stetig ist. (Tipp: Schreiben Sie einen Weg 7 von 2y nach w € V als
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Yo * Yw, Wobei g ein fester Weg von 2y zu z ist und 7, ein Weg von z zu w ist,
und finden Sie eine explizite Hochhebung von +,, mit Hilfe von fyv).)

(j) Zeigen Sie, dass fog = g und g(z) = o, also ist § eine Hochhebung von g,
die zg auf yp abbildet.



