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Wahrscheinlichkeit und Statistik
Losungen Serie 10

Version 2 (23. Mai 2024: Anderungen an Aufgabe 10.1 inkl. Losung), Losung Version 1 (16. Mai: basierend

auf Serie Version 1 (9. Mai) )

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum.

Bitte stell sicher, dass du die Webseite https://kahoot.it/ in der Ubung am 14. Mai 6ffnen kannst.

Freiwillige Abgabe bis 16. Mai 8:00. Nachher kann selbststindig mit dieser Losung verglichen werden.
Diese Woche ist die Serie kiirzer, weil 9. Mai ein Feiertag ist :)

Aufgabe 10.1 [MLE I: Uniform verteilt]
Wir betrachten u.i.v. Zufallsvariablen X1, X2, ..., wobei alle X; die uniforme Verteilung auf [0, 6] mit 0 <
besitzen. Sei (z1,...,z,) eine Realisierung von (X1, ..., X,). Bestimme den Maximum-Likelihood-Schétzer
(engl. ,maximum likelihood estimator (MLE)“) fir 8 fiir diese Realisierung (x1,...,%,) € R%.

Hinweis: Die Likelihood-Funktion ist nicht differenzierbar. Es kann probiert werden erst die intuitiv
richtige Losung hinzuschreiben und anschliessend zu beweisen, dass diese korrekt ist.

Losung 10.1 Die Likelihood-funktion ist gegeben als
n 1 n
Lo(0) = [ [ fotas) = 5 [[ Loy (o)- (1)
i=1 i=1

Jetzt miissen wir § finden sodass .
L.(0) = méax L.(0)

gilt. Es muss somit L. () fiir feste (x1,...,xn) beziiglich § maximiert werden. Seie z* := maxi<;<n ;.
Falls 2™ ausserhalb [0, 0] liegt, dann verschwindet die rechte Seite von (1). Also muss die Maximumstelle 6

die Bedingungen 0 > z* erfiillen. Fiir |0 := 2" = max a; | ist L.(0) < L.(0) fiir alle & > 0. Somit ist

T = maxi<i<n X; der Maximum-Likelihood-Schétzer fir 6. (Das Maximum wird natiirlich punktweise
verstanden, also T'(w) = maxi<i<n (X;(w)).)

Analoge Losung fiir X; ~ U (a,b): Wir behandeln den allgemeinen Fall der uniformen Verteilung auf
[a,b] und bestimmen den Maximum-Likelihood-Schétzer fir die Parameter a und b. Die Likelihood-funktion

\ n i l n i
Lo (a,b) = [ [ fap(a:) = = | EIED] (2)
. / 1=1

1=1

ist gegeben als

Jetzt miissen wir @ und b finden sodass

L.(a, f):) = max L, (a,b)

a,b

gilt. Es muss somit L.(a,b) fir feste (z1,...,: v,) beziiglich ¢ und b maximiert werden. Seien x. :=
mini<;<, &; und &* = maxi<i<n ;. Falls x, oder =" ausserhalb [a,b] liegen, dann verschwindet die

rechte Seite von (2). Also muss die Maximumstelle (G,b) die Bedingungen b > z* > z. > a erfiillen.

Fir|a:=2z+ = min z; |und |b:= 2" = max z; |ist L.(a,b) < Ly (a,b) fir alle a, b. Somit liefert das die

i<n 1<i<n :

Maximum-Likelihood-Schétzungen fiir a und b.
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Aufgabe 10.2 [MLE II: Stetige Verteilung]
Wir betrachten eine stetige Verteilung mit Dichte

0
20T1 z=>1,
€Tr) =
/(@) {O r<l1,

wobei 8 > 0 ein unbekannter Parameter ist. Wir wollen den Parameter 8 mit Hilfe eines Datensatzes
schétzen.

(a) Sei Xi,...,X, eine Stichprobe von unabhéngigen Zufallsvariablen, welche alle die Dichte f besitzen.
Bestimme die Likelihood- und log-Likelihood-Funktion.

(b) Bestimme den zugehérigen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6. Schreibe zuerst die allgemeine Formel
fiir n Beobachtungen hin und berechne dann den Schétzwert fiir die folgende konkrete Stichprobe:

1 T2 T3 T4 s
12.0 4.0 6.9 279 154

Losung 10.2
(a) Die Likelihood-Funktion ergibt sich aus dem Produkt der Dichten. Fiir z1,...,z, > 1 erhalten wir

i=1 i=1 Li

L(x1,...2n;0) = [[ f(x) =] o1 =0 (I, )0+ s

Falls x; < 1 fiir ein 1 <4 < n, ist die Likelihood-Funktion gleich 0, wir kénnen uns also auf den Fall
T1,...,%n > 1 beschrianken.

Die log-Likelihood-Funktion erhalten wir durch Logarithmieren obiger Formel als

Uz1,...20;0) =log L(z1,...2n;0) =nlogh — (0+1)Zlogmi.

=1

(b) Ableiten und Nullsetzen der log-Likelihood-Funktion ergibt

1o} n -
— e Ty 0) = — — 1 i =
80@(:617 Tn;0) 7 12:1 ogx; =0
fur 6 = W. Fiir 0 < 6" ist die Ableitug strikt positiv, fiir > 6* strikt negativ, es handelt
i=1 i
sich also um das Maximum. Also ist der Maximum-Likelihood-Schéatzer

n 1

i log Xi 1370 log X

Thvr =
>

Der realisierte Schétzwert fiir die gegebenen Daten ist dann

tvmr = > = 0.4214.

Zle log x;

Hinweis: Wir verwenden den natiirlichen Logarithmus.?

Wenn du Feedback zur Serie hast, schreibe bitte in das Forum (oder eine Mail an Jakob Heiss).

ITeilweise wird in der Literatur die Notation L(z1,...xn;0) fiir die Likelihood-Funktion Lz (0) = Lg,,...x,, (6)
verwendet (und analog l(x1,...xn;0) fur die log-Likelihood-Funktion 14 (0) = lz,,...z,, (0) = log (Lay,...x,, (6)))-

2Fiir den natiirlichen Logarithmus erhalten wir % log(6) = %. Hétten wir einen anderen Logarithmus gewéhlt,
hétten wir eine andere Ableitung erhalten.
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