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Dozent: Prof. Dr. Vincent Tassion Ubungsorganisator: Jakob Heiss

Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 12

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum.
Bitte stell sicher, dass du die Webseite https://kahoot.it/ in der Ubung am 28. Mai 6ffnen kannst.
Freiwillige Abgabe bis 30. Mai 8:00. Nachher kann selbststédndig mit dieser Losung verglichen werden.

Aufgabe 12.1 [Test I: Gezinkter Wiirfel]

Bei einem Wiirfel mit sechs Seiten soll getestet werden, ob der Wiirfel gezinkt ist und eher auf der Sechs
landet. Hierzu wird ein Experiment durchgefiihrt, bei dem zehn Mal gewiirfelt und jeweils die beobachtete
Augenzahl notiert wird. Wir gehen davon aus, dass alle Wiirfe unabhéngig voneinander sind und die
Wahrscheinlichkeit, eine 1, 2, 3, 4 oder 5 zu wiirfeln, gleich ist. Wir modellieren die Ausgénge der Wiirfe als
eine Stichprobe X1, ..., X109, wobei X; = 1 bedeutet, dass der i-te Wurf eine Sechs ist, und X; = 0 sonst.
Wir erhalten folgende Resultate:

X1 X2 X3 T4 5 Te X7 T8 X9 Z10
0 0 1 0 1 1 0 1 0 0

(a) Bestimme ein geeignetes Modell (Pg)oco, d.h. einen Parameterraum und die Verteilungen von
Xi,...,X10 unter jedem Py.

(b) Bestimme eine geeignete Hypothese Ho und Alternative Hi.
(c) Sei T = 21121 X;. Welcher Verteilung folgt T'?

(d) Sei p(X) = Is-10 x,e(4,10] ein Test. Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1.
Art des Tests o(X).!

(e) Beschreibe den Testentscheid basierend auf den obigen Resultaten.

Losung 12.1

(a) Aus den Annahmen folgt, dass X1, ..., X10 unabhingig und jeweils Ber(f)-verteilt sind unter Py mit
unbekanntem Erfolgsparameter § = P[X; = 1] € © = [0, 1].

(b) Unsere Nullhypothese ist, dass der Wiirfel nicht gezinkt ist; also ist
1 1
Hy:0=— .h. =< =0
0:0 6’ d.h. ©¢ { 6}
Die Alternativhypothese, dass der Wiirfel gezinkt ist, ist dann
1
Hy:60>1/6, dh. ©;= (6,1].

(c) Da Xi,...,X10 unabhingig und Ber(@)-verteilt sind unter Py, ist 7" ~ Bin(10, 6) unter Py.

IIn der Literatur wird die Zufallsvaraible T' = Z}ﬁl X; auch als Teststatistik bezeichnet und die deterministische
Menge K = (4,10] als Verwerfungsbereich, wenn der Test die Form ¢(X) = 1rcx hat.
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(d) Die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 1. Art ist

P%[@(X) =1]= Pl[Te (4,10]] =

)
ol >m<z°> ()

= 0.0155.

(e) Da t(z1,...,210) = t(X1(w),..., X10(w)) = T(w) = 4 gilt, erhalten wir p(X(w)) = Lse4,10) = 0.
Somit verwerfen wir die Nullhypothese nicht.

Aufgabe 12.2 [Test II: Normalverteilung)
Seien X1,..., X12 unabhingig und je N (u, 02)-verteilt unter Py, wobei 8 = p ein unbekannter Parameter
ist. Die Standardabweichung o = 0.0499 ist bekannt. Wir haben folgende Daten fiir die Stichprobe gegeben:

1 i) xrs3 T4 x5 Te
1.00781 1.00646 1.00801 1.00833 1.00738 1.00687
T &g T9 10 11 12
1.00783 1.00936 1.00564 1.00543 1.00794 1.01060

Wir testen die Hypothese Ho: p = po = 1.0085 gegen die Alternative Hy : pu # po.
12 )
(a) Bestimme a und b so, dass T := M ~ N (0, 1)-verteilt ist unter Py, .
(b) Wihle K := (—00, —cx) U (cx, 00) fiir ein zu bestimmendes c+ > 0, sodass ¢(X) = Ly2. Xitd o

ein Test mit Signifikantsniveau 5% ist (bei bestmoglicher Macht des Tests)Q. Teste Hy gegen
H; fiir das Signifikantsniveau 5%.

(c) Berechne die Macht des oben durchgefithrten Tests an der Stelle g = 1.008.

Losung 12.2
(a) Wegen 312, X; ~ N(12u0,1207) unter P, ist

Z;i1 Xi —12p0
oV 12

unter P,,. Wir wéhlen also a = 0v/12 und b = —12pu0.

T = ~ N(0,1)

(b) Sei @ = 0.05. Wir fithren einen Test mit der Teststatistik 7" und dem Verwerfungsbereich K durch,
verwerfen also die Hypothese, falls |T'| > ¢ fiir ein noch zu bestimmendes c. Die Definition des
Niveaus ergibt

a=Pulp(X) =1 =Py, [T € K] = Pu[T ¢ [~cz,cz]] = Ppuo[T < —cx] + Py [T > cz]
= O(—cx) +1 - P(ex) =2 —2P(cy),

2Je grésser ¢z > 0 gewshlt wird desto besser (kleiner) wird das Signifikanzniveau c, aber desto schlechter (kleiner)
wird die Macht des Tests ¢(X). Darum ist es das Ziel dieser Aufgabe das kleinstmégliche ¢ > 0 zu finden sodass
p(X)=1 SI12 x40 ein Test mit Signifikantsniveau 5% ist.
==l —eK

a

2/ 3


https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-2604-00L/

Wahrscheinlichkeit und Statistik, Friihling 2024 Losungen Serie 12

da T ~ N(0, 1)-verteilt ist unter P,,. Aus

@(C¢):1—%:1—¥:0.975

folgt, dass ¢ = @71(0.975) = 20.975 = 1.96. Der realisierte Schatzwert ist
T(w) = t(z1,...,x10) = —0.00598;
also verwerfen wir die Hypothese nicht.
(c) Die Macht des Tests an der Stelle p ist
Pule(X) = 1] = Pu[T € K] = P, [T ¢ [—cs, 4]

S X1

U\/ﬁ C¢+\<j72(/’4’0_:u’):|

Zzlil Xi —12p
ov12

=¢<—C¢+@(uo—u)>+1—¢<0¢+@(u0—u)>

= &(—1.93) + 1 — ®(1.99) = 0.0501.

:PM

+P,

>C¢+\<‘T2(M0—M)]

Das ist ein niedriger Wert, und der Grund dafiir ist, dass pu sehr nahe bei po liegt.
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