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Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 2

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum.
Bitte stell sicher, dass du die Webseite https://kahoot.it/ in der Ubung am 12. Mirz 6ffnen kannst.
Freiwillige Abgabe bis 14. Mérz 8:00. Nachher kann selbststandig mit dieser Losung verglichen werden.

Aufgabe 2.1 (Independences) Alix has four books: a mathematics book, a biology book, a chemistry
book and a mathematics-biology-chemistry book. Alix chooses one of the four books at random, with
uniform probability. Denote by M, B and C the events “the chosen book has mathematics in it” (respectively
biology, chemistry). Are the events M, B and C independent?

Losung 2.1 To model this problem, consider the probability space Q = {m,b, c, mbc}, A = P(Q2) and
P the uniform probability on €2, so that M = {m, mbc}, B = {b,mbc} and C = {c,mbc}. Note that
MnNnB=MnC=BnNC = {mbc}. So

P(MNB) = i =P(M)P(B), P(MNC)= i =P(M)P(C), P(BNC)= i =P(B)P(C).
Thus, the events M, B, C' are pairwise independent.
However,
P(MABNC) = i 4 % —P(M)P(B)P(C),

so events M, B, C' are not (mutually) independent.

Aufgabe 2.2 (Cylinders) Sasha models coin tosses as follows. Let Q = {0,1}{12%} 5o that an element
of Q is a sequence of 0 and 1’s. For w = (wn)n>1 € Q we interpret wy as the result of the k-th throw (1 for
heads, 0 for tails). For all k > 1 and uq,...,ur € {0,1} we define the following set, called a cylinder:

Cul,uz,...,uk = {(Wn)nzl W1 = ULy ..., WE = uk}: (1)

(1) Express (using unions, intersections and complements) the following events in terms of sets of type

(1) :
(a) Bn: “We get tails for the first time on the nth throw”
(b) A : “The result of the second throw is tails”.
(c) C: “You never get tails”.
(d) Dn: “you get tails at least twice in the first n throws”.
We assume the existence the existence of a probability P on (2,.4), where A is the o-field generated by
sets of the form (1) (cylinder o-algebra) such that

1

P (Cul,ug,m,uk) = 27]“

(2)

(2) Compute the probabilities of the previous events A, B,,, C, Dy,

Losung 2.2
(1) We have
B,=C1i1,..,10, A=CooUCrp, C=CiNC1iNCii1N---
~——
n—1 times
and

Dy, = (Ci1,..1UCo1

..........

PR


https://people.math.ethz.ch/~vtassion/
https://people.math.ethz.ch/~jheiss
https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-2604-00L/
https://forum.math.ethz.ch/c/spring-24/probability-and-statistics/182
https://kahoot.it/
https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-2604-00&serie=s2

Wahrscheinlichkeit und Statistik, Friihling 2024 Lésungen Serie 2

(2) First of all, all these events are in the cylinder o-field by the first question. We have P (B,,) = 1/2" by
definition of P, P (A) = P (Co,0)+P (C1,0) = 1/4+1/4 = 1/2. To calculate P (C), enter C,, = C11,....1
where 1 appears n times. Then C' =, -, Cnr and the events C, are decreasing in n, so (decreasing
limit property) B

P(C) = lim P(C,) = lim 1 0.

n—oo n—oo 2M

To calculate P (D), given the expression for D,,, it’s natural to use the complementary event:

P(Dyn)=1-P(D,)=1—(P(C11,.1)+P(Co1,.1)+P(Cio1,..1)+ -P(Ci1,.0)),

n+1

which is therefore 1 — %5~

Aufgabe 2.3 Let (A,)n>1 be a sequence of independent events on a probability space (2,4, P). Show
that

P[] A ] =]]PAn).

n>1 n>1

Losung 2.3 Write

N N
P( (A4 = lim P (ﬂ An> = lim [P =] P(An).
n=1 n=1

n>1 n>1

The first equality comes from the fact that the sequence of events 02;1 A, is decreasing in N (see Theorem

“Stetigkeit von Massen” in Notes 2 (page 11)), the second equality comes from the fact that Ai,..., Ay are
independent, and the last equality comes from the definition of the infinite product.

Aufgabe 2.4 Let (F,) be a sequence of independent o-fields and consider a bijection o: {1,2,3,...} —
{1,2,3,...}. Show that (F,(,)) is still a sequence of independent o-fields.

Losung 2.4 Let us fix n > 1 and let {i1,...,ix} be an arbitrary subset of {1,...,n}. Take arbitrary
Aip € Fo(ir)s- -1 Ay, € Fo(ip)- Let m the biggest element of {o(1),...,0(n)}. Since the sequence (F)
is independent we know that Fi,...,Fm are independent. In particular, given that {o(i1),...,0(ix)} C
{1,...,m}, we have that

P(Ay NN Ay ) =P(Ay) - P(As).

which shows the independence of F,(; ), .., Fo(i,) and therefore the independence of (F,(»))-

Aufgabe 2.5 Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei 2 = [0, 1) ist und P das Lebesgue-Mass
auf der Borel-o-Algebra F = B([0,1)) ist. Wir betrachten fiir jedes n € N die Teil-o-Algebra

Fn =0 (En),

[ [k k1Y, .
o { [ 5 ke oo

(a) Beweise, dass Fn, C Fn1 gilt.

(b) Wie viele Elemente hat F,?
Hinweis: Verwende, dass &, := { [£,58) : k€ {0,...,2" — 1} } eine Partition von  ist. Daraus
kannst du folgern, dass sich jede Menge in F,, als Vereinigung von Mengen aus &, dargestellt werden

kann (und natiirlich ist umgekehrt jede dieser Verneinungen auch in F,).

(c) Wir definieren
E k+1
Ay = on’ .
U [3="%)

0<k<2™-1,
k gerade

Zeichne A,. Fir welche N € N gilt A,, € Fn?
(d) Berechne P (A,).

mit
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(e) Sei m < n. Beweise, dass
VA€ Fn:P(ANA,) = %P(A).

(f) Folgere daraus, dass (An)n>1 unabhéngig sind.
Losung 2.5
(a) Aus &, C 0 (Eny1) folgt o (E,) C 0 (Ent1).t Die Inklusion &, C o (Ent1) gilt, weil

k k+1 2k 2k+2\ | 2k 2k+1 2k+1 2k+2 <
gn’ gn | T |gn+1’ gntl | T |Qn+l’ on+l on+1 ’ 9n+l €0 (Enta).

(b) |Fn| = 22" Zuerst beweise wir die Aussage des Hinweis

k k+1 N 5
fn={|_|[2n, o >:[c{0,...,2 —1}}::&.

kel

Beweis des Hinweis. Wir zeigen F,, = F,, mithilfe der Antisymmetrie der Teilmengenrelation (double
inclusion): B
“C”: Wir zeigen hierfiir, dass F,, eine o-Algebra ist:

k k+1 ~
o=|] {27 o )e]—‘n.

keD
. k k+1 ‘ k k+1
L — -~ £ o2
<|_| |:2n7 on )) |_| |:2n’ on ) E'F"
kel kel
k k+1 k k+1 -
UI—'[QT 2n>* L {27 zn)e}—"'
jENKEI; keU;en I
“D”: Die andere Richtung F,, D F., ist trivial.
Somit gilt F,, = Fp. O

INotation: Die Symbole “C” und “C” sind unmissverstandlich. In dieser Lehrveranstaltung wird “C” gleichbedeu-
tend mit “C” verwendet. Im allgemeinen folgt aus A C o (B) zwar o(A) C o(B) aber nicht immer o(A) C o(B). Hier
in diesem Beispiel wiirde allerdings sogar F,, C Fpn41 gelten.

2Wir definieren IC := {0,...,27" —1}\ I.
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Mithilfe der expliziten Darstellung F,, von F, sicht man direkt, dass

©:P({0,...,2" —=1}) = F,

ety = 5 )

kel

eine Bijektion ist. Somit gilt |Fn| = [P ({0,...,2" — 1 })] = 2H 02" =13 = 92"
(¢c) Wir zeichnen A,, in Abbildung 1.

Abbildung 1: Wir visualisieren die Mengen A,, mit durchgezogenen schwarzen Linien. Beachte, dass
jedes der schwarzen Segemente den linken Rand enthélt, aber nicht den rechten (wobei ich in TikZ
keinen einfachen Weg gefunden habe das zu visualisieren).

Man sieht direkt, dass A, € F, gilt. Darum folgt aus (a) (mithilfe einer trivialen vollstindigen
Induktion), dass A, € Fn fir alle N > n gilt.

Umgekehrt miissen wir noch zeigen, dass A, ¢ Fn fiir alle N < n gilt: Der Hinweis in (b) gibt uns
eine explizite Form aller Elemente von Fy = Fu. Jede Menge B = Llper [QLN, %) € Fn erfillt,
dass die Implikation [2%, 2%) CcC B = [2%, 2%,) C B gilt. Fiir N < n bedeutet das, dass die
Implikation [2%, %) CcCB = [%, 1;;1) C B. Im Gegensatz dazu erfiillt A,,, dass [%, 2—1”) C Apn

und [2%, 1;;1) ¢ B gilt. Somit, kann A, kein Element von Fy sein, fir N < n. Zusammenfassend

erhalten wir A, € Fx < N > n.
(d) Man sieht sofort, dass P (Ap) = P ([0,1)) = 1. Fr n > 1, berechnen wir

Pa)=P| || [;ﬂ%)

0<k<2m-1,
k gerade
k k+1
- 2 =)
0<k<2™-1,
k gerade
. 1
= o
0<k<2™ -1,
k gerade
_21_1
o220 2]

(Zuséatzlich kann man auch in Abbildung 1 sehen, dass die hélfte der Liange jeder Zeile mit n > 1
schwarz ist und die andere Hélfte weiss.)
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(e) Der Hinweis in (b) sagt uns, dass fiir alle A € F,,, eine Menge I C {0,...,2" — 1} existiert sodass
sich A= |, [2%, %) explizit darstellen lasst. Seim m < n, dann gilt fir alle A € F,,, :

Eok+1
P(ANA,) =P ) na,
anan = (L[5 57) )

o (U ([E 5 )

k k+1 o Jj+1
=P |—| |:27m’27m>m I—l |:;7’J2n)

kel 0<j<2"—1,
J gerade
on—mp. 2n7mk+ gn—m ] ] +1
=P N =
|_| |: omn ’ n ) |_| [2n’ on
kel 0<j<2™—1

j gerade

=PI L

Jj j+1
2n’ 2n
kel Qn—mk<]-<2n—mk+2n—m_1 -
T 7j gerade

_ P j j+1
=2 > 5

kel \ gn—mp<jcon—mpon—m_q L
j gerade

1
=2 > 3
kel Qn—mijSQn—mk_,'_Qn—m_1’
j gerade

)

1
2

kE k+1
2m’ om
_1 k k+1 _1
=3P <|_| [Tm gm >>_2P(A)'
kel
O
k+1

Die Intuition hinter dieser Rechnung ist, dass jedes Teilintervall [2—m, Q—m) von A € F,, genau

zur Hélfte in A, liegt, weil jedes Teilintervall [Qm , ';;1) in 2"7™ Teil-Teilintervalle gleicher Lange

aufgespalten werden kann, von denen genau jedes zweite in A, liegt (siehe Abbildung 1).

_L
2

=
()
=

(f) Paarweise Unabhéngigkeit bekommt man direkt aus der vorherigen Aufgabe, wenn man A = A,, € Fr,
wihlt und somit P (A, NA4,) = P (4n) % = P (An) P (Ay) erhilt. Im allgemeinen folgt aber aus
paarweiser Unabhéngigkeit nicht automatisch die Unabhéngigkeit aller A,,. Daher ist der Beweis
noch nicht fertig.
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Wir miissen zeigen, dass fiir jede endliche Teilmenge J C N,

gilt (siehe Definition in Notizen 3 (Seite 6)). Wir sortieren die Indizes in J = { j1, jo, .. .

g1 < g2 < - < jm gilt.

P (ﬂ AJ-> =[] P4,

JjeJ jeJ

]

Wir nutzen eine vollstandige Induktion in m um (3) zu zeigen.
Induktionsanfang: Fiir m = 0 ® und m = 1 ist (3) trivial. (Fiir m = 2 haben wir die (3) schon
gerade eben fir die paarweise Unabhéngigkeit gezeigt.)

Induktionsannahme:

P
Je{i

Induktionsschritt:

je{ jlv“-vj"ll+l }

N 4= 1I] Pl
1yeesdm } JE{ J1s-sdm }
=P m Aj ﬂAm+1

j€{d1,dm }

€Fm

©p N 4

J€{ i1, Jm }

PlAj];

P[A;].

(i) H

jE{ J1seesJm+1 }

3)

,Jm }, sodass

(4)

O

Bemerkung: Die Menge A, ist fir n > 1 die Menge aller reellen Zahlen in [0,1), deren n-te bindre Ziffer

nach dem Komma gleich null ist.

Wenn du Feedback zur Serie hast, schreibe bitte in das Forum (oder eine Mail an Jakob Heiss).

31In dieser Lehrveranstaltung verwenden wir die iibliche Konvention ﬂjez Cj = Qund Hjera ¢j = 1. (Nach dem

selben Prinzip sagen wir (J;c, Cj = @ und 3

jew € =0.)
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