ETH Ziirich, Frithling 2024
Dozent: Prof. Dr. Vincent Tassion Ubungsorganisator: Jakob Heiss

Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 4

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum.
Bitte stell sicher, dass du die Webseite https://kahoot.it/ in der Ubung am 26. Miirz 6ffnen kannst.
Freiwillige Abgabe bis 28. Mérz 8:00. Nachher kann selbststdndig mit dieser Losung verglichen werden.

Aufgabe 4.1 Sei (,P(Q2),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum auf Q = {0,1}" mit P (-) = LL. Wir definieren

7m0
n Zufallsvariablen Z;(w) := w; fiir ¢ € {1,...,n}. Somit sind diese Zufallsvariablen u.i.v. (im englischen
i.i.d.) und erfiillen P (Z; =1) =P (Z; =0) = 3."

(a) Wir definieren eine weitere Zufallsvariable

(i) Berechne P (X =k) fir k € N.
(ii) Wie lautet px?

(iii) Im Fall n = 2 berechne Fx und zeichne Fx.
Hinweis: Die Definitionen sind in Notizen 4 (Seite 10) und Notizen 4 (Seite 11).

(b) Wir definieren eine weitere Zufallsvariable

(i) Berechne P (Y =k) fir k € {0,1}.
(ii) Wie lautet py?

(iii) Berechne Fy und zeichne Fy.

Losung 4.1
(a) (i) Fur k€{0,...,n}:
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1Bemerke, dass Aufgabe 4.1 vollstandig gelést werden kénnte ohne jemals einen konkreten Wahrscheinlichkeitsraum
(82, P(£2), P) zu definieren. Die einzige Information die wir iiber die Zufallsvariablen (Z;);e(1,...,n} fiir diese Aufgabe

bendtigen, ist dass sie w.i.v. sind und P (Z; =1) =P (Z; =0) = % erfiillen. Mit diesen Zufallsvariablen Z; konnte
man beispielsweise n unabhangige Munzwiirfe modellieren.
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Fir k e R\ {0,...,n}: P(X =k) =0.

Bemerkung: Im Fall n = 2 ist X aus dieser Aufgabe gleich X aus

Ux = Xn: @(5164

[\
3

0, wenn a < 0

o 5, wenn0<a<mn

1, sonst.
Fiir n = 2 (sieche Abbildung 4 oder Losung der Aufgabe 3.1) erhalten wir
wenn a < 0

wenn 0 <a <1
wenn 1 <a < 2

Fx(a) =P (X < a) = px((—o0,a]) =

=onjwale O

sonst.

In den Abbildungen 1 bis 4 zeichnen wir die Verteilungsfunktion F'x fiir verschiedene Werte n.

1,0 R
e
09
08 —o
0.7
06
05 o
04
03
02 —
01
—o
0 1 2 3 4 5 6

L0 — 3 — — LS
*~—0 *
0,9 —0v =2 +
*~—0 [ —
- O
0,8
—o ¢
0,7 -—
[ 2
0,6 °
0,5 *—0 *—o0 0
04 .
-
0,3 O
*~—0 .
0,2
L2 -Q
o1 —%—g Le
’ *—0
L
. — b v..3 D

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18

Abbildung 2: Fx firn=0,n=3,n=0,n =6, ,n=12,n=15.
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P(Y:l):P(ﬁZi:1>

=PMie{l,....,n}:Z;=1)

(b) (D)

n

=][P| {z=1}
i1 _\/_/
{we:Z;(w)=1}

n

HPZ_I

i=1

1-(2)
2
i=1
Somit erhalten wir P (Y =0) =1— (3)", weil Y/(Q) = {0,1}.

Alternative Lésung: Man kann auch tiberpriifen, dass Y aus dieser Aufgabe

Y: Q=R
n n
w—Y(w) = HZ,(W) = H;u,.
1=1 1=1
gleich Y aus ist und somit alle Resultate aus der iberneh-

men.

(ii) Daraus konnen wir schliessen, dass

/Jy:(l—*)(so—l- —01.

gilt.
(iii) Somit kénnen wir direkt ablesen, dass
0, wenn a < 0
Fy(a) =P (Y <a) = py((—o0,a]) =q1— 5=, wenn 0<a<1
1, wenn 1 < a

gilt (siehe die Definition in Notizen 4 (Seite 11)).

Intuitives Beispiel: Fy (1.25) = py ((—00,1.25)) = (1 — 5=) + 5 = 1, weil do((—o0, 1.25)) =
(weil 0 € (—o0,1.25)) und 61((—00,1.25)) =1 (weil 1 € (—o0, 1.25)).

n=1:

Fx(x)

0.75 +

0.5 &—o0

0.25 +
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Aufgabe 4.2 Sei (Q,P(Q2),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum auf Q = {1,2,3,4,5,6}" mit P (-) = (‘3%. Wir
definieren n Zufallsvariablen X;(w) := w; fiir ¢ € {1,...,n}. (Das wére zum Beispiel ein sinnvolles Modell
fiir n unabhéngige Wiirfelwiirfe.) Wir definieren

Z = max X;
i€{1,....,n}

als die hochste gewiirfelte Augenzahl unter den n geworfenen Wiirfeln.?
Berechne die Verteilungsfunktion Fz von Z.

Losung 4.2 Offensichtlich sind (X:)ieq1,...,n} wi.v. (English: i.i.d.).
Fz(a) =P (Z <a)
=P ( max X; < a)
ie{l,...,n}

=PM™ie{l,...,n}: X; <a)
[[ Pxi<a

i€{l,....,n}
= H Fx,;(a) = (Fix,(a))" .
ie{l,..., n}

2Wenn wir Operationen die auf R definiert sind auf reellwertige Funktionen anwenden, ist das punktweise zu
verstehen, also Vw € Q : Z(w) = max;eq1,... n} Xi(w)-
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Fiir jedes X; gilt,

0, wenn a < 0 0, wenn a < 0
Fx,(a) =P (X; <a) = pux,((—o0,a]) = Ll 1 e 0<a<6=<1 wenn0<a<6
i = i ’ k=0 6° = = 6 = =

1, sonst. 1, sonst.

Wenn wir diese beiden Ergebnisse kombinieren erhalten wir schlussendlich:

0, wenn a < 0
Fz(a) = (Fx,(a))" = (%) , wenn 0<a<6
1, sonst.
Fy fir n = 2:
1 ®
0.8 -
&—-0
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*——o0
0  , S—) \ \
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Aufgabe 4.3 [Verteilungsfuntion: (Un-)Stetigkeitsstellen]

Sei X eine Zufallsvariable auf (2, F, P). Geméss Theorem aus Notizen 4 (Seite 13) (Theorem 2.4 im Skript)
ist die Verteilungsfunktion von X an jeder Stelle rechtsseitig stetig. In dieser Aufgabe beantworten wir
die Frage, an welchen Stellen Fx auch linksseitig stetig (und somit stetig) ist. Zur Erinnerung: Fx ist
linksseitig stetig an der Stelle a € R, falls

Fx(a—):= lhlﬁ)lFX(a — h) = Fx(a).
(a) Zeige, dass
P(X =a) = Fx(a) — Fx(a—) fir allea € R.
Hinweis: Nutze die Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmasses aus Proposition 1.11 im Skript.

(b) Schlussfolgere, dass F'x an der Stelle a € R stetig ist genau dann, wenn P (X = a) = 0 gilt.

Losung 4.3

(a) Seia € R und sei (hn)n>1 eine monoton fallende Folge mit limy, o0 hn = 0 und hy, > 0 fiir alle n > 1.
Die Folge von Ereignissen (Ay)p>1 mit

A, ={X <a-—hy,}

ist monoton fallend und somit folgt aus der Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmasses (siehe Proposition
1.11), dass

n—oo n—o0

lim F(a = h) = lim Fx(a—hn) = lim P(An) =P <U1An> =P(X <a),

da Up?, An =Upe {X <a— hn} ={X < a}. Es folgt also, dass
Fx(a) — Fx(a—) = Fx(a) — lhiﬂ)lFX(a —h)=P(X<a)-P(X<a)=P(X =a).

6 /11


https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-2604-00L/
https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-2604-00L/auth/nethz/Notes/Notes4.pdf#page=13
https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-2604-00L/auth/nethz/Skript.pdf
https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-2604-00L/auth/nethz/Skript.pdf

Wahrscheinlichkeit und Statistik, Friihling 2024 Lésungen Serie 4

(b) Seia € R.
Falls F'x an der Stelle a stetig ist, so ist F'x an dieser Stelle insbesondere linksseitig stetig und somit
gilt per Definition Fx(a—) = Fx(a). Aus Teilaufgabe (a) folgt, dass P (X =a) = 0.
Falls P (X = a) = 0 gilt, so folgt aus Teilaufgabe (a), dass F'x (a—) = Fx(a) und somit ist F'x an
der Stelle a linksseitig stetig. Da Fx als Verteilungsfunktion immer auch rechtsseitig stetig ist (siehe
Theorem 2.4), folgt die Stetigkeit von Fx an der Stelle a.

Aufgabe 4.4 Let (X,) be a sequence of independent random variables that are all uniformly distributed
on [0,1]. Show that

1 1
almost surely, lim sup m In <X7> =1

n— oo

Hint: Use the Borel-Cantelli lemmas.

Losung 4.4 For ¢ > 0 we let A7 = {log(1/Xn)/logn > ¢} = {X,, <1/n°}. Then
P(A") = P(X, < 1/n) = -
nC

Thus, for ¢ > 1 we have > ., P(A7) < co. Hence limsup,,_, . log(1/Xy)/logn < c almost surely
by the first Borel-Cantelli lemma. On the other hand, for ¢ € (0,1] we have ) ., P(Ar) = co. Hence
limsup,,_, .. log(1/X,)/logn > ¢ almost surely by the independence of the (X,) and the second Borel-
Cantelli lemma. The claim in the question now follows since

{limsuplog(l/Xn)/logn = 1} =N {limsuplog(l/Xn)/logn <1+ 1/k}

1
N m {limsupln(—/logn >1- 1/k}
n—oo Xn
k>1
and the countable intersection of events of probability 1 again has probability 1. O

Die folgenden beiden Aufgaben verwenden Inhalte von der Vorlesung vom Dienstag, 26. Marz. Darum
empfehlen wir diese erst nach Dienstag zu l6sen:
Aufgabe 4.5 [Konstruktion von Zufallsvariablen)]

Ziel dieser Aufgabe ist es, Zufallsvariablen aus einer Folge unabhéngiger Miinzwiirfe zu konstruieren.
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;);>1 eine unendliche Folge von unabhéngigen, Ber(1/2)-
verteilten Zufallsvariablen. Wir betrachten den folgenden Algorithmus:

i=1

While X;=X;;,1=1 do
=142

endwhile

Z=Xi+2 Xit1

Return 72

(a) Zeige, dass der Algorithmus immer (mit Wahrscheinlichkeit 1) nach endlich vielen Schritten terminiert.

(b) Zeige, dass Z eine gleichverteilte Zufallsvariable in {0, 1,2} ist.
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(¢c) Gebe einen Algorithmus an, der eine Ber(1/5)-verteilte Zufallsvariable ausgibt.
(d) [Bonus] Gebe einen Algorithmus an, der eine Ber(1/m)-verteilte Zufallsvariable Z ausgibt.
Losung 4.5

(a) Um zu zeigen, dass der Algorithmus nach endlich vielen Schritten terminiert, miissen wir zeigen, dass
die While Schlaufe nur endlich oft durchlaufen wird. Wir stellen fest, dass fiir j > 0 gilt

Aj; :={While-Schlaufe wird genau j Mal durchlaufen}
2j
= <ﬂ{Xz’ = 1}> N ({X2j+1 = 0} U {X2j42 = 0}).
i=1

Aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen (X;);>1 folgt

P [A]} P |:ﬂ{X'L = 1} n ({X2j+1 = 0} U {X2j+2 — O})

i=1

i
<ﬁP [X; = 1]) - P{X2j+1 =0} U {Xgj42 = 0}]
=t =1-P({X2j41=1}N{Xpj1o=1})=1-1=3
_3. (1)2j ,
4 \2
Wir summieren nun iiber alle Szenarien, in denen der Algorithmus terminiert, d.h. iiber die disjunkten

Ereignisse (A;);>1 und erhalten
o] 1 23
P[A4;] = =
4= (3)

oo J
Sy=r e
3=0 1=

1
7

]

NgE

P (Algorithmus terminiert) =

o

<.

>

(b) Aus Teilaufgabe (a) wissen wir, dass das Ereignis A := {Algorithmus terminiert} = (J7~, A; Wahr-
scheinlichkeit 1 hat und dass die Ereignisse (A;);>1 disjunkt sind. Somit gilt

P(Z =0) :P({Z:O}ﬂA)+P({Z:O}ﬂAC) :iP({Z:O}nA,-)
<p(Al)=0 =

(X =1} N { X241 =0} N { X540 = 0}}

=1

J
o]

NE 2”2_12 1 _1 1 1
—\2 4 &=\4) 41— 3

j=0

j=0
j=0

wobei wir wieder die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen (X;);>1 verwendet haben sowie die Definition
von Z im Algorithmus. Analog erhédlt man auch, dass

und somit ist die Zufallsvariable Z gleichverteilt in {0, 1,2}.
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()

Wir betrachten den folgenden Algorithmus:

i=1

While (X;=Xi42=1)or (Xit+1=Xi42=1) do
i=1+3

endwhile

Z=Xi+2 Xiz1+4-Xito

If Z=4
7' =1

Else
Z':=0

Return 7’

Wie in Aufgabenteil (a) kann man zeigen, dass der Algorithmus mit Wahrscheinlicheit 1 terminiert
und analog zu Aufgabenteil (b) kann man sehen, dass die Zufallsvariable Z gleichverteilt ist in
{0,1,2,3,4}. Somit folgt, dass Z’ Ber(1/5)-verteilt ist.

Zur Konstruktion einer Ber(1/7)-verteilten Zufallsvariable verwenden wir die Idee aus der Vorlesung,
dass man mithilfe von Ber(1/2)-verteilten Zufallsvariablen eine zuféllige Zahl im Intervall [0, 1]
konstruieren kann. Anders als in der Vorlesung, wo wir zur Konstruktion einer gleichverteilten
Zufallsvariable unendlich viele Miinzwiirfe benttigt haben, werden wir sehen, dass hier endlich viele
Miinzwiirfe ausreichen.

Schritt 1: Wir schreiben

1 > Yi
7o
d.h. 0.y1y2ys . . . ist die Darstellung der Zahl 1/7 im Bindrsystem. Um zu wissen, ob eine Zahl z € [0, 1]
grosser oder kleiner als 1/7 ist, geniigt es, die Bindrdarstellung von z bis zu der Stelle zu kennen, wo
diese zum ersten Mal von der Bindrdarstellung von 1/7 abweicht.

Schritt 2: Wir betrachten die Folge (X;);>1 nun als die Nachkommastellen einer zufilligen Zahl X
im Binédrsystem und wollen herausfinden, ob X < 1/m oder X > 1/m gilt. Hierzu betrachten wir den
folgenden Algorithmus:

i=1

While X;=y; do
i=1+4+1

endwhile

Z=1-X;

Return 7

Der Algorithmus vergleicht mithilfe der While-Schlaufe die Bindrdarstellung der zufalligen Zahl X
mit der Bindrdarstellung von 1/m. Sobald diese zum ersten Mal voneinander abweichen, also X; # y;,
folgt X < 1/m, falls X; =0 < 1 =y;, oder X > 1/7, falls X; =1 >0 = y;. Fir X € [0,1/n),
setzen Z = 1, andernfalls Z = 0. Da X gleichverteilt in [0, 1] ist, folgt, dass Z Ber(1/x)-verteilt ist.
Abschliessend bemerken wir, dass sich analog zu Aufgabenteil (a) zeigen lasst, dass der Algorithmus
mit Wahrscheinlichkeit 1 terminiert.

Aufgabe 4.6 [Transformation von Zufallsvariablen]

Ziel dieser Aufgabe ist es, Zufallsvariablen durch Transformation einer gleichverteilten Zufallsvariable zu
konstruieren. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und U eine gleichverteilte Zufallsvariable in [0, 1],
d.h. U ~U([0,1)).

(a)
(b)

Konstruiere aus U eine Ber(1/3)-verteilte Zufallsvariable Z.

Konstruiere aus U eine gleichverteilte Zufallsvariable U’ in [—1,2]. Was ist die Verteilungsfunktion
der Zufallsvariable (U”)%?
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(¢) Konstruiere aus U eine Exp())-verteilte Zufallsvariable Y.
Hinweis: Eine Zufallsvariable heisst exponentialverteilt mit Parameter A > 0 (kurz Exp(\)-verteilt),
falls folgende die Verteilungsfunktion hat:

1—e?, fira>0
Fla) = e "%, tlra_ ,
0, fir a < 0.

Losung 4.6
Idee: Wir wollen Theorem 2.14 aus dem Skript (bzw. Notizen 5 (Seite 4)) anwenden. Hierzu miissen wir
lediglich die verallgemeinerte Inverse der jeweiligen Verteilungsfunktion bestimmen.

(a) Die Verteilungfunktion einer Ber(1/3)-verteilten Zufallsvariable ist

0, fir a < 0,
Fa)=42/3, fir0<a<l,
1, fir a > 1.

Die verallgemeinerte Inverse F~' : (0,1) — R ist also gegeben durch

P = 0, fiir 0 < a <2/3,
1, fir2/3<a<l.

Aus Theorem 2.14 aus dem Skript folgt, dass Z := F~(U) Ber(1/3)-verteilt ist.

(b) Die Verteilungfunktion einer U/([—1, 2])-verteilten Zufallsvariable ist

0, fir a < —1,
Fla)=q %, fir —1<a<2,
1, fir a > 2.

Die verallgemeinerte Inverse F~! : (0,1) — R ist also gegeben durch
F ' (a)=3a—-1

Aus Theorem 2.14 aus dem Skript folgt, dass U’ := F~*(U) U([—1, 2])-verteilt ist. Um die Vertei-
lungsfunktion von (U”)? zu bestimmen,stellen wir zunéchst fest, dass

0, fir a < 0,

Fnz(a) =P ((U)" < a) = {P(—\/ag U' < /a) =P (U <+fa)—P (U < —/a), fira>0.

Es gilt
Vetl ' fiir 0 < a < 4
PU/< — 3 =0 =%
( _\/5) {1, fir a > 4,
und va
—JVa+1 .
firo<a<l1
P(U < —va) = 37 - =7
( - \/>) {0, fur a > 1.

Somit erhalten wir

0, fir a <0,
e fir0<a<l,
vatl - ofijr 1 < a < 4,
1, fir a > 4.

F(U’)2 (a) =P (([]l)2 < a) ==

(c) Die Verteilungfunktion einer Exp(\)-verteilten Zufallsvariable ist

Fla) = 1—e 29, ft:n‘ a>0,
0, fir a < 0.
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Die verallgemeinerte Inverse F~' : (0,1) — R ist also gegeben durch

F () = - IOg(l)\* o) )

Aus Theorem 2.14 aus dem Skript folgt, dass Y := F~(U) Exp()\)-verteilt ist.

Wenn du Feedback zur Serie hast, schreibe bitte in das Forum (oder eine Mail an Jakob Heiss).
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