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Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 5

Losung Version 2 (16. April 2024: Details ergdnzt und Tippfehler ausgebessert. Z.B.: Mehr Details zum
Bewewis in der Losung von Aufgabe 5.3(a) und falsche Formel fiir 7 in der Lésung von Aufgabe 5.3(b)
ausgebessert.) Losung Version 1 (11. April: basierend auf Serie Version 2 (4. April: In Aufgabe 5.3 gilt
natiirlich “Ty ~ Geo(¢)” und nicht “T5 ~ Geo(g)”. In Aufgabe 5.3(a) muss natiirlich “Va <« N: P (T > a) =
(1 —p)*” anstatt “Va eEN:P(T >a)=(1—p)*” stehen.), Version 1 (29. Mérz))

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum.

Bitte stell sicher, dass du die Webseite https://kahoot.it/ in der Ubung am 09. April 6ffnen kannst.
Freiwillige Abgabe bis 11. April 8:00. Nachher kann selbststdandig mit dieser Losung verglichen werden.

Aufgabe 5.1 [Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen I]
Wir definieren die Menge W = N? Wir definieren die Funktion p : W — [0, 1],

oG ) :{ g‘- (1" igisktzzs und j=1,2,... k-1
Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit folgenden Eigenschaften
e« P((X,Y)eW)=1und
o V(j,k) eW:P(X =4Y =k)=p(jk)."
(a) Bestimme die Konstante C.
(b) Berechne die Gewichtsfunktionen px und py der Zufallsvariablen X und Y. Gib auch px und py an.

(c) Sind X und Y unabhéngig?
Bemerkung: Diese Bemerkung ist irrelevant fiir die Losung der Aufgabe, aber sie gibt vielleicht eine

Motivation und einen Ausblick warum Aufgabe 5.1 spéter interessant sein kénnte. Spéter wird die Notation
der gemeinsamen Gewichtsfunktion eingefiihrt werden. Dann kann man einfach sagen: “Seien X und Y

zwei diskrete Zufallsvariablen mit folgender gemeinsamer Gewichtsfunktion:
¥ 1\k o « . .
S . (5 rk=2,3,... =1,2,...,k—
PG k) =P (X =Y =k) = C (2) fiir A 3 und j = 1,2, k—1
0 sonst.

> und meint damit genau, dass X und Y die beiden oben beschriebenen Eigenschaften erfillt. Aus
p(z,y) wenn (z,y) € W

0 sonst

masstheoretischer Sicht, ist § : R? — [0,00), (z,y) — p(x,y) = die Radon-

Nikodym-Dichte von fi(x, vy beztiglich dem Zahlmass, wobei p(x,v)(E) =P ((X,Y) € E). Beziehungsweise
ist p die Radon-Nikodym-Dichte von px y)|w bezliglich dem Zdhlmass auf W. Die Verteilungen der
Zufallsvariablen X und Y werden spter als Randverteilungen bezeichnet werden.

Losung 5.1
(a) DaP((X,Y) € W) =1 ist, muss gelten

oo co k—1 k oo oo k
1Ly p(xzj,yzk):czz(l) oy Y (1)
k=2 j=1 k=2 j=1 2 =1 k=j+1 2
oo 1 j+1 oo 1 k oo (%)j+1 oo 1 j %
o2 () 26) e en ) e e
j=1 k=0 j=1 2 j=1 2

Also ist C' = 1.

IDie erste Eigenschaft kann auch dquivalent als P ({w € Q: (X(w),Y(w)) € W }) = 1 gelesen werden oder
dquivalent kann man auch sagen (X,Y) € W P-f.s.. Die zweite Eigenschaft kann auch dquivalent als V(j,k) € W :
PH{weN: X(w)=jund Y(w) =k }) =p(j, k) gelesen werden.
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(b) Wir berechnen fir j > 1,

—Swin= 3 (1) =) S () = (3)

k=j+1 k=0
und fiir k£ > 2
k—1 1 k
pr (k) =P (Y =8) = 3 p() = (- 1) ()
j=1

und py (k) =0 fir £ < 1.
Somit gilt

Jj=1
oo o] k
o =S =3 1) (3)
k=2 k=2
(c) aber es gilt
P(L2)= 1 # 1 =px(1) pr(2),

und daher sind X und Y nicht unabhéingig.

Aufgabe 5.2 [Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen II: Konstruktion]
Seien W1 und W7 endlich oder abzahlbar und sei p : Wi x Wa — [0, 1] eine Funktion mit

Z p(z1,z2) = 1.

1 EWL,22€W2

Seien weiterhin U; und Uz zwei unabhéngige U([0, 1])-verteilter Zufallsvariablen. Ziel dieser Aufgabe ist
es, mithilfe von Uy und Us zwei diskrete Zufallsvariablen X; und X, zu konstruieren, sodass (X1, X2) die
beiden folgenden Eigenschaften erfiillt:
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o P((X1,X2) € W) =1, wobei W :=W; x W, und
o Y(z1,22) €W : P (X1 =21, X2 = x2) = p(x1, 22).

(a) Was ist die Gewichtsfunktion px, der Zufallsvaraible X1? Nutze Ui, um die Zufallsvariable X1 zu
konstruieren.

(b) Analog zu Aufgabenteil (a) kénnte man nun auch Uz nutzen, um die Zufallsvariable Xs mit Gewichts-
funktion px, zu konstruieren. Zeige, dass (X1, X2) in diesem Fall

V(z1,22) €W : P (X1 =21, X2 = x2) = q(z1,22) = px, (71) - pxy (x2)

erfiullen wiirde.

Die Konstruktion aus Aufgabenteil (b) funktioniert also nur, falls p(z1,z2) = px, (1) - px, (z2) fir alle
r1 € Wi, x2 € Wy gilt, also wenn die Zufallsvariablen X; und X2 unabhéngig sind. Aber nicht jede Funktion
p kann so dargestellt werden. Im Fall von abhéngigen Zufallsvaraiblen X7 und Xz gilt p # q.

(¢) [schwer] Nutze Uz, um die Zufallsvariable X5 so zu konstruieren, dass (X1, X2) beide oben genannten
Eigenschaften erfiillt (insbesondere in Fillen wo p # q, soll V(z1,22) € W : P (X1 = x1, X2 = z2) =
p(z1,z2) gelten).

Losung 5.2
(a) Analog zu Aufgabe 5.1(b) berechnen wir

pxi(1) = Y plas,as).

x2 €Wn

Nach Annahme gilt weiterhin ) o1 Wy PX1 (z1) = 1. Da Wi endlich oder abzihlbar ist, konnen wir
ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass W1 = {w1,w2,...}. Wir partitionieren das
Intervall (0,1] in Teilintervalle (g;—1, ¢;] der Lange px, (j) auf. Wir definieren hierfiir

J
go:=0 undfirj>1 g¢;:= ZPX1 (ws)
i=1

und

X1(w) =Y w; Luyw)elg;_1.a505
i1

sodass das j-te Teilintervall auf w; abgebildet wird. Um zu iiberpriifen, dass X die gewiinschte
Gewichtsfunktion/Verteilung hat, berechnen wir

P(Xi=21)=)» P[Ui(w) € (gj-1,¢]] Loy=w; = px; (1),

Jjz1

=q;—qj—1=Px, (w;)

was zu zeigen war.

(b) Wir konstruieren zunichst Xz aus Uz analog zu Aufgabenteil (a). Fiir die Gewichtsfunktion der
Randverteilung von X2 muss gelten, dass fiir z2 € Wa,

pxy(we) = Y plwr,z2).

1 €EWL
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Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass Wa = {w/, w5, ...}. Wir definieren

J
g =0 undfirj>1, gq}:=>» px,(w)

i=1

und
!
Xa(w) =D W) Luyreta)_yoall-

i>1
X hat die gewlinschte Gewichtsfunktion/Verteilung, da
P X2—x2 ZP U2 q] 17qJ]] ]]‘sz =w’,

j>1

= DPX> (xQ)

’
J

=¢;—4q;_=px, (w})

Da die Zufallsvariablen U; und Uz unabhingig sind, folgt dass die Zufallsvariablen X (= ¢1(U1))
und Xz (= ¢2(U2)) unabhéngig sind (siehe Korollar in Notizen 4 (Seite 25)). Dies ist geméss Satz in
Notizen 6 (Seite 5) (oder Satz 5.6 im Skript) dquivalent zu der Aussage, dass fiir die gemeinsame
Gewichtsfunktion/Verteilung gilt

q(z1,2) = px, (21) - px,(2), Vo1 € Wi, 22 € Wa.
Sei X; konstruiert wie in Aufgabenteil (a) beschrieben. Insbesondere gilt also fiir alle 1 € Wi,
P (X1 = 1) = px, (1)

und X ist unabhéngig von Us.
Fiir die Konstruktion von X3 nutzen wir die folgende Idee: Wir konstruieren zuerst X;. Abhéngig
von dem Wert von Xi, sagen wir X; = z1, konstruieren wir X2 dann mithilfe der 'bedingten’

Gewichtsfunktion/Verteilung von Xa, also p(@1.)
px, (#1)

Wie zuvor nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass Wo = {w],w5,...} und
definieren fir jedes x1 € Wi,

(=0 und fir j>1, ¢ pxl’wz .
% J=5 Z px, (1)

Basierend auf Us und X; definieren wir X2 nun wie folgt

Z Lxy(w) zlzw] va(@)e (a7 o]

x1 €W, j>1

Wir zeigen nun, dass (X1, X2) die gewiinschte gemeinsame Gewichtsfunktion/Verteilung hat: Fir alle
x1 € Wi,x2 € Wy gilt

P(Xlzl'l,Xg:xg):P Z ]]-Xl &1 Zw] U2€ (Tl) (Tl)} = I2, Xl =T

T1EW7 j>1

=P ij vae (4§71 a0 =2, X1 =1

>1

X1,Usunabhangi
[X1,Uzunabhéngie] > wi1 Use (o) ge0] = T2 P (X =11)

i>1

= (ZP (qj(lll) <Uz < qj(-“)) ]lw;_m) “px, (1)

jz1

_ @) _ (@) _PELw))
j j—1 Px1(11)

= % .le(ml) :P(:lh,:vg),
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Aufgabe 5.3 Seien T1 ~ Geo(p) und T> ~ Geo(q) zwei unabhingige geometrisch verteilte Zufallsvaraiblen
mit p,q € (0, 1] (siehe Def. in Notizen 6 (Seite 8)).

(a) Zeige, dass
T ~ Geo(p) <= (P(TGN\{O}):1undVa€N:P(T>a):(1fp)a)

gilt.
(b) Zeige, dass
IIliH(T'l7 Tg) ~ Geo(r)
gilt und gebe eine Formel fir r an.
(c) Zeige (im Fall p = ¢)?, dass das Maximum zweiter unabhéngiger geometrisch verteilter Zufallsvariablen
nicht geometrisch verteilt ist, i.e.,

#r € (0,1] : max(Ty, Tz) ~ Geo(r).

(i) Zeige hierfiir zuerst, dass P (max(71,72) >a)=(1—-p)*+(1—¢)* = (1 —p)*(1 —¢)°

(ii) Betrachte limg— oo W = 1 um zu zeigen, dass kein r diese Gleichung erfiillen kann.

Losung 5.3
(a) . “ :> ”

Ya € N:

I
T
_
|
CH

X
|
S

?Die Aussage gilt auch fiir p # q, aber dann wird der Beweis ein wenig ldnger.
3Die Wohldefniertheit und der Wertebereich der geometrischen Verteilung kann als allgemein bekannt vorasugesetzt
werden und muss beispielsweise bei einer Priifung nicht jedes Mal neu bewiesen werden.
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o “ <=7 Idee: Die Verteilung einer N-wertigen Zufallsvariable ist durch (P (T > a)),oy schon

eindeutig bestimmt und die obige Rechnung hat gezeigt, dass diese tibereinstimmen.

Wegen obiger Rechnung gilt Va € N : Fgeop)(a) = 1 — (1 — p)®. Weil gemetrisch verteilte

Zufallsvaraiblen nur Werte in N\ {0 } annehmen gilt somit.

0 wenn a < 1

VR € N: Fgeo =
Geo(r) (@) {1—(1—p)L“J wenn a > 1.

Aus P(T e N\{0})=1und Va e N: P (T > a) = (1 — p)* folge offensichtlich auch

0 wenn a < 1

VReN: Fr(a) =
(@) {1—(1—p)t‘1J wenn a > 1.

Weil die Verteilungsfunktionen iibereinstimmen, stimmen auch die Verteilungen iiberein. [

(b) Offensichtlich gilt P (min(71,7%) € N\ {0}) = 1. Mithilfe der Unabhéngigkeit und (a) erhalten wir

P (min(Th,T2) > a) =P (T1 > a, T2 > a)
=P(T1 >a)P (T2 > a)
=(1-p"0-9" =(1-p)(A-9)".
Somit ist laut (a), min(71,72) ~ Geo(r) mir (1 —r) = (1 —p)(1 —¢),alsor=1—- (1 —p)(1 —q).

() ()
=P (T1 > a oder Tz > a)
=P(Ty >a)+P(T>>a)—P(T1 >aund 75 > a)
=(1-p"+(1-9"-0-p*(1-9"

P (max(T1,T2) > a)

(ii) Falls max(T1,T2) ~ Geo(r) gelten wiirde, dann miisste
1-p)*+(0-9¢"-(1-p"(1-9q" =1-7)"
fir alle a € N gelten. Weil wir p = ¢ annehmen miisste somit

21-p)" = (1-p* =(1-n)"

gelten.
Das wiirde )
o 200 = (0 =p)*
a— oo (1 — T)a
implizieren.
Fall 1: » < p:

20 -p) = (1 -p)* _ 1-p\“ _
lim =" < lim 2(ﬁ) =0#1

a—r o0 a—r o0

Somit kénnen wir Fall 1 ausschliessen.

Fall 2: r > p:
2(1 —p)* — (1 —p)* 2(1 —p)°
fin 20 P = (=p)™ g 20 =p) Ly
a— 0o (1 — T')”‘ a— 0o (1 — ’r')a
Somit konnen wir Fall 2 auch ausschliessen. O(p =
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Ohne der Annahme p = g, war der Beweis zwar nicht verlangt, ist aber kaum schwieriger (aber
etwas langer): Wir nehmen zuerst obdA an, dass p < ¢ gilt. Dann sieht man direkt, dass

i =P+ (A -¢)* - (A -p)*"A-q¢)* . (1-p)
a—» oo (1 — 7‘)“ a—» oo (l — T)a
gilt, oder man rechnet in den beiden Féllen langsamer nach:
Fall 1: r < p:
1—p)"+(1—q)*—(1-p)*1—q)* 1-p\*
fim L=P+A-9* = A=p)*"(A -9 _ P\ o1,
a—»o0 (177‘)0‘ a—o0 1—r
Somit kénnen wir Fall 1 ausschliessen.
Fall 2: r > p:
i EP =0 = (U =p)t =g o (=)
a— 00 (1 — 7")“ a— 00 (1 — r)a
Somit kénnen wir Fall 2 auch ausschliessen.
Fall 3: r = p:
i =P+ 0 -9 =(1-p*A-9* . (0=p°* _
a—00 (1 — ’r’)c" a— 00 (]_ — ’I‘)a

Nur im Fall 3 (r = p) erhalten wir den widerspruchsfreien Limes. Fir a = 1, kénnen wir
allerdings auch den Fall r = p auf einen Widerspruch bringen Fiir a = 1 erhalten wir

A-p)+(Q-q)—(1-p)(1-q)=1~-7)
= (1-p+1-q¢9-1-p(1—-q =(1-p)
— (1-¢-Q1-p(A-q =0

U227 _a-p)=o0
<~ p=0,
was einen Widerspruch zu (p, ¢) € (0,1])? darstellt. O(allgemein)

Alternativer Beweis ohne a — oo, nur iiber a = 1 und a = 2 Fiir a = 1 erhalten wir
AI-p+(1-¢-1Q-p(l-g=>1A-7)
= r=1-(1-p+Q0-9—-(1-p)(1-4q)
= r=1-2-p-qg-Q1Q-p)(1—-19q)
= r=-1+p+q+(1-p)(1-q)

Fiir beliebige (p, q) € (0, 1]2 ginge der Beweis folgendermassen: Fiir a = 2 erhalten wir durch einsetzen von 7,
1-p?+1-a)’-0-p’Q-a°=01-r)?
= 1-p’+1-0’-0-p’01-a)’=@+e+1-p)(1-0q)°.
In WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com/input?i=%281-p%29%5E2%2B%281-ql29%5E2+-+%,281-p%29%5E
2%281-q%29%5E2+%3D+%5Cleft%28p%2Bq+%2B+%281-p%29%281-q%29%5Cright%29%5E2) konnen wir sehen, dass alle

Lésungen dieser Gleichung ausserhalb von (0,1]? liegen. Das beweist, dass fiir alle (p,q) € (0,1]%, kein

existiert mit dem max(Ty, T2) ~ Geo(r) gelten wiirde. O(allgemein)

Wenn du Feedback zur Serie hast, schreibe bitte in das Forum (oder eine Mail an Jakob Heiss).

7/7


https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-2604-00L/
https://www.wolframalpha.com/input?i=2%281-p%29%5E2+-+%281-p%29%5E4+%3D+%5Cleft%281%2Bp%5E2%5Cright%29%5E2
https://www.wolframalpha.com/input?i=2%281-p%29%5E2+-+%281-p%29%5E4+%3D+%5Cleft%281%2Bp%5E2%5Cright%29%5E2
https://www.wolframalpha.com/input?i=%281-p%29%5E2%2B%281-q%29%5E2+-+%281-p%29%5E2%281-q%29%5E2+%3D+%5Cleft%28p%2Bq+%2B+%281-p%29%281-q%29%5Cright%29%5E2
https://www.wolframalpha.com/input?i=%281-p%29%5E2%2B%281-q%29%5E2+-+%281-p%29%5E2%281-q%29%5E2+%3D+%5Cleft%28p%2Bq+%2B+%281-p%29%281-q%29%5Cright%29%5E2
https://forum.math.ethz.ch/c/spring-24/probability-and-statistics/182
https://people.math.ethz.ch/~jheiss

