ETH Ziirich, Frithling 2024
Dozent: Prof. Dr. Vincent Tassion Ubungsorganisator: Jakob Heiss

Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 7

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum.
Bitte stell sicher, dass du die Webseite https://kahoot.it/ in der Ubung am 23. April 6ffnen kannst.
Freiwillige Abgabe bis 25. April 8:00. Nachher kann selbststdndig mit dieser Losung verglichen werden.

Aufgabe 7.1 [Erwartungswert stetiger Zufallsvariablen I]
Nehmen wir an, dass —co < a < b < oo und ¢ > 0.

(a) Sei U ~U(0,1) und U' := a + (b — a)U. Was ist der Erwartungswert von U’?
(b) Sei T ~ Exp(\) mit Parameter A > 0 und 7" := ¢ - T?. Was ist der Erwartungswert von T"?
Hinweis: Nutze den Satz in Notizen 8 (Seite 22).
Losung 7.1

(a) Wir nutzen die linearitat des Erwartungswert und erhalten

b+a

E[U'] :E[H(b—a)U]:a+(b—a)E[U]:a+(b_a)%: :

(b) Aufgrund der Lineariit des Erwartungswerts gilt E[T] = E [¢T?] = ¢+ E [T?]. Wir berechnen nun
mittels des den Satz in Notizen 8 (Seite 22)

E[T?] = /Oo ’xe Mda
0

o0
= [7x2efm]oo+/ 2ze M dx
0 0

=0
2
=33
wobei wir E[T] = 1/\ aus der Anwendung in Notizen 8 (Seite 6) verwendet haben. Somit folgt

2

E[T] = 35
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Aufgabe 7.2 [Erwartungswert stetiger Zufallsvaraiblen II]
Sei r > 1 und f: R — R gegeben durch

Fo) = {O B fir x <1,

cx fir z > 1
fiir ein ¢ > 0.
(a) Bestimme die Konstante ¢, sodass f zu einer Dichtefunktion wird.

(b) Wir nehmen ab jetzt an, dass die Konstante so bestimmt ist, dass f zu einer Dichtefunktion wird. Sei
X eine Zufallsvariable mit Dichte fx = f. Berechne die Verteilungsfunktion von X.

(c) Berechne den Erwartungswert von X. Fir welche Werte von r ist der Erwartungswert endlich?

Losung 7.2

(a) Wir bemerken zuerst, dass f > 0. Damit f zu einer Dichtefunktion wird, muss

+oo “+oo 1 1 +oo c
1= / f(x)dz = / cz”"dr =c { "t } =
1

oo 1 r—1

gelten. Mit ¢ = r — 1 wird somit f zu einer Dichtefunktion.
(b) Die Verteilungsfunktion von X ist
t
Fx(t):/ fx(x)dz furteR.
Fur t <1 ist ,
P (t) = / Fx(@)dz =0,

da fx(z) =0 fir z < 1. Fir ¢ > 1 ist

Fx(t) = ! fx(z)dzx

t
:/ (r—1)z” "dx
1
1 =t
— -1 - L rtl
(T ) |:_T + 11: :|z:l

=@t 1) =1t

Die Verteilungsfunktion F'x ist demnach gegeben durch

0 fir ¢ < 1,
Fx(t) = {1 Y fir > 1.

(c) Wir stellen zuerst fest, dass P (X > 1) = 1 und somit ist der Erwartungswert von X wohldefiniert,
da X positive Werte annimmt. Wir berechnen fir r # 2

E[X] = /_—:Qm~fx(m)dx = /1+Ooac - fx (x)dx
. /1+°°(7~ e

1 (oo}
— -1 - T2
r )|:_T+2x :|1

_ ::é, falls r > 2,
oo, fallsr e (1,2).

2/6


https://metaphor.ethz.ch/x/2024/fs/401-2604-00L/

Wahrscheinlichkeit und Statistik, Friihling 2024 Lésungen Serie 7

Fur r = 2 erhalten wir

E[X] = /+°°a; - x(2)ds = /1+°°a,- - fx(2)dz

— 00

Der Erwartungswert ist also endlich, falls r > 2.

Aufgabe 7.3 [Erwartungswert unabhéngigiger von Zufallsvarablen)]
Seien T1,T5,T3 drei unabhéngige Zufallsvariablen mit

T; ~ Exp(\:), Vie{1,2,3}.

Definiere die Zufallsvariable S := T3 - T5.

(a) Berechne den Erwartungswert von S.
Hinweis: Nutze den Satz in Notizen 8 (Seite 20).

(b) Zeige, dass die Zufallsvariablen S und 73 unabhingig sind.
Hinweis: Nutze das Resultat aus Satz 2.7 aus dem Skript zur Gruppierung von unabhdngigen Zufalls-
variablen.

Losung 7.3

(a) Wir verwenden Theorem 4.13, also dass fiir zwei unabhéngige Zufallsvariablen X,Y" gilt
EX - Y]=E[X]-E[Y].

Somit folgt
1

A

(b) Dies folgt aus einem allgemeinen Resultat iber die Gruppierung von unabhingigen Zufallsvariablen
(siehe Satz 2.7 aus dem Skript). Wir definieren ¢1(z,y) = = -y und ¢2(x) = x. Da T1,T>,T5 nach
Annahme unabhéngig sind, folgt dass

E[S] =E[Ty - T2) = E[T] - E[T3] =

S = T1 . T2 = (]51(T1,T2) und T3 = ¢2(T3)

unabhéngig sind.

Aufgabe 7.4 [Verteilung stetiger Zufallsvektoren: Extrema gleichverteilter Zufalsvariablen]
Seien Uy, Uz, Us unabhéngige, U([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen. Wir betrachten die stetigen Zufallsvariablen

L := min(U1,U2,U3) und M := max (Ui, Uz, Us).

(a) Berechne den Erwartungswert von M und L.

(b) Zeige, dass fiur ¢, : R — R messbar und beschrankt

E[$(M) - (L)) = / h / " $(m) - p(6) - 6(m — ) Lo<ezmer dldm.
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(c) Nutze (b), um die Verteilungsfunktion und die Dichte des Zufallsvektors (M, L) zu bestimmen.!

Losung 7.4

(a) Variante 1: Hierzu stellen wir zunéachst fest, dass die Zufallsvariable Uy die Dichte fi(u) = Lyepo,1]
hat und da Ui, Uz, Us unabhéingig und identisch verteilt sind, folgt aus dem Satz in Notizen 8 (Seite
24) (bzw. aus Theorem 5.11 aus dem Skript, dass die drei Zufallsvariablen die gemeinsame Dichte

f(u17u27u3) = ]]-ule[ovl] ' 1”26[071] ! ]]-u3e[0,1]

haben. Weil ¢ = max : R® — R messbar und beschrankt ist, kénnen wir den Satz in Notizen 8 (Seite
25) (bzw. Satz 5.10 aus dem Skript) anwenden:

E [M] = / / / max(ul,uQ,ug)]lule[oyl] . II'UQE[O,l] . :ﬂ.use[o,l]d’U&dUQdu;g

1 1 g1
= / / / max(u1, u2, ug)duidusdus.
o Jo Jo

Wir unterscheiden nun verschiedene Féllen, je nachdem welche Variable das Maximum annimmt. Es
gilt

f.s.
1= Z I]'UiSUjSUk?2 (1)
i,5,k:{4,5,k}={1,2,3}

wobei wir {iber die sechs moglichen Permutationen von (1,2, 3) summiert haben. Wir berechnen nun
das Integral fiir den Fall uz < ug < wuq:

1,1 1
/ / / max(u1, u2, u3) Lug <ug<u; durdusdus
o Jo Jo
1 ul ug 1 1 5
/ u1 / (/ dug) dus dulz/ w1 —uj duy
0 0 0 0 2
ﬁ_/

=usg
1 [, 1
5/0' uq dU1 = g

Da die sechs Félle symmetrisch sind, erhalten wir

1 3
E[M]=6<=-.
[M] =65 =
Um die Dichte von L zu bestimmen, kdnnen wir analog zur obigen Berechnung vorgehen und erhalten
E[L] = . Alternativ kénnen wir feststellen, dass

L= I“ﬂil’l(Ul7 (]27 U3) =1- max(l - []17 1-— UQ, 1- U3)

Da (1—Ui,1—Usz,1—Us) aus Symmetriegriinden die gleiche gemeinsame Dichte hat wie (Uy, Uz, Us),
hat L die gleiche Verlteilung wie 1 — M und auf diese Weise erhélt man ebenfalls E[L] =E[1 — M] =
E[l]-EM]=1-EM]=1-3=1

1

IDie Verteilungsfunktion beziehungsweise die Dichte des Zufallsvektors (M, L) werden auch als “gemeinsame
Verteilungsfunktion” beziehungsweise “gemeinsame Dichte von (M, L)” bezeichnet.
besgue-fast tiberall
2Die rechte Seite der Gleichung 1 Lebesgue-fast fibera Zi,j,k:{i,j,k}:{1,2,3} ]lu,igujguk zahlt Félle wo u; = u; gilt
mehrfach falls ¢ # j. Somit gilt die Gleichheit nicht fiir solche w1, ug2,u3. Aber fiir unabhingige uniform verteilte
Zufallsvariablen Uy, Uz, Us gilt P (U; = U;) = 0, falls i # j. Somit gilt Gleichung (1) fast sicher.
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(b)

Also ist die Verteilungsfunktion Fj; von M gegeben durch
fiir m < 0,
Far(m) fur 0 <m <1,
far m > 1.
Fuar m € (0,1) gilt also
fau(m) = Frr(m) = 3m?,

und somit ist die Dichte von M gegeben durch

0 fir m < 0,
fau(m) =<3m? firo<m<1,
0 fir m > 1.

Somit erhalten wir

. .1 .1 .

: . . : 3

E M| = / mfa(m)dm = / m3m2dm = 3 / m3dm = 1
J -~ Jo Jo

Um den Erwartungswert von L zu bestimmen, kann man analog vorgehen oder wie in Variante 1 die
Symmetrie nutzen. In beiden Féllen erhélt man E[L] = i&

Jemerkung: Um die Dichte von L zu bestimmen, kann man analog vorgehen oder wie in Variante
B kung: lie Dicht I best ! | log vorgel 1 \ te 1

die Symmetrie nutzen. In beiden Fallen erhélt man fr(¢) = 3(1 — £)* Leejo,1)- Somit erhalten wir

oo ! ! P 1 2 1 |
/ = 13(1 — 0)%dl = )2+ =3 (== =
/ . fr0)de = '/U 03(1 — £)*de ;'/U (¢—20"+0°)d %(2 5+4> b

Seien ¢, : R — R messbar und beschriankt. Mittels der gemeinsamen Dichte von Uy, Uz, Us aus
Teilaufgabe (a) und den Satz in Notizen 8 (Seite 25) (bzw. Satz 5.10 aus dem Skript) berechnen wir

E[p(M) - 4(L)]
= / / / ¢ (max(u1, uz, us)) ¥ (min(u, uz, us)) Lusefo,1] * Lusefo,1) * Lugefo,1durduadus

E[L]

11 g1
:/ / / ¢ (max(u1,uz, uz)) ¥ (min(u1, uz, us)) durdusdus.
o Jo Jo
Hierbei haben wir fiir die Anwendung des Satz in Notizen 8 (Seite 25) (bzw. Satz 5.10 aus dem

Skript) verwendet, dass ¢(u1,uz,us) = ¢ (max(u1, uz,us)) Y (min(ui, uz,us)) eine messbare und
beschrénkte Funktion von R® nach R definiert.

Wir unterscheiden wieder verschiedene Fillen, je nachdem welche Variable das Maximum und welche
das Minimum annimmt. Dazu verwenden wir wieder Gleichung (1) aus (a). Wir berechnen nun das
Integral fir den Fall us < us < ug:

1 1 1
/ / / ¢ (max(u1, u2,u3)) ¥ (min(ur, uz, u3)) Lus<uy<u; durduzdus
0 0 0

_ /01 /01 /01 @ (u1) ¥ (u3) Lug<us<u; durduzdus
- /01 ¢ (u1) /Ou1 ¥(us) (/u:l dU2> dus | dui
—_—

=u1—us3

1 1
- / / 6 (1) (ui3) (un — ) Lug <y s duy
(0] (0]

Da die sechs Félle symmetrisch sind, erhalten wir

E [p(M)$(L)] = 6 - / h / " Sm)p(0)(m — O)Locremer dmdt,

was zu zeigen war.
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(c) Fiir a,b € R wihlen wir ¢(z) := 1<, und ¥(z) := 1,<; und erhalten
Fup(a,b) =P (M <a,L <b) =E[Iy<a- 1<)

= / / ]lmga]].ggb . 6(m — K) I].ogggmgl dmd@

a b
= / / 6(m - g)lggggmgl dmdl

und somit folgt geméss der Definition in Notizen 8 (Seite 24) (bzw. Definition 5.7 aus dem Skript),
dass (M, L) die gemeinsame Dichte

Ja,n(m, £) = 6(m — £)Lo<e<m<i

hat. Um die Verteilungsfunktion zu erhalten, berechnen wir obiges Integral. Wir stellen zunéchst fest,
dass die Verteilungsfunktion fiir a ¢ [0,1] oder b ¢ [0, 1] leicht zu bestimmen ist. Genauer gilt fir
a <0 oder b <0, dass Fas,r(a,b) =0, fiir b > 1 erhalten wir

FM,L(a,b) = FM(a) = CL3

und fir a > 1,
Fuvop(a,b)=Fp(b)=1—(1— b)S.
Weiterhin gilt fir0 <a <b <1

Fiir 0 < b < a <1 berechnen wir

a b a min(b,m)
P(M<a,L<b)= / / 6(m — ) Lo<i<m<1 dmdl = / </ 6(m —{) d() dm
—oo J —oo 0 0

. b a
= / [6me — 3@2]?m<b'm) dm = / 3m?* dm + / 3b(2m — b)dm
0 0 b

=b>+ [3b(m® — bm)], = b + 3ab(a — b).

Indem wir all diese Fille zusammenfassen erhalten wir

0, wenn a < 0 oder b <0
a®, wenn a € [0,1] und b > 1
3
a wenn 0 <a<b<1
F a,b)=P (M <a,L<b)= ' - T
m,1(a,b) ( ) 1—(1-b)3, wenn a > 1 und b € [0, 1]
b +3ab(a —b), wenn0<b<a<1
1, wenn a > 1 und b > 1

a€f0,]]unda<b

Wenn du Feedback zur Serie hast, schreibe bitte in das Forum (oder eine Mail an Jakob Heiss).
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