ETH Ziirich, Frithling 2024
Dozent: Prof. Dr. Vincent Tassion Ubungsorganisator: Jakob Heiss

Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 8

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum.
Bitte stell sicher, dass du die Webseite https://kahoot.it/ in der Ubung am 30. April 6ffnen kannst.
Freiwillige Abgabe bis 02. Mai 8:00. Nachher kann selbststdndig mit dieser Losung verglichen werden.

Aufgabe 8.1 [Korrelation & Unabhingigkeit]
Fiir zwei unabhéngige Zufallsvariablen X, Y ist aus der Vorlesung bekannt, dass

Cov(X,Y) =0,

d.h. die Zufallsvariablen sind unkorreliert. In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Umkehrung dieser Aussage
im Allgemeinen nicht gilt.

(a) Sei X ~U([—m,n]). Zeige, dass Y := cos(X) und Z := sin(X) unkorreliert sind, d.h.
Cov(Y,Z) = 0.
(b) Zeige, dass Y und Z nicht unabhéngig sind.

Losung 8.1

(a) Wir zeigen zuerst, dass Y und Z unkorreliert sind. Nach Definition der Kovarianz ist

Cov(Y,Z) =E[YZ] —E[Y]E|Z]
= E [cos(X) sin(X)] — E [cos(X)] E [sin(X)]

_ % _1 cos(z) sin(x)dz — (% /_ 7; cos(x)dx) (% /_ : sin(:z:)da:)

1 s
= in(x)d
o ] cos(z) sin(x)dx,
und wir sehen, dass die Funktion cos(z) sin(x) ungerade ist und das Integral einer ungeraden Funktion
iber ein um 0 symmetrisches Intervall ist 0.

Somit erhalten wir .

Cov(Y, Z) = %/ cos(z) sin(z)dz = 0.

-
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(b) Wir zeigen nun, dass Y und Z nicht unabhingig sind. Wegen
Y2+ 7% = cos®(X) +sin®*(X) =1
ist
0<PY?<1/2,2°<1/2) < P[Y*+ 2> <1]=0.
Jedoch ist

1 ™
P[Y2 < 1/2] = o 1{0052(y)<1/2}dy
—

1 U
“on ) 1{*1/\/§<Cos(y)<1/\/§}dy

= % » Lin/acy<sn/a}u{—3n/4<y<—n/4}dY
1 (37 =® —m =37
o (Z it T T)
1
=3
Analog erhalt man
Pz < 1)2) = %
Angenommen Y und Z sind unabhingig. Dann sind auch Y2 und Z? unabhingig. Wegen
P2 <1/2,2% <1/2] =0 # i - % : % — PY? < 1/2]P[2% < 1/2]

ist dies jedoch ein Widerspruch. Somit sind Y und Z nicht unabhéngig.
Also sind Y und Z unkorreliert, aber nicht unabhéngig.

Aufgabe 8.2 [Gesetz der grossen Zahlen I: Empirische Verteilungsfunktion)]
Sei X1, Xa, ... eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F'. Die empirische Verteilungsfunktion F,, : R x Q — [0, 1] ist gegeben durch

1 n
Fn(t, UJ) = ﬁ Z ]lXi(w)gb
i=1

Der Wert F,(t,w) beschreibt also die relative Haufigkeit der X;(w) mit Werten < ¢ unter den ersten n.
Damit ist F,(t) := Fy,(t,-) selbst eine Zufallsvariable fiir jedes t € R.

(a) Seit € R beliebig und Y; := 1x,<; fiir ¢ € N. Zeige, dass Y1, Y5, ... eine Folge von unabhéngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen ist. Was ist E [Y1]?

(b) Zeige, dass fiir jedes t € R die empirische Verteilungsfunktion F),(¢) fast sicher gegen F'(t) konvergiert
fiir n — oo.

Losung 8.2
(a) Fir jedes i € N kann die Zufallsvariable Y; nur die Werte 1 und 0 annehmen. Insbesondere ist
PY;=0)=P(X;>t)=P(X1>1)
und
PY;=1)=P(X; <t)=P(X1 <1t),
da X1, Xo,... identisch verteilt sind. Also ist auch die Folge Y1, Y2, ... identisch verteilt und es gilt
EYi]=0-PY;=0)+1-PY;=1)=P (X1 <t)=F(t),

wobei F' die Verteilungsfunktion von X; bezeichnet. Die Unabhéngigkeit folgt aus der Grouping
Eigenschaft (Satz 2.7 aus dem Skript) oder kann direkt mithilfe der Definition 2.5 aus dem Skript
gezeigt werden.
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(b) Sei t € R beliebig und seien Y1, Ya,... wie in der vorherigen Teilaufgabe definiert. Wir wissen, dass
Y1,Ya,. .. eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen ist. Mit dem Gesetz der
grossen Zahlen (Theorem in Notizen 10 (Seite 5)) folgt, dass

1 ¢ L~y nooo
Falt) =~ > lx<r= - >V P25 EYi] = F(t) fast sicher.
i=1 i=1

Aufgabe 8.3 We define' the variance of a random variable X as

E[(X -E[X]))?] =E[X?] -E[X)*, E[X
V(X)._{ (X ~EX)*] =E[X*] ~E[X]*, E[X] < oo,
0, else.
(a) Suppose that X is a random variable. Show that E [X?] < oo if and only if V (X) < cc.
(b) Suppose that V (X) < co. Show that E [X] minimizes the function
a— E[(X —a)’] (a€R). (1)
(c) Appreciate the fact that the median Fx'(0.5) of X minimizes the function

a—E[X —al] (a€R). (2)

Losung 8.3
(a) If V(X) < oo, then by definition we must have that E [X] is finite. Using the formula

V(X)=E[X’] -E[X])
we get that
E[X?] =V (X)+E[X]? < .
Suppose now E [X2] < 00. By the Cauchy-Schwarz inequality (or solution of problem 6.4(b) or
Jensen’s inequality), E[|X[]> < E [[XI°] =E[X?] < cc.
Now, this implies that E [X?] and E [X] are well-defined, and therefore

V(X)=E[(X -E[X]))’] =E[X’] —-E[X] < cc.
(b) Let p = E[X]:

E[(X —a)’) = BI(X —p+p —a)’]

(
E[(X —p)? +2(X — p)(p— a) + (u— a)’]
=V(X)+ (p—a)’.

Thus

E[(X - a)’] > V(X)
with equality if and only if a = p.

(c) Let m := Fx'(0.5) be the median. We use a similar technique as in the solution of (b) again, by
splitting X — a = X —m +m — a. Because of the absolute value involved in eq. (2), we need to do a
case analysis with respect to all the signs that appear.

'In (a) we will show that this definition of the variance coincides with the definition of the variance in Notes 9 for
every X € L? and is oo for every X ¢ L2.
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case 1) a < m: In order to separate E [|X — m|] from all the other terms we need to split 2 in different
regions depending on the corresponding signs, because of the absolute value. In this way, we get
E[|X —a|] =E[|X —m+m —al]
=E[(IX —m| —|m —a))L{x<a]
+E[(Im —al = |X = m|)L{acx<m]
+E[|X —m|+|m —a])L{m<xy]
=E[|X —m|l{x<a] — |m —alP ({X < a})
+E [|X — m|]l{a<x<m}} +E [(|m —a| —2|X — m|)]l{a<x<m}]
+E[[X —mlLgnaxy] + Im —a|P ({m < X})
=E[X —m]]
+|m—a| (P ({m < X}) -P({X < a}))
+E[(jm —a| = 2|X — m|)L{acx<m}]
2 E[|X —m]]
+Im—al(P({m < X}) -P({X <a}))
+E[(Jm —a| —2lm — a])1{ac x<m}]
= E[|X —m|] +[m —a[ (P({m < X}) - P({X < a}) - P ({a <X <m}))
= E[|X —m|] +[m —a| (P ({m < X}) =P ({X <m})).
The term (P ({m < X}) — P ({X < m})) is non-negative, since m is the median. Hence, the
median m is a (not necessarily unique) minimizer over all a € (—oo, m].

case 2) a > m: Analogously, we obtain
EX —al] 2 E[|X —m[] +|m —a| (P ({m = X}) = P ({X >m})).

Analogously, the term (P ({m > X}) — P ({X > m})) is non-negative, since m is the median.
Hence, the median m is a (not necessarily unique) minimizer over all a € [m, c0).

So, we can conclude that the median m is a (not necessarily unique) minimizer of (2).

Aufgabe 8.4 [Markow & Chebychev Ungleichung]
Sei n € N ungerade. Wir definieren die Mehrheitsfunktion

MAJ,: {0,1}" — {0,1}

(1 n) 0, falls >0  z: < %,
DR ) n n
1, falls >0 @ > §.

Sei (X;)i;>1 eine Folge von unabhingigen, Ber(p)-verteilten Zufallsvariablen mit Parameter p € [0,1].
Definiere

Yo = MAJ, (X1, ..., X).
(a) Berechne P (Y;, = 1), E[Y,] und V (V) fir p =1/2.
(b) Zeige, dass fiir alle p € [0, 1],

EYa] <2p und V(Y,)<

e

Hinweis: Nutze die Markow Ungleichung aus Notizen 8 (Seite 27), um P (Z:;l X > %) abzuschdtzen.
(c) Zeige, dass
0, fallsp<1/2,

E[V,] =P (Y, =1) ===
1, fallsp>1/2.
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Hinweis: Nutze die Chebychev® Ungleichung aus Notizen 9 (Seite 9).

n— o0

(d) Schlussfolgere aus (c), dass V (Y,,) —— 0 fiir p # 1/2.

Lésung 8.4
(a) Fiir p=1/2 erhalten wir

P(Y,=1)=P [Z X; > ’2‘} Srmzenel p [Z X; < ’;] =P (Y, =0),
i=1 =1

da die ZVen (1—X;)i-, ebenfalls unabhingig und Ber(1/2)-verteilt sind. Daraus folgt P (Y, = 1) = 1/2
und somit auch
EY,]=1-P(Y,=1)4+0-P(Y,=0)=1/2.

Da Y, Werte in {0,1} annimmt, gilt insbesondere (¥;,)? = Y, und somit folgt
V() =E[(Y2)’] —EY.)’ =E[Y,] (1 —E[Y,]) = 1/4.
(b) In Aufgabenteil (a) haben wir gezeigt, dass
V(Yn) =E[Yo] (1 —-E[Y.).

Da die Funktion g : [0,1] — R mit g(z) = (1 — z) ihr Maximum an der Stelle z = 1/2 annimmt
(mit g(1/2) = 1/4) und E [Y;] € [0, 1] gilt, da Y, € {0, 1}, erhalten wir

V(Y,) <1/4
fiir alle p € [0,1]. Weiterhin gilt
i n | Markov] | [37 | X;]
n| = n = = i — < 17—7
E[Y,] =P (Y, =1) P[Z§_1X>2] < -

wobei wir die Markov Ungleichung aus Notizen 8 (Seite 27) fiir die nicht-negative Zufallsvariable
>or . X mit a = n/2 angewendet haben. Aufgrund der Linearitét des Erwartungswerts erhalten wir

S EX] onp
E [Yx] ST_T/Q_ZU

(c) Wir wollen die Chebychev Ungleichung aus Notizen 9 (Seite 9) anwenden, um
" n
E[Y,]=P((,=1)=P X, > =
=Py =p S

fir p # 1/2 anzuschétzen. Wir definieren S, := 1 | X; und stellen wie in Aufgabenteil (b) fest,
dass

E[S.]=E [i XZ:| = np.

Ausserdem gilt aufgrund der Unabhéngigkeit

V(Sn) = ZV(Xi) =np(1l — p).

2Fir den Namen ,,Chebychev® sind mehrere unterschiedliche Schreibweisen gebrauchlich: z.B. , Tschebyschow*,
,, I'schebyscheff“ oder ,, Tschebyschev“. Daher ist auch die Chebychev Ungleichung unter mehreren Schreibweisen
bekannt.
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Sei p < 1/2. Dann gilt
E[Ya] =P [Sy > 2] = P[$, —np > 2 —np|
[Chet)<ychev] A\ (Sn)

SPlS —ml>n/2=-p] = TR e

np(l—p) 1 p(l—p) noeo
Sz—p) n Q2-pr O
———

<oo

wobei wir die Chebychev Ungleichung fiir die Zufallsvariable S, mit a = n(1/2 — p) angewendet
haben. Sei nun p > 1/2. Dann gilt

P[Sn< g] :P[np—Sn>np—ﬁ] < P|[|Sn —np| > n(p —1/2)]

2

[Chelo<ycl\ev] M _ l ' M e
- (n(p-1/2))2 n (p—1/2)?
————

und somit folgt, dass
E[Yn]:P[Sn>g] =1-P[Su< 2] 221,

(d) Wie in Aufgabenteil (a) stellen wir fest, dass fir p € [0, 1]
V (Vo) =E[Y,] (1 —E[Y,.).

Da fiir p # 1/2, E[Y,,] gegen 0 oder 1 konverigert fiir n — oo (siehe Aufgabenteil (c)), folgt direkt,
dass V (Y,,) — 0 fiir n — oo.

Aufgabe 8.5 Sei X1, Xo,... eine unendliche Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen,
wobeil X7 diskret ist mit
P[X, = —1] = P[X; = 0] = i und PX; = 1] = %
Fiir jedes n € N\ {0} betrachten wir die Partialsumme
Sn=X14+...+ X,.

(a) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von S,.
(b) Zeigen Sie, dass
P[Sn > n/2] <P[|Sn —n/4] > n/4].
Schlussfolgern Sie, dass
P[S, > n/2] = 0 fiir n — oc.

(c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit

P [nan;O Sn/n=1 /4] .

Losung 8.5
(a) Aufgrund der Linearitat des Erwartungswerts (Theorem 4.10 im Skript) und der identische Verteilung
der Xi,...,X, erhalten wir
1 1 n
E[S.] =E[Xi]+ ...+ E[X,] = it tiT T
Mit Satz 4.25 im Skript (bzw. Notizen 9 (Seite 7)) erhalten wir aufgrund der Unabhéngigkeit und
der identischen Verteilung der X, ..., X,
11
16

R g+ )
-

:a§(1—|—...—|—a§(": 16

2
s

n
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(b) Wir stellen fest, dass
{Sn —n/4>n/4} C {|Sn —n/4| > n/4}.

Somit folgt aus der Monotonie (Satz 1.8 im Skript), dass
P[Sn > n/2] =P[Sn —n/4 > n/4] <P[|Sn —n/4] > n/4].

Da E[S,] = n/4 aus Teilaufgabe (a), konnen wir nun die Tschebyscheffsche Ungleichung (Notizen 9
(Seite 9) bzw. Satz 4.24 im Skript) mit a = n/4 verwenden und erhalten

11
T 1

- 5 =——0 firn— oo.
(%) "

(c) Da E[X;] = 1/4 folgt aus dem Gesetz der grossen Zahlen (GGZ, Notizen 10 (Seite 5) bzw. Theorem 6.1
im Skript), dass das Ereignis

P[|Sn — n/4] > n/4] = P[|Sn — E[Sn]| > n/4] <

fast sicher eintritt. Es gilt also P [lim,— 0 Sn/n = 1/4] = 1.

Wenn du Feedback zur Serie hast, schreibe bitte in das Forum (oder eine Mail an Jakob Heiss).
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