ETH Ziirich, Frithling 2024
Dozent: Prof. Dr. Vincent Tassion Ubungsorganisator: Jakob Heiss

Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 9

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum.
Bitte stell sicher, dass du die Webseite https://kahoot.it/ in der Ubung am 07. Mai 6ffnen kannst.
Freiwillige Abgabe bis 09. Mai 8:00. Nachher kann selbststdndig mit dieser Losung verglichen werden.

Aufgabe 9.1 [Zentraler Grenzwertsatz I: Zufillige Irrfahrt]
Seien (X;)i>1, (Y3)i>1 und (Z;);>1 Folgen unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit

P(X1=1)=P(X; = —1) = 1/2

und analog P (Y1 =1) =P (Y1 = —1) =1/2 sowie P (Z; = 1) = P(Z1 = —1) = 1/2. Wir definieren

S = iX,', SW .= iYi, and S = iZi.
i=1 i=1 i=1

Die Folge ((S,(f), S,(Ly), Sff)))n>1 wird zufillige Trrfahrt in Z* genannt. Sei a > 1/2. Zeige, dass

P (||, 59,50

gna)—>1asn—>oo,
2

wobei ||(z,y, 2)||, := /&2 + y? + 22 die euklidische Norm ist.

Hinweis: Betrachte zuerst die Folge (Sﬁ?)nZl und wende den zentralen Grenzwertsatz an.

Lésung 9.1
Schritt 1: Fir alle « > 1/2, P HSSC)’ < n“} — 1lasn — oco.

Wir verwenden den zentralen Grenzwertsatz. Da E[X:] = 0 und Var (X;) = 1, erhalten wir fiir beliebiges

a€R,
IS oo
P[S}f”) ga\/ﬁ] —p \/"ﬁ <a| 27 o(a)

und somit auch

P HST(L’C) < a\/ﬁ} =P [S,(f) < a\/ﬁ} -P [Sff) < -a n} 22, B(a) — B(—a) = 2B(a) — 1.

Da ay/n < n® fir fixes a und grosses n, folgt aus der Monotonizitit, dass

lim P Hsﬁf)

n—oo

< n"} > lim P Hsﬁﬁ

n— oo

< a\/ﬁ] =2P(a) — 1.

Da ®(a) — 1 fur a — oo, erhalten wir das gewlinschte Resultat. Analog folgt dies auch fir S und S.
Schritt 2: Fur alle o > 1/2, P [H(S§LI>,ST<Ly),S7(zZ>)H < n“] —1lasn — oo.
2
Wir withlen o € (1/2, ) und stellen fest, dass

{5

<n*}n{|s

<} {|se

<n'y < {[|s82, 5,50, < vB-n}.
2
Da n® >+/3-n® fiir grosse n, folgt somit

lim P [H(sﬁ%s&%sﬁh“z < na] > lim P [H(sff%sfﬁ%s?)HZ < \/§~na']

n—00 n—00

> lim P HS,(f)

~ n—oo

< na/, ‘S,(Ly)

<n, |58

< na,} =1,
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wobei die Gleichheit im letzten Schritt aus dem Union Bound folgt, da fir n — oo

P HSS”) < no‘,] ,P HS,(}’) < no‘/] ,P [ no‘/] — 1.
Aufgabe 9.2 [Zentraler Grenzwertsatz II]
In dieser Aufgabe berechnen wir den Grenzwert
nook
lim e " L
n— 00 k!
k=0

(a) Sei X ~ Poisson()) fiir ein A > 0. Berechne E[X] und Var (X).!

(b) Zeige mit dem zentralen Grenzwertsatz, dass der obige Grenzwert 1/2 ist.

Hinweis: Fir zwei unabhdngige Zufallsvariablen X,Y mit X ~ Poisson(\), A > 0, und ¥ ~
Poisson(p), p >0, ist X +Y ~ Poisson(A+ p).

Losung 9.2

(a) Nach Definition des Erwartungswertes fiir diskrete Zufallsvariablen ist

aAf D o AN
E[X] = kax Zk =D (k_l)!:,\ze 5=

Analog erhalt man

e _ Ak _ )\k72
E[X(X-1)]=> k(k—1De T =x> e .:,\2.
Also ist
Var (X) =E [X*] - (E[X])’ =E[X(X - )] +E[X] - (E[X])* =

(b) Seien X1, X»,... unabhéngige und Poisson(1)-verteilte Zufallsvariablen. Aus der Teilaufgabe (a) ist
bekannt, dass E [X;] = Var (X) = 1. Ausserdem ist S, = X1 + -+ + X,, wieder Poisson-verteilt mit
Parameter n (siche Hinweis). Mit dem zentralen Grenzwertsatz folgt

Cnank ~ ,nn

e ZF:Ze ZP (Sn=k)=P(Sn <n)
k=0 k=0

Sn —n

7

< 0] "3 9(0) = %

Aufgabe 9.3 [Schitzer I: gleichverteilte Zufallsvariablen)]
Seien X1,..., X, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ U([# — 1, 6]) unter Py, wobei
0 € R ein unbekannter Parameter ist. Fiir § bieten sich

(n) RN (n)
" = E X, +1/2 d Ty =max(Xy,...,Xn
I . i:I( /2) un 5 ax (X1 )
als Schétzer an. Wir untersuchen in dieser Aufgabe, welche Eigenschaften diese beiden Schétzer besitzen.

(a) Untersuche, ob die Schitzer erwartungstreu sind.

(b) Berechne die Varianzen der Schétzer Varg [Tl(n)} und Vary [T2(">].

In der Literatur sind unterschiedliche Schreibweisen fiir die Varianz Var iiblich: zB V[X] = Var (X) = 0% = V(X).
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()

Berechne die mittleren quadratischen Schitzfehler MSEo[T\™] und MSE[T{™)].

Losung 9.3

(a)

Sei 6 € R fixiert. Aus der Gleichverteilung folgt, dass

1 1 11
Eo[T(™] = Eo[ L =X+ =0— =4+ = =0.
( Ze ) 3 o] 1}-1-2 0 2+2 0

Somit folgt, dass der Schétzer Tl(m erwartungstreu ist.

Um die Rechnung fiir den anderen Schétzer zu vereinfachen, fithren wir die Zufallsvariablen Y; =
— (0 — 1) ein. Unter Py sind Y1, ...,Y, unabhingig und #([0, 1])-verteilt. Insbesondere ist

Y™ = max{Vi,..., Yy} =max{X1,..., X, } — (0 —1) =T — (6 —1).
Um den Erwartungswert von Y™ unter Py zu bestimmen, berechnen wir zunichst die Verteilungs-
funktion und die Dichte von Y. Es gilt
Fyw(a) =Po[Y"™ < a] =Py[Y1 < a,...,Yn <a] = [[Po[¥i < a] =Po[¥1 < a]"

0, fira<?o,
=4qa", firace€]0,1],
1, flira>1,
und somit
fy(ﬂ ( ) = ’I’Laniljlae[o’l].

1 1
Eo[Y ™) = / a-na" " 'da = n/ a"da
0 0

a=1
=n ! a"tt S L 1 .
w0 N1 n+1

Es folgt, dass

Also ist 1 1
(n) (n) _ _

Eo[T. =Ey[Y + H=1 + 1) = .

9[ 2 } 9[ ] (9 ) nol (0 ) 0 nrl

Der Schétzer T2(n> ist somit nicht erwartungstreu.

Wir erinnern zuerst daran, dass Var[Z + b] = Var[Z] fiir eine beliebige Zufallsvariable Z und b € R
gilt. Also folgt wegen der Unabhéngigkeit von X1, ..., X, und Y1 ~U(0,1), dass

Varg[T\™)] = ZVarg 6—1)] ZVarg [vi] = 7Var9 V1] = ﬁ

Um die Varianz des anderen Schiitzers zu bestimmen, berechnen wir zuerst Varg[Y(™]. Auf éhnliche
Weise wie in a) erhalten wir

Eo[(Y (n))?] :n/o a’a" 'da

1
n / a"da
0

n+2 a=0
- n+2
Also ist
Varg[T{™] = Vara[Y ™ + (6 — 1)] = Vare[Y™)]
_ (n) n n 2 _ n
*EG[(Y(”)) | = (EolY D n+2 (n+l) T (n+1)2(n+2)
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(¢) Aus den Teilaufgaben (a) und (b) erhalten wir den mittleren quadratischen Schitzfehler der beiden
Schétzer:

MSE,[T{™] = Varg[T{™] + (E¢[T}™] — 0)°

R P
T 12n T 12n

MSE[T{™)] = Varg[T{™] + (Eo[T5™)] — 6)?
1

= mrmry O

Aufgabe 9.4 [Schitzer 1I: Hochwasser im Ziirichsee]

Wir betrachten Pegelsténde bei Hochwasser im Ziirichsee. Hochwasser bedeute dabei, dass der Pegelstand die
kritische Marke von 140 cm {iber Normalniveau iiberschreitet. Die Zufallsvariable X messe die Wasserhéhe
in cm iiber der kritischen Marke. Zur Modellierung von X kénnen wir eine sogenannte verallgemeinerte
Pareto-Verteilung mit Dichte

1+ a:)_(l"r%) falls z > 0,

fx(x;0) = {

0 falls £ < 0
verwenden. Dabei ist § > 0 ein unbekannter Parameter, der auf Basis von Daten z1,...,z, geschitzt
werden soll; diese Daten werden wie tiblich als Realisierungen von Zufallsvariablen X1, ..., X, aufgefasst,

die fir jede Wahl des Parameters 6 unter Py u.i.v. sind mit Dichte fx (z;0). Als Schétzer fiir 6 verwenden
wir
" log(1 + X;)
T =" B T2
> =

=1

(a) Berechne den Erwartungswert und die Varianz von T™ im Modell Py fiir jedes 6 > 0.
Hinweis: Benutze, dass Y; := log(1 + X;) ~ Exp(3) ist, d.h. i hat unter Py die Dichte fy (y) =

1
7€ 7 Liyzoy-
(b) Ist T ein erwartungstreuer Schitzer fiir 67

(c) Berechne den mittleren quadratischen Schétzfehler MSEq[T™] im Modell Py fiir jedes 6 > 0.

Losung 9.4

(a) Die Linearitat des Erwartungswertes liefert

Eo[T™] = Eg

1 Z log(1 + X5)
n i=1

= % En:]EB[IOg(l + Xi)] = Eg[log(1 + X1)].

Nach dem Hinweis ist Y3 := log(1 4+ X1) ~ Exp(3). Also ist E¢[Y1] = 6 und Varg[Y1] = 6°. Daher gilt
Eo[T™)] = Eo[V1] = 6.
Die Varianz rechnen wir auf eine dhnliche Weise aus:

1 n
=3 ZVarg [log(1 + X;)]
i=1

1 n
Varg[T™] = Varg [= Y log(l+ X;
arg[T""] arg {n ; og(1+ X)

lVare[log(l + X)) = lvm[yl} _Lge,
n n n

(b) Aus (a) folgt, dass Eo[T™] = 0, d.h. T™ ist erwartungstreu fiir 6.

(c) Da der Schitzer erwartungstreu ist (siche (b)), erhalten wir

2
MSE[T™] = Vary[T™] = %.
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Aufgabe 9.5 [x>-Verteilung]
Sei Y eine x2-verteilte Zufallsvariable mit n € N, das heisst

Y = ixf,
=1

wobei X1, ..., X, unabhiingig und N(0, 1)-verteilt sind.
(a) Zeige, dass
E[Y]=n und Var(X)=2n
gilt.

(b) Gebe mit Hilfe der Chebyshev-Ungleichung eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit

]P’[Zfl‘g().%].

n

Berechne die Schranke fiir n = 12.

(c) Berechne fur n = 12 eine Anndherung fiir die obige Wahrscheinlichkeit mit Hilfe des zentralen
Grenzwertsatzes.

Losung 9.5
(a) Aus der Definition von Y folgt
EY]=) E[X/]=> 1=n
i=1 i=1
Andererseits ist wegen Unabhéngigkeit und identischer Verteilung
E[YV?] =E[(X{ + X3+ + X2)’] =nE [X{] +n(n — 1)(E[X7])".
Mit E [X7] =1 und

1 i —z2
IEXZ-A‘:—/ zte 2 dx
X1=7% )
1 [ 3 —m2/2]°° 3 /OO 2 —x?/2
— | —z’e + — xe dr =3
V2T —oco V2T J_
erhalten wir schliesslich E [YZ] =3n+n(n — 1) = n? + 2n, und daraus

Var[Y] = (n® + 2n) — n® = 2n.

Alternativ: Mit X1,..., X, sind auch X?,..., X2 unabhingig und damit ist

Var[Y] = ZVar[Xf} = nVar[X7].

i=1

Wie oben ist

Var[X{] =E[X{] - (E[X]]))’=3-1=2,
also Var[Y] = 2n.

(b) Mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir

PHX—1'§0.75} = PHY_” gg}:l—P{|Y—E[Y]|>3—n]
n n 4 4
Var[Y] 32 19 .

> _ =1-== = _—=0. fi =12.

> 9n2/16 on ( 77 0.7037 fir n )
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(c) Seien Z; := X? fiir i = 1,...,n. Dann gilt Z; ~ xi, also E[Z;] = 1 und Var[Z;] = 2. Mit dem
zentralen Grenzwertsatz folgt, dass

o[-
n n 4
_p Y —n <§ n
on | — 4V 2
3 /n 3 /n
N‘I’(z 5)*@(*1 5)

Wir schreiben hier & fiir die Anndherung mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes, die fiir n — oo
gilt. Flir n = 12 ist

3

P [ % - 1‘ < 0.75] ~ 20 (Z‘/é> —1=2d(1.837) — 1 ~ 0.9338.

Wenn du Feedback zur Serie hast, schreibe bitte in das Forum (oder eine Mail an Jakob Heiss).
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