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Aufgaben und Losungsvorschlag

Aufgabe 1

Single Choice-Aufgaben

1
1.MC1 [1 Punkt] Welche der folgenden Matrizen ist die Inverse von A = 2 (2
0

—3/2

(A) | 1
0

3/2 1
(B) 0 -1

1/6 1/6

-3 2
< [ 2 -2

0 0

3 =2
D) | -2 2

0 0
Losung:

~1/2

0

1
0

~1/3
0
1/3
1/3
0

“1/3)

S W N

1
2| e R¥3?
3

1 —1/6
0 |
)

~1/6

).

Die korrekte Losung ist (A). Entweder Ausschlussverfahren, indem man einige Eintrége des
Produktes von A mit den vorgeschlagenen Matrizen berechnet, oder das Gauss-Jordan-Verfahren|
auf A anwenden.

1.MC2 [1 Punkt] Bestimmen Sie, welche der folgenden Mengen ein Unterraum eines Vektorraums

ist.
(A)
(B)
(©)
(D)

Losung:

Die Menge {(2z +y,y,y — x)T :
D) Die Menge der Vektoren {(z,y,2)T € R? :

A) Die Menge der Polynome p mit einem Grad < 4, so dass p(1) = 1.

Die Menge der invertierbaren 3 x 3 Matrizen.

z,y € R}
r+y+z=1}

Die korrekte Losung ist (C). Man sieht schnell, dass der Nullvektor nicht zu den Mengen bei
(A),(B) und (D) gehort.
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1.MC3 [1 Punkt] Fir welchen Wert von a besitzt das folgende lineare Gleichungssystem eine
Losung?

20—y =3
3r+2y=a
Ar —3y =5
(A) a=—4.
(B) a=4.
(C) a=8.
(D) a=-8.
Losung
Die korrekte Losung ist (C). Das Gauss-Verfahren liefert
2 =13 2 —-1/3
0 7/2|a—9/2 - 0 7/2|a—9/2
0 —1]-1 0 0 [2a—%
Dann a = % 1—76 =38

1.MC4 [1 Punkt] Sei A € R™*" eine Matrix. Dann gilt im Allgemeinen . ..

(A) det(AT) = —det(A).

(B) Wenn A% = 2I, dann ist det(A) = 2.

(C) Wenn A% =1, dann ist det(A4) = 1.

(D) Wenn A symmetrisch und invertierbar ist, dann ist det(A) = det(A™1).

Die korrekte Losung ist (C). Es gilt ndmlich 1 = det(I) = det(A4?) = (det A)3.
(B) schliesst man aus, denn

S I S T (RN

Die Identitatsmatrix I ist ein Gegenbeispiel fiir (A), und 21 ist ein Gegenbeispiel fir (D).
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1.MC5 [1 Punkt] Gegeben sei die folgende lineare Differentialgleichung:
y//// _ 2y// + y — 0

Welche Dimension hat der Losungsraum?

(A) 1
(B) 2.
(C) 3.
(D) 4

Losung:

Die korrekte Losung ist (D) geméss einem Satz aus der Vorlesung.

1.MC6 [1 Punkt] Die quadratische Form 2% + 223 — 412 ist
(A
(B
(
(

) positiv definit.

)
C) indefinit.

)

negativ definit.

D) positiv semidefinit.
Losung:

. . . . . . 2 =2\ . . . :
Die korrekte Losung ist (D). Die zugehorige Matrix A = 9 9 ist positiv semidefinit.
Oder so: 222 + 223 — 4xy79 = 2(11 — 29)%.

3 0 O
1.MC7 [1 Punkt] Essei A= 4 -1 0 [.Was sind die Eigenwerte von —A”?
-2 0 1/2
(A) 3,-1,1/2.
(B) =3,1,—1/2.
(C) 1/3,1,-2.
(D) —1/3,-1,-2.
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Losung:

Die korrekte Losung ist (B), denn —A und —A” haben die gleiche Eigenwerte. Oder direkt:

-3 -4 2
—AT =10 1 0 ist eine Dreiecksmatrix mit —3,1, —1/2 auf der Diagonale, also
0o 0 -—1/2

mit Eigenwerte —3,1, —1/2.

1.MC8 [1 Punkt] Betrachten Sie die lineare Abbildung f : R* — R3,

T y—
f()»—> 4y
y 2x

Die zugehorige Darstellungsmatrix beziiglich der Basen {e; + e, e} von R? und {ey, e, e3} von
R3 ist ...

1
1.
0
2
1

SN
~—

0
(D) |2
1

Losung:

Die korrekte Losung ist (A). Die Bilder der Basisvektoren sind

= 2e9 + 2e3

f(€1+€2)=f<1> =

fles) =1 (i’) -

=e1+ e

O = = NN O

also ist die Darstellungsmatrix

OO O
o~ -
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3 2
1.MC9 [1 Punkt] Sei A = (0 1
11

— N

). Welcher der folgenden Vektoren ist ein Eigenvektor der

Matrix A?

Losung:

Die korrekte Losung ist (C), denn

(A), (B) und (D) schliesst man aus, indem man einige Eintrage des Produktes von A mit den
vorgeschlagenen Vektoren berechnet.

1.MC10 [1 Punkt] Seien f,g: R™ — R™ lineare Abbildungen. Welche der folgenden Aussagen
gilt im Allgemeinen?

(A) Es existiert eine Matrix A € R™™ so dass f(z) = Ax.

(B) dim(im(f)) < dim(ker(f)).

(C) Wenn ker(f) L ker(g), dann folgt dim(im(f)) + dim(im(g)) = m.

(D) Wenn n > m und dim(ker(f)) =n —m, dann ist f surjektiv.

Losung:

Die korrekte Losung ist (D). Aus dem Dimensionssatz gilt n = dimker(f) + dimim(f) =
n—m + dimim(f). Es folgt dass dimim(f) = m, das heisst f ist surjektiv.

(A) ist falsch, denn die Matrix A soll in R™*™ sein. Fiir (B) betrachte z.B die Abbildung

[ R = R? 2+ (2,2)T mit dim(im(f)) = 1 und dim(ker(f)) = 0. Fiir (C) betrachte z.B
f=¢g:R—R, z+ z, dann ist m = 1 und dim(im(f)) + dim(im(g)) = 2.

01 2
1.MC11 [1 Punkt] Sei A = (1 2 3). Dann ist die Determinante von A~! gleich . ..
1 2 =5
(A) 2
(B) —1
(C) 1/2
(D) —1/2
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Losung:

Die korrekte Losung ist (C). Es gilt det(A) = 2, also det(A™!) =1/2.

1.MC12 [1 Punkt] Welche der folgenden Aussagen gilt im Allgemeinen fiir Matrizen A, B € R?*??
(A) Wenn AB =1, dann gilt A= B~
(B) Wenn AB = 0, dann gilt det(A) = — det(B).
(C) det(—A) = —det(A).

(D) Wenn det(A + B) =1, dann ist A oder B invertierbar.

Losung:

Die richtige Losung ist (A).
Ein Gegenbeispiel fir (B) ist z.B. A die Nullmatrix und B = L. Fiir (C) gilt det(—A) = det(A),

. (10 {00
und fiir (D) betrachte A = <0 0) und B = <0 1).

1.MC13 [1 Punkt] Sei f:R* — R? die lineare Abbildung f(z) = Az, wobei

2 1 0 2
A=1-1 1 1 1.
-2 -1 0 -2

Dann ist die Dimension des Kerns von f gleich ...

Die richtige Losung ist (B). Die Matrix A besitzt zwei linear unabhéngige Zeilenvektoren, also
dimim(f) = 2 und aus dem Dimensionssatz dim(ker(f)) =4 —2 = 2.
Alternative: Gauss-Elimination.
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) -3 1
1.MC14 [1 Punkt] Ein Vektor v € R?® hat beziiglich der Basis B = {( 0 ) : ( 3 ) : (1)} die

-2 0 1
1
Koordinaten [v]g = | 2 |. Dann sind die Koordinaten [v]¢ beziiglich der Standardbasis gleich ...
1
(A) (—1,5,0)T.
(B) (_57 17 O>T
(C) (07 57 _1)T
(D) (0,-1,5)"
Losung

Die korrekte Losung ist (C). Wir berechnen
5 -3 1 5—6+1 0
We=1-]0|+2- {3 |+1-[-1|+=|0+6-1]=]5]|.
—2 0 1 —2+0+1 —1

1.MC15 [1 Punkt] Welche der folgenden Aussagen gilt im Allgemeinen fiir Matrizen A, B € R"*"?

(A) ((AB)*)" = (BTAT)%.
(B) ((AB)*)" = (B")*(AT).
(C) ((AB)*)" = (AT)*(B")%.
(D) ((AB)*)" = (ATBT)%.
Losung

Die korrekte Losung ist (A): ((AB)*) = (ABAB)T = BTATBT AT = (BT AT)2.

1.MC16 [1 Punkt] Welche der folgenden Aussagen gilt im Allgemeinen nicht fiir eine invertierbare
Matrix A € R™"*™.
(A) Wenn A~! diagonalisierbar ist, dann ist A auch diagonalisierbar.

(B) Wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ) ist, dann ist v ein Eigenvektor von A™! zum
Eigenwert 1/\.

(C) Alle Spaltenvektoren von A sind linear unabhéngig.

(D) Alle Eigenrdume von A haben Dimension 1.
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Losung:

Die korrekte Losung ist (D). Die Aussagen (A), (B) und (C) sind richtig und (D) ist im
Allgemeinen falsch: z.B. E;(I) = R™.

1.MC17 [1 Punkt] Welcher der folgenden Ausdriicke definiert kein Skalarprodukt auf dem Vek-
torraum Py der Polynome von Grad < 27

(A) (p,q) = p(1)q(1) + p(2)q(2) + p(3)q(3).

Olp dx—i—/
_11 Je “du.
(D) (p.q) = p(1)g(—1) + p(=1)q(1).

Losung:

Die korrekte Losung ist (D). Es ist leicht zu sehen, dass die Ausdriicke in (A), (B) und (C)
linear, symmetrisch und positiv definit sind. Der Ausdruck in (D) ist nicht positiv definit, z.B
fir p=x* — 1 # 0 gilt (p, p)p) = 0.

1.MC18 [1 Punkt] Sei P, der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2, ausgestattet mit
dem Skalarprodukt

<ao +a1x + CLQQL’Q, bo + blx + bQIIJ2> = aobo + albl + agbg.

Die Orthogonalprojektion von z? + x + 1 auf den Unterraum span(3z — 1) beziiglich des Skalar-
produkts ist ...

Die korrekte Losung ist (A). Wir berechnen

(2 + 2+ 1,37 —
(3x — 1,3z — 1)

Tae1(2? + 2+ 1) = 1 Br—1)=——

Oder: (B), (C) und (D) schliesst man aus, indem die vorgeschlagenen Vektoren nicht im
span(3x — 1) liegen.
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1.MC19 [1 Punkt] Welche der folgenden Abbildungen f ist linear?

(A f{R=R o~ 2>+
(B) f:R¥>2 5 R¥>2 A A+ 1.

Q) f:R¥>2 5 R, (‘Cl Z)Ha.
(D) f:R—R* t— (t,t+1)T.

Losung:

Die korrekte Losung ist (C).

Die Abbildung in (A) ist nicht linear, denn f(2) =5 # 4 = f(1)+ f(1). Die Abbildungen aus
(B) und (D) sind nicht linear, denn f(0) # 0.

1.MC20 [1 Punkt] Seien vy,v9,v3 € R™ drei Vektoren. Welche der folgenden Aussagen ist im
Allgemeinen falsch?

(A) Wenn v; L vy und vy L w3, dann ist vy L vs.

(B) Wenn v; L vy und vy L vg, dann ist vy L (vg — v3).
(C) Wenn vy L vy, dann ist v; L —uy.
(D)

D) Wenn vy L (vg + v3) und v; L vy, dann ist vy L vs.

Die korrekte Losung ist (A), betrachte z.B. v = v L vs.

Es folgt aus Homogenitét und Linearitat des Skalarprodukt in beiden Argumenten, dass die
Aussagen (B),(C),(D) wahr sind.
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Aufgabe 2

Textaufgaben
21. Gegeben sei die Matrix
E1 -1
Ay=1(0 2 0 |eR>
0 3 k+2

mit einem Parameter k£ € R.

(a) [3 Punkte] Sei k = 2. Bestimmen Sie die Eigenvektoren von As.

(b) [3 Punkte]| Fir welche reellen Werte k ist Ay invertierbar? Finden Sie eine Basis von ker(Ay)

fur alle Werte k fir welche A, nicht invertierbar ist.

(c) [4 Punkte] Fiir welche reellen Werte k ist Ay diagonalisierbar?

Losung:

(a) Mit k& = 2 ist die Matrix:

2
Ay =10

o
W N =

Das charakteristische Polynom ist

r—2 -1 1
Py,(z)=det| 0 x—2 0
0 -3 x—-4

und die Eigenwerte sind Ay = 2 und A\, = 4.

(Ag — 2I)v = 0 mit dem Gauss-Verfahren:

-1

01 -1
A, —=2I=10 0 O ~
0 3 2

o OO
w o =
S O O

0
2
Also ist (1,0,0)7 ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 2.

(Ay — 4)v = 0 mit dem Gauss-Verfahren:
-2 1 -1 -2 1 -1

0
Ay —4l=10 -2 0 ~ 0 -2 010
0o 3 O 0 3 010

also ist (—%, 0,1)” ein Eigenvektor zum Eigenwert \y = 4.

Um einen Eigenvektor zum Eigenwert A; = 2 zu finden, l6sen wir das Gleichungssystem

Um einen Eigenvektor zum Eigenwert Ao = 4 zu finden, 16sen wir das Gleichungssystem

o O O
o O =
o Ot

o O O
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(b)

E1o—1
det [0 2 0 | =2k(k+2).

0 3 k+2

Das heisst, Ay ist invertierbar genau dann wenn k # 0, —2.

b2 2] ()-0)

und bekommen y = z = 0, also ker(Ap) = span{(1,0,0)7}.

Falls k = -2,
-2 1 -1 0
300
0 3 0 0

bekommt man y = 0 und z = —2z, also ker(A4_5) = span{ (1,0, —2)T}.

Falls £ = 0 16sen wir

(c¢) Das charakteristische Polynom ist

r—k -1 1
Pk(x)det( 0 z-2 0 ) =(x—k)(xz—2)(x— (k+2)).
0 -3 z—(k+2)

Falls k£ # 0,2, dann ist A; diagonalisierbar, denn alle Eigenwerte haben algebraische Viel-
fachheit 1.

Falls & = 2, dann ist Py(z) = (z — 2)*(x — 4). Der Eigenvektor A = 2 hat algebraische
Vielfachheit 2 und aus (a) hat der zugehorigen Eigenraum Fy Dimension 1.

Falls £ = 0 dann ist Py(x) = z(z — 2)2. Wir 16sen das Gleichungssystem (Ag — 2I)v = 0
fir A = 2 mit dem Gauss-Verfahren:

-2 1 -1 -2 1 -1
Ag—2I=10 0 O ~ 0
3

0 0
0 3 0 0 0

-2 1

o O O
O = =
o o o

0 0
0 0
Also E5 = span{(—3,0,1)"} hat Dimension 1 aber A = 2 hat algebraische Vielfachheit 2.

Ap und A sind also beide nicht diagonalisierbar.
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22. Sei P, der reelle Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Weiter sei das folgende Skalarprodukt
gegeben fiir p, g € Ps:
(p,q) = p(—1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).
(a) [3 Punkte] Rechnen Sie nach, dass die Polynome p(z) = —1 — x + 222 und ¢(z) = = + 2?
beziiglich dieses Skalarprodukts orthogonal sind.

(b) [4 Punkte] Projizieren Sie das Polynom r(z) = 5+ 52+ 102* orthogonal auf den Unterraum,
der von den Polynomen p(z) und ¢(z) aus (a) aufgespannt wird.

(c) [3 Punkte] Bestimmen Sie den Unterraum (—3 + 5z%)* (das heisst, alle die Polynome, die
zu —3 + 52 orthogonal sind).

Losung:

(a)

(=1 — 2+ 22% 2+ 2%)
=(-14+14+2)(-14+1)+(-1)-0+(-1—-1+2)(1+1)=0.

(b) Zuerst berechnen wir die Skalarprodukte:

(54 5z + 102%, —1 — 2 + 22%)
=b-5+10)(-1+1+4+2)+5-(-1)+(B5+5+10)(-1—-1+2)
=10-2—-5+0=15,

und

(5+ 51 + 102°%, z + 2%)
=bB-5+10)(-1+1)+5-0+(5+5+10)(1+1)
=0+ 0+ 40 = 40.

Dann berechnen wir die Normen der Vektoren:

|—1—a+22%=(-1+1+2)2+(=1)*+(-1—-1+2)*=4+1+0=5,
lz+ 22> = (=1+1)*+0*+ (1 +1)* =4.

Dann ist die Projektion gegeben durch

(5+ 5z + 1022, —1 — x + 22?)
| —1—z+222|2
15 40
= E(_l —z+22%) + Z(x + z?)
=3(—1— 2+ 22%) + 10(z + 2?)
= =3+ Tz + 162°.

(5 + 5z 4+ 1022,z + %)

2
v )

(=1 - +22%) +
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(c) Es gilt

{(a+bx +ca?, -3 +52%) =0
= (a—b+c)24+a-(-3)+(a+b+¢)2=0
< 2a—2b+2c—3a+2a+2b+2c=0
< a+4c=0

<~ Cc= —2a.

1
4

Also (=34 52%)* = {a+ bz — jaz? : a,b € R}.

23. Sei V = Ps der reelle Vektorraum der Polynome von Grad < 3 mit der Basis B = {1, z, 2%, 23}.
Sei G : V — V die lineare Abbildung

f@) — 2 f"(x) + 2f'(x) + 2/ (2).

(a) [3 Punkte| Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix [G|s.
(b) [2 Punkte] Mit Hilfe von (a), finden Sie eine Losung der Differentialgleichung

G(f) =1+ 3z + 2>
(c) [2 Punkte] Betrachten Sie jetzt die Gleichung
y' =4y =5y =0 ()

Verwandeln Sie (%) in ein System 1. Ordnung, das heisst bringen Sie die Gleichung in die Form
Y’ = AY fiir eine Matrix A € R?*2,

(d) [3 Punkte]| Finden Sie die allgemeine Losung von (x) mit Hilfe von (c).

Losung:

(a) Die Bilder der Basisvektoren sind

G(1) =2

G(r) =242

G(2?) = -2+ 4a + 22° = 67 + 22°
G(2®) =z - 6z + 62° + 22° = 1227 + 22°.

Also lautet die Matrix beziiglich B

Gl =

S O O
S O NN
SN Oy O

(b) Es folgt aus (a), dass G(1 + 2?) = 2 + 6z + 222, also ist f(x) = # eine Losung.
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(c) Mit yo = y und y; = v’ erhalten wir y, = ¢ = y; und aus y” — 4y’ — 5y = 0 bekommen
wir y; — 4y; — by = 0, das heisst, ¢} = 5y + 4y;. Dann schreiben wir (%) als

() =636

(d) Das charakteristische Polynom von A ist

Pa()N) Zdet<<g i) —/\]I) — det (—5)\ 4i/\>
=-AMA=A)=5=N—4A-5=(A=5)(A+1).

Die allgemeine Lésung von (x) lautet dann y(z) = Ce>® + De™®, wobei C, D € R.
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