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Basispriifung
Lineare Algebra I/II fiir D-MAVT

Die Priifung dauert 120 Minuten.

Die Multiple Choice Aufgaben 1-20 bieten vier Aussagen an, von denen jeweils genau eine richtig
ist. Fiir jede korrekte Antwort erhalten Sie 1 Punkt, fiir jede inkorrekte oder nicht gegebene
Antwort erhalten Sie 0 Punkte.

Die Handaufgaben 21 bis 23 sollen mit einem sauberen Losungsweg dokumentiert werden. Diese
drei Aufgaben ergeben bei korrekter Losung je 10 Punkte.

Bitte wenden!



1. Es sei

A:

S O N
S Ww O
- O O

Das Matrixexponential e” ist gegeben durch

e2 0 0
(a) 0 e 0
0 0 ¢t
log(2) 0 0
(b) 0 log(3) 0
0 0  log(4)
eos® 0 0
(c) 0 eos® 0
0 0 elos®
2 .2 2
(d) 3 e el
4 4 A
Erklirung: Wir wissen aus der Vorlesung, dass fiir eine Diagonalmatrix A = diag(Ay, Ay, A3) gilt

et = diag(e}, €3, €3).

Folglich ist (a) die richtige Antwort.

Siehe nichstes Blatt!



2. Die Anzahl der Losungen der Gleichung A% = 1, fiir A € R?*? ist,

Erkliarung: Man rechnet nach, dass fiir beliebiges ¢ € R gilt

A
c —1) %

Man kann auch geometrisch feststellen, dass die zweifache Hintereinanderausfiithrung der selben
Spiegelung an einer beliebigen Ursprungsgeraden die Identitétsabbildung darstellt, und davon gibt
es unendlich viele.

3. Auf dem Raum P, der reellen Polynome vom Grad < 2 sei ein Skalarprodukt definiert durch

1

5] St da

(fr9) =

Der Unterraum Span{1, x?} hat eine Orthonormalbasis gegeben durch

V(@) {12 -1}

(b) {1,\/52%)
(© {52 -1

(d) {3, \/a52%}

Erklarung: Dies ergibt sich durch simples Nachrechnen: Es ist

(1,1) =1, <1,\/§(I2—1)>:0, <\/§($2—1), g(x2—1)>:1.

Die Antworten (c) und (d) fallen unmittelbar heraus, da 5 offenbar nicht normiert ist.

Bitte wenden!



4. Die Matrix

hat die Eigenwerte

v/ (a) 4 mit geometrischer Vielfachheit 1 und 8 mit algebraischer Vielfachheit 2.
(b) 0, 4 und 8 jeweils mit geometrischer Vielfachheit 1.
(¢) 4 mit algebraischer Vielfachheit 2 und 8 mit algebraischer Vielfachheit 1.

(d) 4 mit geometrischer Vielfachheit 2 und 8 mit geometrischer Vielfachheit 1.

Erkliarung: Das charakteristische Polynom p von A berechnet sich direkt zu

P(A) = (8 =A)(4 = A)(8 =)

Folglich ist (a) die richtige Antwort.

Siehe nichstes Blatt!



5. Die Matrix

8 0 0
A=|-1 4 -2
-2 0 8

aus der vorherigen Aufgabe ist

(a) halbeinfach, aber nicht einfach.
(b) einfach, aber nicht halbeinfach.
(¢) halbeinfach und einfach.

(d) weder halbeinfach noch einfach.

Erklarung: Wir wissen bereits, dass A den Eigenwert 8 mit algebraischer Vielfachheit 2 hat.

Folglich ist die Matrix nicht einfach. Ferner berechnet man

0 0 0
A—8ly=|-1 —4 -2
—2 0 0

Diese Matrix hat offenbar den Rang 2 und der Eigenwert 8 folglich die geometrische Vielfachheit

1. Somit ist A auch nicht halbeinfach und (d) die richtige Antwort.

Bitte wenden!



6. Eine Basis des Kerns von

11 -1 =2
A=1[-4 0 2
3 1 =5

ist gegeben durch

- (o)
a
(6

Erklirung: Durch Einsetzen stellt man direkt fest, dass (1,7,2)7 im Kern von A liegt, die
anderen Vektoren hingegen nicht. Da die ersten beiden Spalten von A linear unabhéngig sind, hat
A mindestens den Rang 2 und folglich ist (b) die korrekte Antwort.

Siehe nichstes Blatt!



7. Es sei erneut

11 -1 =2
A=1-4 0 2
3 1 =5

Eine Basis des Bildes der transponierten Matrix A” von A ist gegeben durch

Erklirung: Aus der vorherigen Aufgabe wissen wir bereits, dass das Bild von A” die Dimension
2 hat. Damit fallen die Antwortmdglichkeiten (b) und (d) heraus. Das Bild von AT wird also von
zwei linear unabhéngigen Zeilen von A aufgespannt. Folglich wird es auch von (c) aufgespannt,
nicht jedoch von (a), wie eine kurze Rechnung ergibt.

Bitte wenden!



8. Es sei V C R? der Unterraum aller Vektoren, die senkrecht auf dem Vektor v = (3, —7)7
stehen. Die Orthogonalprojektion des Vektors w = (—10,4)" € R? auf V ist

Erklirung: V wird aufgespannt von dem Vektor (7,3)T. Die Projektion P auf V sendet den

Vektor w auf
P =98 (T (T
=3 \3) T 3)

Antwort (d) ist daher richtig.

9. Welche der folgenden Aussagen tiber den Hamming-Code Ham(3) ist wahr?

(a) Er kann 3 Fehler erkennen.
(b) Zwei verschiedene Elemente von Ham(3) unterscheiden sich an mindestens 3 Stellen.
(c) Jedes Element besteht aus genau 3 Bits.

(d) Es ist nicht moglich, dass ein Element von Ham(3) genau 3 Einsen enthilt.

Erklarung: Siehe Vorlesung 5, Lineare Algebra II.

Siehe nichstes Blatt!



10. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(a) Es gibt lineare Abbildungen f : R?%9 — R21® ynd g : R?1® — R0 derart, dass g o f die
Identitét ist.

(b) Es gibt lineare Abbildungen f : R?Y¥ — R2018 ynd ¢ : R218 — R2919 derart, dass f o g die
Identitét ist.

(c) Es gibt eine lineare Abbildung f : R?%Y — R2918 mit ker f = {0}.

(d) Es gibt eine lineare Abbildung f : R?%1" — R2%1% mit dimim f = 2018.

Erkldrung: Zu (b): Man kann zum Beispiel fiir g die Abbildung wéhlen, die in den ersten 2018
Komponenten die Identitdt ist und in der letzten Komponente die Nullabbildung. Weiter wéhlt
man dann fiir f die Projektion auf die ersten 2018 Komponenten. Dann ist f o g die Identitét.

Zu (a): Der Rang der Komposition zweier Abbildungen ist nach oben beschrénkt durch das Mi-
nimum der Rénge beider Abbildungen. Daher hat g o f hochstens den Rang 2018 und kann nicht
die Identitét sein.

Zu (c) und (d): Beide Aussagen widersprechen dem Rangsatz.

Bitte wenden!



11. Essei I : span{z,z?} — span{z? 2®} die Abbildung, die ein Polynom p auf seine Stamm-
funktion (mit Integrationskonstante 0) abbildet. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

(a) I ist linear.

(b) I ist invertierbar.

(c) I hat die Eigenwerte 2 und 3.

(d) Die Komposition I o d ist die Identitiit auf span{z?, 23}, wobei d die Abbildung p(x) — p'(z)
bezeichnet.

Erklarung: [ ist sicherlich linear, wie aus den Rechenregeln fiir Stammfunktionen bekannt ist.
Folglich ist die Antwort nicht (a). Die Darstellungsmatrix von I beziiglich der gegebenen Basen

1st .
(ﬁ ?) ,
0 3

denn I(x) = 2% und I(z?) = 32®. Die Abbildung I ist also invertierbar, aber mit Eigenwerten 3
und 3, sodass (c) in der Tat falsch ist, (b) hingegen richtig. Das Inverse von I ist d, wie aus der
Analysis bekannt ist, und (d) ist somit auch nicht die Antwort.

Siehe nichstes Blatt!



12. Die Gleichung
x? +8xy — 5y* =3

beschreibt

(a) Eine Hyperbel.
(b) Eine Parabel.
(c) Eine Ellipse.

(d) Die leere Menge.

Erkliarung: Die Matrix, die zu obiger Gleichung assoziiert ist, ist

()

Das charakteristische Polynom von A berechnet sich zu

paAN) = (1 =N (=5—-X) =16 =X +4\—21 = (A =3)(A+ 7).

Die Eigenwerte von A sind daher 3 und —7 und die Gleichung beschreibt eine Hyperbel.

Bitte wenden!



13. Wir betrachten den R? beziiglich der Standardbasis mit Koordinaten 1, x2, 3. Es sei f die
Spiegelung an der Ebene 23 = 0 und g die Spiegelung an der Ebene x5 = x3. Ferner seien Dy bzw.
D, die Darstellungsmatrizen von f bzw. g. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

1 0 0
(a) Dp=(0 1 0
00 -1
1 0 0
(c) Dpyg=1[0 0 1
0 -1 0

(d) Die Komposition fogo fog ist die Identitét.

Erklarung: Man berechnet

0
0
-1

Dy =

o O =
o = O

1 0
und D,= 10 0
01

O = O

Folglich sind die Aussagen (a), (b) und (c) wahr (wobei (b) klar ist, da es sich um eine Spiegelung
handelt). Genauso folgt

Dfogofog = D?‘Og =10 -1 0 7é 137

=)

=)
|

—_

d.h. (d) ist in der Tat falsch.

Siehe nichstes Blatt!



14. Es sei n > 1. Welche der folgenden Mengen ist ein Unterraum von R™*"?

(a) {AeR™:detA=0}.
(b) {A € R™": A orthogonal}.
Vv () {A € R™": Der obere linke Eintrag von A verschwindet}.

(d) {A € R™™: Ein Eintrag von A verschwindet}.

Erklarung: Zu (c): Die Eigenschaft ist abgeschlossen beziiglich Addition und Skalarmultiplika-
tion und definiert folglich einen Unterraum.

Zu (a): Man kann z.B. die Matrix wéhlen, die im oberen linken Eintrag eine 1 und sonst nur 0
hat, sowie diejenige Matrix, die auf allen anderen Diagonaleintrigen den Wert 1 hat und sonst
iiberall 0. Beide Matrizen haben Determinante 0, aber deren Summe ist die Identitét.

Zu (b): Die Nullmatrix ist nicht orthogonal, daher kann diese Menge keinen Unterraum bilden.

Zu (d): Man kann z.B. zwei Matrizen wihlen, die in allen Eintrégen bis auf einen (verschiedenen!)
den Wert 1 haben. Deren Summe hat dann keinen verschwindenden Eintrag.

Bitte wenden!



15. Welche der folgenden Abbildungen R? — R, ist eine Norm, die ein Skalarprodukt induziert?

v @ :ZMmitA:G) D

(b) ||z|]p := VaT Bz mit B = <(1) 8)

() lle := |wa] + [l

(d) lzfla == max{|z], [x2]}.

Erklarung: Zu (a): Die Matrix A ist positiv definit, wie man leicht mithilfe des Hurwitz-
Kriteriums erkennt, und induziert daher ein Skalarprodukt mit der Norm aus (a).

Zu (b): Die Matrix B ist positiv semidefinit, aber nicht positiv definit. Zum Beispiel gilt ||(0, 1) ||, =
0. Die Abbildung ist daher keine Norm.

Zu (c) und (d): Man priift leicht nach, dass beide Normen nicht die Parallelogrammgleichung
erfiillen und somit kein Skalarprodukt induzieren.

Siehe nichstes Blatt!



16. Welche Dimension hat der Losungsraum des folgenden Differentialgleichungssystems?

y/1 = yé — Y3
Yy = y1 + 52y3
Z/é = —2y.

(b) 2
(c) 3
(d) 4

Erklirung: Setzt man z = (y1,y2, ¥, y3)?, so erhiilt man ein equivalentes DGLS erster Ordnung
Z' = Az mit

0 0 1 -1
0 0 1 O
A= 1 0 0 52
0 -2 0 O

Dieses hat einen Losungsraum der Dimension 4, sodass (d) die richtige Antwort ist.

Bitte wenden!



17. Es seien

1
2 4
U = Span 3 CR
4
und
3 6
_ 2 8 4
V = Span s |12 C R
-10 2

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

1 3 6

(a) 2 2 definiert eine Basis von U + V.
3171 3 |12
4 —10 2

(b) Jeder Vektor v € R?*, der auf allen Elementen von V orthogonal ist, ist auch auf allen Elementen
von U orthogonal.

) UNV=V.

(d) Keine der obigen Aussagen ist richtig.

Erkliarung: Mithilfe des Gauss-Verfahrens sieht man

12 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
32 3 -10~10 —4 -6 -22]~ (0 —4 —6 -—22
6 8 12 2 0 -4 —6 —22 0 0 0 0

Folglich hat U + V' den Rang 2 und U ist in V' enthalten. Insbesondere ist (a) falsch.

(c) ist auch falsch, stattdessen gilt U NV = U aufgrund obiger Rechnung.

Aus U C V folgt (b) unmittelbar.

Siehe nichstes Blatt!



18. Welche der folgenden Abbildungen ist nicht linear?

(a) Spur:R™ - R.
(b) Spur:R™ — R.
(c) det: R™ — R.

(d) det: R — R.

Erkldrung: Die Spur ist immer eine lineare Abbildung, daher sind (a) und (b) nicht die gesuchten

Antworten. Fiir A € R™*" gilt

det(AA) = A" det(A),
woraus folgt, dass die Abbildung in (d) linear ist, jene in (¢) hingegen nicht.

19. Es sel
0 4
A= 4 5
-1 2

Welche der folgenden Matrizen ist invers zu A?

-6 2 7
(a) -3 1 4
—13 4 16
6 -2 =7
(b) 3 -1 —4
13 -4 -16
0 4 -1
(c) 4 5 2
-1 -3 0
0 -4 1
(d [-4 -5 -2
1 3 0

-1
-3
0

Erklarung: Dies priift man leicht nach durch Multiplikation der jeweiligen Matrizen.

Bitte wenden!



20. Auf dem Raum Pyg19 der reellen Polynome vom Grad < 2019 sei die Abbildung

T : Paorg — Paoro,
P (z+— P(1/2))
gegeben, die ein Polynom P abbildet auf das konstante Polynom mit Wert P(1/2). Wir betrachten

Pagr9 mit der L]0, 1]-Norm

P ) = P .
1P| oo, g{%ﬁ]' ()|

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

(a) T ist eine lineare Abbildung.
(b) T ist eine Projektion, d.h. es gilt T o T =T.

v (¢) T ist eine Kontraktion, d.h. es gibt ¢ < 1 derart, dass fiir alle P,Q € P19 gilt
[T(P) = T(Q)| o, < cl| P = Q[ <[0,1)-

(d) dimBildT = 1.

Erklarung: Zu (a): T ist sicherlich eine lineare Abbildung, denn es gilt
T(P+Q)=(F+Q)(1/2)=P(1/2)+Q(1/2) =T(P) + T(Q)

und
T(AP) = (AP)(1/2) = AP(1/2) = XT'(P).

Zu (b): T ist eine Projektion, denn es gilt

(T oT)P = T(z v P(1/2)) = (z s P(1/2)) = P(f).

Zu (c): T ist keine Kontraktion, denn mit P = 1 und @ = 0 folgt

IT(P) = T(Q)llz~p = [P(1/2) = Q(1/2)| = 1 = [|P = Q| z~po,1)-

Folglich kann kein solches ¢ < 1 existieren.

Zu (d): Das Bild von T" wird vom konstanten Polynom 1 erzeugt und hat daher Dimension 1.

Siehe nichstes Blatt!



21. [10 Punkte] Fiir a € R sei

O O N
O W e N
N QWO
QN OO

a) [4 Punkte] Bestimmen Sie die Determinante von a. Fiir welche Werte von a ist A invertierbar?

Hinweis: Nachdem Sie die Determinante berechnet haben, kénnen Sie die Substitution b = a?
verwenden. Ferner gilt 17 — 4 -16 = 152,

b) [4 Punkte] Bestimmen Sie die Eigenwerte von A, sowie einen Eigenvektor Threr Wahl. Fiir
welche Werte von a ist A halbeinfach bzw. einfach?

Hinweis: Fir die Berechnung der Figenwerte kinnen Sie indirekt a) verwenden.

¢) [2 Punkte] Fiir welche Werte von a ist A positiv semidefinit bzw. positiv definit?

Losung: a) Durch Entwickeln nach der ersten Zeile erhdlten wir

a 3 0 2 30
det A=adet {3 a 2| —2det |0 a 2| =a(a®—4a — 9a) — 2(2a*> — 8) = a* — 17a® + 16.
0 2 a 0 2 a

2 wie im Hinweis und berechnen als Nullstellen des Polynoms b* — 17b+ 16

17 . 17 17+ 15
— 4. 16 =
ba =7 g 10 2

und damit by = 16, by = 1. Die Nullstellen des urspriinglichen Polynoms sind folglich

Wir substituieren b = a

ay = 4, a9 = —4, as = 1, ay = —1.

Die Matrix A ist also invertierbar fiir a € R\ {+4, £1}.

b) Um das charakteristische Polynom zu bestimmen, berechnet man wie {iblich die Determinante
von A — AL Aber diese Matrix hat auf der Diagonalen einfach a — A anstelle von a, und wir haben
die Determinante von A bereits berechnet. Es ergibt sich als charakteristisches Polynom also
pa(N) = (@ —N)* = 17(a — \)* + 16

und als Nullstellen also

)\1:4—|—CL, ,/\2:—4+CL, >\3:1—|—a, )\4:—1+CL.
Insbesondere ist die Matrix fiir jeden Wert von A einfach (und damit auch halbeinfach). Die
zugehorigen Eigenvektoren berechnen sich zu
—1 -2 2

2 —1 —1
Ul = —=

— NN =

c) Wir haben bereits die Eigenwerte berechnet und miissen sicherstellen, dass diese nichtnegativ
bzw. positiv sind. Die Matrix ist also positiv semidefinit fiir ¢ > 4 und positiv definit fiir a > 4.

Bitte wenden!



22. [10 Punkte] Gegeben sei die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung

y"(z) = =y (x) — 10y(x).

a) [2 Punkte] Verwandeln Sie die obige Differentialgleichung in ein dquivalentes Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung. Welche Dimension hat der Losungsraum?

b) [5 Punkte] Geben Sie die allgemeine Losung des Systems aus a) an.
Hinweis: Das Polynom x® + x + 10 hat eine Nullstelle bei x = —2.

¢) [3 Punkte] Bestimmen Sie eine Losung des Systems zu den Anfangswerten y(0) = —16, 3/(0) =
30, 4"(0) = 10.

Lésung: a) Setzt man (z1, 29,23)7 = (y,9,y")", so ergibt sich das #iquivalente Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung 2z’ = Az mit

10
A= 0 0 1
-10 -1 O

Dieses besitzt einen Losungsraum der Dimension 3.

b) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist p(\) = A\* + X + 10. Der Hinweis
sagt uns, dass ein Eigenwert \; = —2 ist. Polynomdivision ergibt

PA) = (A +2)(A =22 +5) = (A +2)(A — (1 +2i)) (A — (1 — 24)).

Wir erhalten also als weitere Eigenwerte Ao = 1+27 und A3 = 1—2i. Die zugehérigen Eigenvektoren
sind

1 3 4i —3+ 4
v=-2], w=[5-10i|, wvs=|5+10i
4 25 25

Folglich haben wir die allgemeine Losung

1 o [-3—4i [—3+4i
2(z) = Ae ™ [ =2 | + BeW+207 | 5 - 10i | + Cel=297 | 54 10i
4 25 25

bzw.
y(x) — Ale~22 + B/e(1+2i)x + 016(1—22')1'

¢) Wir suchen nach einer Losung des Gleichungssystems

1 3-4 -3+4 A —16
-2 5—10c 54107 Bl =1 30
4 25 25 C 10

Siehe nichstes Blatt!



Mithilfe des Gauss-Verfahrens berechnet man
A=-10, B=1, C=1.
Das Anfangswertproblem hat also die Losung

y(x) = —10e™2 + (=3 — 4i)e( 27 4 (—3 4 44)e1-20

= —10e7%* — 6e” cos 22 + 8¢ sin 2.

Bitte wenden!



23. [10 Punkte] Gegeben sei die quadratische Funktion ¢ : R* — R,

11
q(x) = 22 — dwy29 + 422 — V521 + V51y — 5

a) [2 Punkte] Finden Sie eine symmetrische Matrix A € R**? sowie a € R? und b € R derart,
dass gilt
q(z) = 2" Az +a'x +b.

b) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A. Geben Sie eine Matrix
T und eine Diagonalmatrix D an derart, dass T 1AT = D gilt.

¢) [4 Punkte] Bringen Sie den Kegelschnitt ¢(z) = 0 durch Hauptachsentransformation und
Translation in Normalform. Geben Sie die Koordinatentransformation zwischen den neuen
und den alten Koordinaten an.

d) [2 Punkte| Bestimmen Sie den Scheitelpunkt dieses Kegelschnitts in den urspriinglichen
(1, x9)-Koordinaten.

Losung: a) An den Koeffizienten von ¢ liest man ab, dass
1 -2 —/5 11
A = = [ —
(—2 4 > o < NG > =y
gilt.

b) Das charakteristische Polynom von A berechnet sich zu
pPA)=1=N)A—-X)—4=X\-51=A\-5).

Die Eigenwerte von A sind folglich A\; = 0 und Ay = 5. Die zugehérigen Eigenvektoren von A sind

gegeben durch
(2 (-1
Ul - 1 I UZ - 2 .

5 Y

Es folgt

Ferner ist T-' =TT =T.

¢) Wir wihlen zunéichst die neuen Koordinaten

Y\ -1 (1) 1=z + 229
Y2 T2 Vi \ 2r1+@ )
Wir berechnen den linearen Teil in den neuen Koordinaten:

—V/521 + V5zy = ay, + by,

Siehe nichstes Blatt!



und erhalten
a=3, b=-1.

Dies ergibt in den (yi, y2)-Koordinaten den Kegelschnitt

9 11
5yl+391—y2—2—020-

Quadratische Ergédnzung liefert dann die Umformung

3\ 2
5(91+E) —y—1=0

()= ()

52’%—22:0

und nach Translation

landen wir bei der Normalform

mit

1 3
(—x1 +222) + —, 2

ZlZE 10’

Diese beschreibt eine Parabel.

(2x1 + z2) + 1.

1
V5
Bemerkung: Es geniigt, als Normalenform auf einen Ausdruck der Form

52 — 2y =c

fiir eine Konstante ¢ zu kommen (zum Beispiel ¢ = 1). Daher ist auch eine Translation um (3, 0)”
(oder einem beliebigen anderen Wert statt 0) an Stelle von (55,1)" zugelassen. Dies gilt dann
auch fiir die Koordinatentransformation zwischen neuen und alten Koordinaten. Der Scheitelpunkt

andert sich dadurch natiirlich nicht.

d) Der Scheitelpunkt liegt bei (z1,22)7 = (0,0)7. Transformiert man dies zuriick in die alten

Koordinaten, so ergibt sich
r1\ 1 —17
T 105 \—16/°



