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4.1. Zwischenwertsatz 1

Es sei f:[0,1] — R eine stetige Funktion. Wir nehmen an, es gelte: f(0) = f(1).
Beweisen Sie, dass es ein ¢ € [0, 3] gibt mit:

fle+3) =1

Hinweis: Wenden Sie den Zwischenwertsatz auf die Funktion g : [0, %] — R an, mit
g(x) = flz +3) — f(2).
Losung. Wir definieren die Funktion g : [0, ] — R wie folgt:

g(x) = f(e+3) = flz), Vee[04]

Wir werden zeigen, dass ein ¢ € [0, 3] existiert mit g(c) = f(c+ 3) — f(c) = 0, denn
dann gilt f(c+ 3) = f(c) fir dieses c. Dazu betrachten wir die Randwerte 0 und 1:

9(0) = £(3) - f(0),

9(2) = 1) - 1(8) = £ - 1(3) = =(£(3)
wobei wir f(0) = f(1) verwendet haben. Falls g(0) = 0, dann kénnen wir ¢ = 0 nehmen.
Falls g(0) # 0, dann haben g(0) und g(5) = —g(0) entgegengesetzte Vorzeichen. Also
gilt 0 € [g(0), g(3)] (fiir g(0) < 0), respektlve 0 € [g(3),9(0)] fiir g(0) > 0. Geméiss

dem Zwischenwertsatz muss also die stetige Funktion g den Wert 0 an einer Stelle
ce |0, %] annehmen. Somit ist der Beweis abgeschlossen.

4.2. Zwischenwertsatz 2

Es sei
f:[-2,-1U[1,2] - R

eine stetige Funktion. Nehmen Sie an, dass f(—2) = —1, f(2) = 1. Kann man
schliessen, dass ein = € [—2, —1] U [1, 2] existiert, sodass f(z) = 07 Begriinden Sie
ihre Antwort.

Losung. Nein. Als Gegenbeispiel betrachte man die Funktion

-1 fallsz € [-2,—1]

f=2,-1U[L,2] 500, {1 falls z € [1,2).

Dann ist f stetig, f(—2) = —1 und f(2) = 1, aber f nimmt den Wert 0 nicht an.
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4.3. Gleichmaissige Stetigkeit
Sind die folgenden Funktionen gleichméssig stetig?
(@) f:(0,1) >R, f(zx)=2?
(b) f:R=R, f(z)=2a?
(c) f:[l,00) =R, f(x)=log(z)
(d) f:[0,00) =R, f(z) =z
(e) f:(0,1) >R, f(z)=uaxsin (%)

Losung.
(a) f ist gleichmassig stetig: sei ¢ > 0, sei J. := 5. Dann gilt fiir alle z,y € (0, 1)
mit |z — y| <
[f(@) = fy)| =2 = y?| = [2* — 2y + 2y — v*| = |a(z — y) +y(z —y)]
< lz(@ =yl + ly(@ —y)| = (= + y))|z -yl

§2]a:—y]<2%:€,

wobei wir verwendet haben, dass |z], |y| < 1.

(b) f ist nicht gleichméssig stetig: wir zeigen, dass fiir ¢ = 1 kein 6 > 0 existiert,
welches die Definition von gleichmassiger Stetifkeit erfiillt, also

Vr,yeR: |y—z/<d = |[f(y)— f(2)]

Nehmen wir zum Widerspruch an, dass ein solches § > 0 existiert. Setzen wir
y=1x+ g, dann gilt insbesondere:

‘f <x+ g) — f(z)

<1, Vr € R. (1)

2
<x+g) — z?

’f (m + g) — f(z)

was den gewiinschten Widerspruch zu (1) liefert.

Aber

2
S+ —
X0 + 1

)
|f <$+2> — f(z)
Fir x > % gilt also

> 1,
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(c) f ist gleichmaéssig stetig. Sei x,y € [1,00). Dann gilt

(d)

b

| log () —log(y)| = llog(;j)\ = flog(1+ © ; )

wobei wir das Additionstheorem fiir den Logarithmus verwendet haben. Da
y > 1, gilt L;y‘ < |x —y|. Sei nun € > 0 Da der Logarithmus im Punkt 1 stetig
ist, existiert ein § > 0, sodass

|log(1 4+ h) —log(1)| = |log(1 4+ h)| < e,

fir alle h € R mit |h| < §. Nehmen wir nun |z — y| < ¢, dann gilt
und somit

w‘<57
Yy

|log(z) — log(y)| = ‘10g(1 + I;yﬂ < €.

Somit ist log gleichméssig stetig auf [1, 00).

[ ist gleichméssig stetig. Sei z,y € [0,00). Falls 2 > y, gilt auch /z,/y > v,
und somit

WVr—yy)l=z—-2Vay+y<z—2y+y=x—y=|r—yl

Umgekehrt, falls y > x, gilt \/z,/y > x, und somit
(Vo= Vy) =z—-2Vay+y<z—2o+y=y—z=lz—yl|

Durch ziehen der Wurzel, erhalten wir in beiden Fallen |/ — \/y| < y/|z — y|.
Sei nun € > 0. Wir wéhlen d := €2. Dann gilt fiir alle z,y € [0, 00) mit |z —y| < §:

VE— il < le—yl < Vi=c

Somit ist die Funktion \/x gleichmaéssig stetig auf [0, 00).

[ ist gleichmassig stetig. Tatsachlich kann die Funktion f zu einer stetigen
Funktion f : [0,1] — R erweitert werden, ndmlich

70,1 R n 0 falls x =0
: T
’ ’ xsin (i) falls x € (0, 1].

Es ist klar, dass f = f auf (0,1) und dass f als Komposition und Produkt
stetiger Funktionen auf (0, 1] stetig ist. Wir iiberpriifen, dass f auch an der
Stelle 0 stetig ist: sei € > 0 und sei § := . Sei z € (0, 1] mit |x — 0| < d. Dann
gilt

[f(z) = J(0)| = [zsin(y)| < = <e.
Wir schliessen, dass f stetig auf [0, 1] ist. Da [0, 1] kompakt ist, ist f gleichmissig
stetig (siehe Satz 4.7.3 im Skript). Deswegen ist auch f gleichméssig stetig.
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