D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. Tristan Riviere Losung Schnelliibung 5 HS 2023

5.1. Rechenregeln fiir Ableitungen

Argumentieren Sie, warum die folgenden Funktionen differenzierbar sind, und bestim-
men Sie ihre Ableitungen:

(a) log(sin(x)) fir x € (0,7),

(b) a® fur x € R und ein a € (0, 00),
(c) z* fir x € (0, 00),

(d) 927 + 3275 — 3z~ fiir z € R\ {0},
(e) \/5__73;:*122 fir x € (4, 00),

Losung.

Differenzierbarkeit lésst sich in jedem Fall mittels der Kettenregel sowie Produkt-
/Quotienten- und Summenregel angewandt auf einfache Funktionen wie Polynome,
Exponentialfunktion, Logarithmus, etc. bestimmen. Man beachte, dass zu priifen
ist, ob der Nenner bei Quotienten verschwindet, da dies sonst eine Stelle ist, an der
Differenzierbarkeit nicht gegeben ist. Zudem muss man sich iiberzeugen, dass in log
keine Zahlen < 0 eingesetzt werden.

(a) Der Ausdruck log(sin x) ist fiir « € (0,7) wohldefiniert, da dann sin(x) > 0 gilt.
Anwendung der Kettenregel ergibt

1 sin' () = cos(m).

4 fog(sin(x))) =

dx sin(x)

(b) Wir schreiben a® = e*'°¢(@ und erhalten

d

%(a”‘“) = log(a)e® 8@ = log(a)a”.

(c) Es gilt 2° = e®'°8® Unter Anwendung der Ketten- und anschliessend der
Produktregel erhalten wir

d T\ __ d zlogx __ T zlogx __ T

%(x )= [dx(xlogx)] e = (x +logx) e = (1+ logz)z”.
(d) Es gilt

d

d—(9x7 +327° =3z = 7-92° 4+ (=5)327% — (—11)32x7 2
X
= 632° — 1527°% + 332712,
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(e) Wir verwenden zuerst die Kettenregel und dann die Quotientenregel:

22 — 3z + 2 2?2 —3x+2
dx\/ x2 — Tz + 12 22 —3742 dx 22— Tr + 12
2 7x+12

B (2:17—3)(37 —Tr+12) — (2> =3z +2)(2z — 7)

22 —3x+2 _ 2
2 $2—733—:_12 ( Tz + 12)

(22— Tz +12)2  (—42? + 20z — 22)

2a? — 3z +2): (22— Tw+12)°
—22%2 + 10z — 11

(22 — 3 4 2)3 (22 — Tz + 12)2

5.2. Potenzen der Betragsfunktion
Sei o € R, @ > —1. Betrachten Sie die Funktion
fo i R=R, x|z,
Bestimmen Sie, fiir welche a die Ableitung von f, an der Stelle 0 existiert.

Losung.

Die Funktion ist an der Stelle 0 differenzierbar, falls der Grenzwert limj,_,q M

existiert. Wir berechnen:

alh) — fa h|ott — h
fa(h) = fa(0) _ A 0 ,h|a||

h h

f a(h) B f a(o)
h
Fiir die einseitigen Grenzwerte, gilt also

li Jol) —Jal0) _ ) |h|*,
h—0

h—0+ h

das heisst
= |h|* signh.

ah_ao .
o)~ Ful0) _ e

Damit die einseitigen Grenzwerte tibereinstimmen, muss gelten limy, o |h|* = 0. Dies
gilt genau dann, wenn a > 0 ist. In diesem Fall bekommen wir

fr(0) = lim |h|* signh = 0.

lim
h—0—

5.3. Abschitzungen aus Ableitungen

Es seien f, g : [a,b] — R stetige und differenzierbare Funktionen mit f(a) > g(a),
sowie f'(x) > ¢'(x) fir alle z € (a,b).
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(a) Beweisen Sie, dass dann gilt:
f(@) 2 g(z), Vz€la,b].
Falls sogar f'(x) > ¢'(z) fiir alle x € (a,b), so zeigen Sie ferner:

f(z) > g(x), Yz € (a,bl.

Hinweis: Benutzen Sie den Mittelwertsatz.

(b) Zeigen Sie, dass die folgende Ungleichung gilt:

1
1——<log(x)<x—1, Va>1L1
T

Losung.
(a) Wir definieren h(z) := f(z) — g(x) und bemerken, dass h(a) > 0 sowie:
W(z) = f'(x) —g'(x) 20, vz € (a,b)

Sei nun = € (a,b] beliebig. Eine Anwendung des Mittelwertsatzes auf die
Funktion h ergibt ein y € (a, ), so dass

h(z) — h(a)

T —a

= I'(y),
oder anders geschrieben:
h(z) = h(a) + h'(y)(z — a).

Da sowohl h(a) > 0 wie auch hA'(y) > 0, sehen wir, dass auch h(xz) > 0. Also
gilt fir alle z € [a, b]:

f(@) —g(z) =h(z) 20 = f(z) = g(2)
Unter der starkeren Annahmen an die Ableitungen, also f'(x) > ¢'(x), gilt
h'(x) >0, Vz € (a,b).
Eingesetzt in die Gleichung oben, finden wir fiir alle x € (a, b]:

f(@) —g(z) = h(z) >0 = f(x) > g(x).
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(b) Wir sehen:

N 1 1
<1—x) =2 log'(x):? (z—-1) =1

Ist nun =z > 1, so gilt

Ausserdem finden wir

1
1—Izlog(1):1—120.

Wir kénnen also die erste Teilaufgabe anwenden, um die gewiinschten Unglei-
chungen zu folgern.



