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Prof. Tristan Riviere Serie b HS 2023

5.1. Haufungspunkte Explizit Bestimmen

Bestimmen Sie alle Haufungspunkte der folgenden Folgen reeller Zahlen:
(a) YneN:a, = (-1)"
(b) Vn eN:aq, =

(C) VRGN;an::M

n2—n+1

(d) VneN:a, =50 k

Hinweis: Ein Haufungspunkt einer Folge (a,)nen ist eine Zahl, welche der Grenzwert
einer Teilfolge von (ap)nen ist.

5.2. Unendlich viele Haufungspunkte

In dieser Aufgabe konstruieren wir eine Folge (a, ),en, deren Menge von Haufungspunk-
ten das ganze Intervall [0, 1] ist. Wir konstruieren die Folge so, dass die Folgeglieder
gerade die dyadischen Zahlen zwischen 0 und 1 sind; das sind Zahlen der Form QJ—k fir
ein k € Ng und ein j € {0,1,2,...,2F — 1}.

Genauer: wir definieren die Folge (a,)nen wie folgt:

_ 9ok
VkeN, und VneN mit 28 <n <28 sei a, ::n2k
Als Beispiel, die ersten paar Folgeglieder sind also:

aq :O,

1
az =0, a3 = o

1 1 3
ay =0, a5 = 7, 06 = 5, 7 = 7,

0 1 1 3 1 5 3 7

ag =0, ag==, ajp=—, G11 ==, Q12 ==, 13 = =, A1 = —, Q15 = —, ...
8 ; U9 87 10 47 11 87 12 27 13 87 14 47 15 87

Das Ziel dieser Aufgabe ist zu zeigen, dass die Menge der Haufungspunkte dieser
Folge gerade das Intervall [0, 1] ist.

(a) Seir € [0,1]. Zeigen Sie: Vk € Ny, In € {2%,2F +1,..., 281 — 1} sodass

n — 2k
2k:

< 21k (1)

- T
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b) Sei r wie in (a), Vk € Ny sei b, = L‘,fk wo ny das kleinste Element in
( ’ 2 )

{2k 2k +-1,..., 21 — 1} ist, welches Bedingung (1) erfiillt.

Zeigen Sie: limy_,oo b, = 7.

(c) Sei s € [0,1]¢ (zur Erinnerung: [0,1]¢ = {r € R;r ¢ [0,1]}). Zeigen Sie, dass s
kein Hatifungpunkt der Folge (a,)nen ist.

(d) Schliessen Sie, dass die Menge der Haufungspunkte dieser Folge gerade das
Intervall [0, 1] ist.

5.3. Konvergenz

Eine Folge (a,)nen heisst Nullfolge, falls lim,, o, a,, = 0. Zeigen Sie, dass jede Nullfolge
(@n)neny mit a, # 0 Vn € N, die Gleichung

I Fa, -1 1
lim —m—— = —
n—00 an, 2

erfiillt.

5.4. Supremum und Konvergenz

Es sei A C R eine beschrankte Teilmenge. Zeigen Sie, dass eine Folge (a, )nen existiert,
sodass a, € A fir alle n € N und lim,,_, ;o a, = sup A.
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5.5. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Wenn die Folge (a,,) konvergiert, dann hat (a,,) mindestens einen Haufungspunkt.
(i) Wahr
(ii) Falsch

(b) Wenn die Folge (a,) divergiert, dann hat (a,) mindestens einen Haufungspunkt.
(i) Wahr
(if) Falsch

(c) Eine Folge (a,) mit genau einem Haufungspunkt ist konvergent.
(i) Wahr
(ii) Falsch

(d) Eine beschriankte Folge (a,), welche nicht konvergiert, hat mindestens zwei
Héufungspunkte.

(i) Wahr
(ii) Falsch
(e) Eine beschriankte Folge mit genau einem Haufungspunkt ist konvergent.
(i) Wahr
(ii) Falsch



