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Prof. Tristan Riviere Serie 7 HS 2023

7.1. Eulersche Zahl 11
Erinnern Sie sich, dass
[e's] Zk
El’p<2) = Z HJ
k=0 "
fir z € C.
Fir jedesn € N, k € {1,...,n} sei

(n) n-(n—l)-...-(n—k+1)
a,’ = :

nk

(a) Zeigen Sie, dass 0 < a,g”) <1VneN, ke{l, .. n}, und dass fiur fixes k € N,
lim,, o0 a,gn) = 1.

(b) Zeigen Sie, dass Vn € N

Schliessen Sie, dass Vn € N

(1 4 i)ﬂ < Eap(1).

Hinweis: Benutzen Sie den binomischen Lehrsatz.

(c) Seie > 0. Zeigen Sie: 3n?, nl € N, mit n? < n}, sodass Vn € N mit n > n? gilt

g) e
n

1
> i Exp(l) — ¢,
k=0

und Vn € N mit n > n! gilt

(d) Zeigen Sie, dass Vn € N, n > n!

'Emp(l) — (1 + i)" < 2e.
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(e) Schliessen Sie, dass
1 n
= lim (1 + ) = Exp(1).
n

n—00

7.2. Exponentialfunktion IT
(a) Zeigen Sie, dass Exp(n) = e", Vn € Z.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 7.1 und 6.4. Betrachten Sie zundchst die Fille
n €N undn=0.

(b) Zeigen Sie, dass Exp(z) = e*, Yz € Q.

Hinwets: Zeigen Sie zundchst, dass

wa(3)- (o)

Vp,q € Z,q # 0.

7.3. Zeta-Funktion Fiir s € R mit s > 0, betrachten wir die folgende Reihe:

Dies definiert die bertthmte Riemannsche Zeta Funktion.
(a) Zeigen Sie, dass die Reihe fur s <1 divergent ist.
Hinweis: Vergleichen Sie die Reihe in ((s) mit der harmonischen Reihe Y77 %

(b) Sei nun s > 1. Betrachten Sie fiir N € N die partiellen Summen

2%:1 _N1<2k§:11)
n=1 k=0 n=2%k n’
Zeigen Sie, dass
2641
3 < ll=s)k,
n=2%k nS
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(c) Schliessen Sie, dass die Reihe ((s) fiir s > 1 konvergent ist.

7.4. Stiickweise stetige Funktionen
Es seien f; : [0, +00[— C und fs :] — 00,0] — C stetige Funktionen. Wir definieren

dann eine weitere Funktion f wie folgt:

fi(z), wenn x > 0
fa(x), wenn z < 0

f:R—C, f(:v)::{

(a) Zeigen Sie, dass falls f1(0) # f2(0), dann ist f unstetig.
(b) Zeigen Sie, dass wenn f1(0) = f(0), dann ist f stetig.
(c) Wir betrachten die Funktion:

%+ 3, wenn z < 0
VeeR: f(x) =< cx+d, wenn 0 < x <1
2} —x+4, wenn 1 <z

Wie miissen ¢, d € R gewahlt werden, damit f stetig ist?

7.5. Stetige Funktionen

Bestimmen Sie, ob die folgenden Funktionen auf R stetig sind

3 —da

(a) f(z) :{ o

8 wenn r = 2,

wenn r # 2

(b) f(z) = 7.

0 wenn z < 0
1

xT

(c) f(x) = {

xsin( ) wenn x > 0.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die Tatsache beniitzen, dass die Sinusfunktion
stetig ist.
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7.6. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Ist die folgende Aussage wahr oder falsch?
Jede monotone Funktion f : [a,b] — [c, d] ist stetig.
(i) Wahr
(ii) Falsch
(b) Ist die folgende Aussage wahr oder falsch?
Jede stetige, surjektive Funktion f : [a,b] — [c, d] ist monoton.
(i) Wahr
(ii) Falsch
(c) Ist die folgende Aussage wahr oder falsch?
Es existiert eine surjektive stetige Funktion f : [a, b] —]c, d].
(i) Wahr
(ii) Falsch
(d) Ist die folgende Funktion stetig?

—x wenn r < 0
VereR: f(z):=10 wenn x = 0
T wenn x > 0

(i) Ja
(i) Nein



