D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. Tristan Riviere Serie 12 HS 2023

12.1. Partielle Integration

Berechnen Sie die folgenden Integrale mittels partieller Integration:

2

(a) / x log(x) dz
1

(b) /§ xsin(z) cos(z) dx
0
2

(c) /13 4z cos(2 — 3z) dx
3
3 x

(d) / (2 + 52)e3 do
0

Hinweis: Firb) dirfen Sie die folgende trigonometrische Identitit benutzen

sin?(z) = ;(1 — cos(2x)).

12.2. Substitutionsregel

Berechnen Sie die folgenden Integrale mittels Substitutionsregel:
2
(a) / (322 — 92)4(62 — 9) du,
-2
1 4 2
(b) / (3z — 22°)e” 3 dx
0

© [ 1 \/1":7@
(d) /4 Sln

cost(x

12.3. Partialbruchzerlegung

Ziel dieser Aufgabe ist es, rationale Funktionen in einfachere Summanden zu zerlegen.
Dies wird im Zusammenhang mit Integration ein wichtiges Hilfsmittel sein.
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(a) Betrachten Sie die Funktion:

1
(x—1)(x—2)

Bestimmen Sie eine Zerlegung der Form:

1 _ A B
(z—1)(z-2) -1 z-2

wobei A, B € R.

Hinweis: Bringen Sie beide Summanden auf einen gemeinsamen Nenner, dann
konnen Sie aus der gewiinschten Gleichheit zwei lineare Gleichungen in A, B
folgern.

(b) Betrachten Sie die Funktion:

r+1
(x— D(w—2)

Bestimmen Sie eine Zerlegung der Form:

r+1 A 4 B
(z—1)(z—-2) -1 z-2

wobei A, B € R.
(c) Betrachten Sie die Funktion:

1’3

(e - Dz —2)

Bestimmen Sie eine Zerlegung der Form:

3 A B
= D
(x —1)(z —2) m—1+x—2+cx+ ’

wobei A, B,C,D € R.

Hinweis: Verwenden Sie Polynomdivision mit Rest um den Grad des Zahlers
auf 1 zu reduzieren.

(d) Betrachten Sie die Funktion:

(xr —1)(x — 2)?
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(e)

Bestimmen Sie eine Zerlegung der Form:

1 A N B N C
(:c—l)(:c—2)2_x—1 r—2 (x—2)?%

wobei A, B, C' € R. Vergewissern Sie sich, dass alle drei Summanden notwendig
in der Zerlegung sind (d.h. A, B,C # 0).

Hinweis: Sie miissen nur eine geeignete Formulierung geben, diese aber nicht
beweisen.

Benutzen Sie Partialbruchzerlegungen, um die Stammfunktionen der folgenden
Funktionen zu bestimmen:

1 _ad
* G-D@E-2 * G-1)@E-2
z+1 1
* @-DE-2 * @ D22

12.4. Integrale

Berechnen Sie die folgenden Integrale mittels Partialbruchzerlegung:

3 20+ 1
! © [ Grap
@ [ oy (z +2)?
2
Ay — 2 x?
b /—d , d /7d
(b) 22— 2x 63 () (22 —9)? v
12.5. Variation der Konstanten

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen, indem Sie zuerst eine homogene
Losung finden und dann Variation der Konstanten anwenden.

()
(b)
(c)
(d)

y =3y =e"
yl _3y — €3ac
Yy —y =sinz,

/ ¥y
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12.6. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online via Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Welche der folgenden Rechnungen ist keine korrekte Anwendung der partiellen
Integration?

(i) [ 5in(9) cos(6) dp = — cos(6) cos(@) — [ cos(6) sin(p) do.

(i) [ sin(6) cos(d) dé = sin(9) sin(6) — f cos(6) sin(6) do.

(iii) [zlog(x)dx = élog(:z:) — [ 5 d.

(iv) [22%e” dox = ze®” — [e* da.

(v) Alle sind korrekte Anwendungen der partiellen Integration.
(b) Welche Substitution vereinfacht das folgende Integral:

cos(x)
1 + sin(z)? da

(1) v = sin(a)

(ii) y = cos(z)

(iii) y =1+ sin(z)?

(iv) Keine der obigen.

(c) Berechnen Sie das folgende Integral

501
/2 a:log(x)dm
(i) —5%
(i) 1(10g%(3) — log?(2))
(iii) log (1223}

(iv) arctan(log(3)) — arctan(log(2))
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(d) Waéhlen Sie die Stammfunktion zu der folgenden Funktion aus:
cos(x)
1 + sin(z)?
(i) arctan(sin(x)) + ¢
(ii) arccos(sin(z)) 4 ¢
(i) log(sin(z)) + ¢
(iv) log(tan(z)) +c

(e) Wéhlen Sie die Stammfunktion zu der folgenden Funktion aus:
cos(x)
1 + sin(z)
(i) arctan(sin(z)) + ¢
(ii) arctan(l + sin(z)) + ¢
(i) log(sin(z)) + ¢
(iv) log(1 +sin(z)) + ¢



