D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. Tristan Riviere Musterlosung 7 HS 2023

7.1. Eulersche Zahl 11
Erinnern Sie sich, dass
[e's] Zk
El’p<2) = Z HJ
k=0 "
fir z € C.
Fir jedesn € N, k € {1,...,n} sei

(n) n-(n—l)-...-(n—k+1)
a,’ = :

nk

(a) Zeigen Sie, dass 0 < a,g”) <1VneN, ke{l, .. n}, und dass fiur fixes k € N,
lim,, o0 a,gn) = 1.

(b) Zeigen Sie, dass Vn € N

Schliessen Sie, dass Vn € N

(1 4 i)ﬂ < Eap(1).

Hinweis: Benutzen Sie den binomischen Lehrsatz.

(c) Seie > 0. Zeigen Sie: 3n?, nl € N, mit n? < n}, sodass Vn € N mit n > n? gilt

g) e
n

1
> i Exp(l) — ¢,
k=0

und Vn € N mit n > n! gilt

(d) Zeigen Sie, dass Vn € N, n > n!

'Emp(l) — (1 + i)" < 2e.
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(e) Schliessen Sie, dass

Losung.

(a) Wir schreiben

3
N

Fir jedes [ € {0,...,k—1} gilt 0 <n —1<mn,also 0 < "T_l < 1. Somit gilt auch
fiir das Produkt: 0 < a,g") < 1. Weiter gilt fir jedes fixes [ € {0, ...,k — 1}:

—1
lim Lzl,
n—oo n
daher -
(n) n—l_ n—l_
Him, @i’ J:IEOHT [ i, == =1

(b) Aus dem binomischen Lehrsatz folgt, dass

(H,ll)n:i(?;)lZin'(n_l)'"'k'!(n_(k_l))1Zi,;aé")~

%
k=0 n k=0

Da agc ") <1, gilt somit auch

1\" 1w "1 =1

n

(c) Sei e > 0 gegeben. Da

existiert n? € N, sodass fiir jedes n € N mit n > n? gilt
"1 "1
‘Exp(l) -3 E‘ = FEzp(l) — > 7 <&
k=0 I* k=0 1"
Oder anders geschrieben:

LA
ZE>E$P() e, VneNn>nl
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Da fiir jedes k € {1,...,n?

(n) _
A, 0" = 1,

existiert n! € N, sodass fiir jedes n € N mit n > n!, und fiir jedes k € {1, ..., n?
£
nd+1

1 —a"| <

Somit gilt
ng
d(1- a"y <e, VneNn>nl
k=0

Insbesonders kann man n! so wéhlen, dass n! > n?.

(d) Aus (c) folgt, dass Vn € N mit n > n! > n!

n o .
0 < Ezp(l) — ZH al™"

0

< Exp(1 Z 1,
k=0
n? 1 n? 1 )
< |Exp(1 Z E Z o (1 —ay, )
k=0 k=0 "

< 2e.
(e) Da e > 0 beliebig ist, folgt aus (d), dass

1 n
lim (1 + ) = Exp(1).
n

n—oo

7.2. Exponentialfunktion II
(a) Zeigen Sie, dass Fxp(n) = e, Vn € Z.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 7.1 und 6.4. Betrachten Sie zundchst die Fille
n € N undn = 0.
(b) Zeigen Sie, dass Exp(z) = e*, Vo € Q.
Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass
1 p
e (3) = (5 (3) )
q q

Vp,q € Z,q # 0.
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Losung.

(a)

(b)

Aus Serie 6, Aufgabe 6.4, folgt (zum Beispiel mittels vollstandiger Induktion),
dass Vn € N

Exzp(1)" = Exp(n).

Da Ezp(1) = e geméss Aufgabe 7.1, gilt also Fxp(n) = e fir alle n € N. Des
Weiteren gilt

Exp(O):Zyzlzeo
k=0 "

und fiir jedes n € N
Eap(—n) - Eap(n) = Eap(0) = 1,

deswegen
Exp(—n) = Exp(n)™' =e™™

Vp,q € Z mit q # 0 folgt aus Aufgabe 6.4, dass

SRS

(das kann man wieder mittels vollstandiger Induktion beziiglich p zeigen).
Insbesonders gilt

Eap (;)q — Eap(l) = e.

Daher

e
n:ln

Dies definiert die berithmte Riemannsche Zeta Funktion.

(a)

Zeigen Sie, dass die Reihe fiir s < 1 divergent ist.

Hinweis: Vergleichen Sie die Reihe in ((s) mit der harmonischen Rethe Y00 %
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(b) Sei nun s > 1. Betrachten Sie fiir N € N die partiellen Summen

2%:1 1 _N1<2k§:1 1 >
n=1 ns k=0 n:2k ns
Zeigen Sie, dass
26411
Z _ < 2(175)]6
RS
n=2k n

(c) Schliessen Sie, dass die Reihe ((s) fur s > 1 konvergent ist.
Losung.
(a) Fir s <1 gilt n® < n, also

1
— >
ns

Damit gilt auch fiir jedes N € N:

N 1 N
> ==
n=1 n=1

1
—, VneN,s<1.
n

S|

Da die harmonische Reihe divergent ist (siche Beispiel 3.5.1 i) im Skript), also
limpy_se0 ZnNzl L — 400, gilt dasselbe auch fiir die Reihe in der Definition von

n

C(s) fir s < 1.
(b) Fiir allen € {2%,2F +1,... 281 — 1} gilt

1 < 1 1
ns — (2k>s T 9sk’
Die Summe
2k+1_1
v L
n=2k n
hat genau 2 Terme, also gilt
k+1__
2 Z ' i ki — 2]€—Sl€ — 2(1—8)]4?'
= ns — 25k
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(c) Wir betrachten fir N € N die partielle Summe

2N 1 N—1 ,2k+1_1 1

S (X )

n=1 —9k

wobei wir die Summe in N Teile zerlegt haben. Aus der vorherigen Teilaufgabe
schliessen wir, dass

Setzen wir ¢ = 2079 dann erkennen wir oben eine partielle Summe der geo-
metrischen Reihe. Da ¢ < 1 fiir s > 1, ist diese geometrische Reihe konvergent.
Wir erhalten

oN _q 1 N-1 A [e'e) A 1 1
DR SIED S LI
. k=0 k=0 l—¢ 1-20-9)

Somit ist fiir s > 1 die Folge von partiellen Summen 37 ; - monoton wachsend
und beschrankt, und somit auch konvergent.

7.4. Stiickweise stetige Funktionen

Es seien f; : [0, +oo[— C und f; :] — 00,0] — C stetige Funktionen. Wir definieren
dann eine weitere Funktion f wie folgt:

fi(z), wenn z > (
fa(x), wenn x < 0

[ R=C, flx):= {

(a) Zeigen Sie, dass falls f1(0) # f2(0), dann ist f unstetig.
(b) Zeigen Sie, dass wenn f1(0) = f5(0), dann ist f stetig.

(c) Wir betrachten die Funktion:

%+ 3, wenn x < 0
Ve eR: f(z) = cr+d, wenn 0 <z < 1
3 —x 44, wenn 1 < z

Wie miissen ¢, d € R gewahlt werden, damit f stetig ist?

Losung.

6/9
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(a)

(b)

(c)

Wir heben zuerst hervor, dass Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, das heisst,
ob eine Funktion stetig ist oder nicht in einem Punkt hangt lediglich von den
Werten in der Nahe des Punktes ab. Dadurch ist klar, dass f sicher in allen
Punkten z € R mit x # 0 stetig ist, denn wenn (a,) eine Folge in R mit
Grenzwert x ist, so folgt wegen = > 0 bzw. x < 0 auch, dass AN € N,Vn >
N :a, > 0 bzw. a, < 0. Das bedeutet, dass fir n > N gilt f(a,) = fi(a,)
bzw. f(a,) = f2(a,). Da aber f; und fs stetig sind, folgt somit die gewiinschte
Konvergenz, lim,_, f(a,) = f(z), und daher Stetigkeit in x # 0.

Es reicht also, das Verhalten von f nahe 0 zu betrachten. Falls f1(0) # f5(0),
so wahlen wir a,, = —1/n fir alle n € N. Wegen der Stetigkeit von f; folgt:

nh_}ngo f(an) = nll_{lc}o fQ(CLn) = f2(0) # f1(0> = f(0)7

da lim,,_, a, = 0. Dies zeigt geméass Definition 4.1.3, dass f unstetig in 0 ist.

Analog zur vorherigen Aufgabe reicht es, x = 0 zu begutachten. Es sei ¢ > 0
gegeben. Dank der Stetigkeit von f; und fo wissen wir, dass d1,dy > 0 existieren,
sodass:

|fi(z) = f1(0)] <e,
fur alle > 0 mit |z| < d; und analog:

f2(z) — f2(0)] <,

fir alle z < 0 mit |z| < do. Mit 6 = min{dy, d2} finden wir also fur alle x € R
mit |z| < J:

[f(z) = FO)] <&,
dank f1(0) = f5(0). Daher ist f stetig in z = 0.

Gemass unseren vorherigen Betrachtungen, welche sich leicht auf die gegenwér-
tige Situation ausdehnen lassen, miissen wir nur noch priifen:

0?+3=3=d=c-0+d,
was Stetigkeit in 0 ergibt sowie:
c-l+d=c+d=4=1>—-1+4,
was Stetigkeit in 1 ergibt. Zusammen sind dies die Gleichungen:
d=3, c+d=4 = c¢=1,d=3

Somit ist ¢ = 1, d = 3 die einzige Losung.
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7.5. Stetige Funktionen

Bestimmen Sie, ob die folgenden Funktionen auf R stetig sind

3 —dx

(a) f(z) :{ "

8 wenn r = 2,

wenn x # 2

(b) f(z) = 7.

0 wenn xr < 0
1

x

(c) flx) = {

:csin( ) wenn x > 0.
Hinweis: Sie dirfen ohne Beweis die Tatsache beniitzen, dass die Sinusfunktion
stetig st.

Losung.

(a) Fir x # 2 gilt
3 _ 4 _ 2
x x:(a: 2)(x +2:c):$2+2$.
x—2 x—2
Die Funktion ¢ : R — R, g(x) = 2% + 2z ist ein Polynom, und somit stetig auf
R. Da g(2) = 8 = f(2), gilt f = g auf ganz R. Es folgt, dass f auf R stetig ist.

(b) Die Funktion f ist fiir z = log(2) nicht definiert, also ist f keine Funktion auf
R, also schon gar nicht eine stetige Funktion auf R.

Wenn wir die Funktion f nur auf dem Definitionsbereich R\ {log(2)} betrachten,
ist f stetig, da die Funktion g(z) = e — 2 stetig ist und auf R\ {log(2)} nie
null ist. Aber wenn sich 2 von unten her an log(2) nahert, dann divergiert f(z)
gegen —oo, und wenn sich z von oben her an log(2) nahert, dann divergiert
f(z) gegen +oc.

(c) Zunéachst bemerken wir, dass f auf (0o, 0] und auf (0,00) als Produkt von
stetigen Funktionen stetig ist. Um zu zeigen, dass f auf R stetig ist, geniigt es

zu zeigen, dass
1
lim xsin () =0.
z—0+ T

Dafiir bemerken wir, dass die Sinusfunktion durch 1 beschénkt ist. Deswegen
gilt
lim

z—0t z—0t

1
x sin ()‘ < lim |z]| = 0.
T

Wir schliessen, dass f stetig auf R ist.
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7.6. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Ist die folgende Aussage wahr oder falsch?
Jede monotone Funktion f : [a,b] — [c, d] ist stetig.
(i) Wahr
(ii) Falsch
(b) Ist die folgende Aussage wahr oder falsch?
Jede stetige, surjektive Funktion f : [a,b] — [c, d] ist monoton.
(i) Wahr
(ii) Falsch
(c) Ist die folgende Aussage wahr oder falsch?
Es existiert eine surjektive stetige Funktion f : [a,b] —]c, d].
(i) Wahr
(ii) Falsch
(d) Ist die folgende Funktion stetig?

-z wenn z < 0
VreR: f(z):=%0 wenn z = 0
T wenn x > 0

(i) Ja
(ii) Nein
Losung.
(a) (ii)
(b) (ii)
(c) (i)
(d) (i)



