D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 2 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

2.1. Mengen, Mengenoperationen

(a) Vereinfachen Sie die Beschreibung der folgenden Mengen:
X:={12141}, V:={0n|lneN},  Z:={neNy|n>0an<3}
(b) (%) Bestimmen Sie den Durchschnitt X NY, die Vereinigung X UY und die
Differenz X \ Y fir die Mengen
X :={0,1}, Y :={1,2}.
Ist X eine Teilmenge von Y7 Warum?

(c) (%) Bestimmen Sie das kartesisches Produkt X x Y und die kartesischen
Potenzen Y2, Z3 fiir die Mengen

X = {Apfel,Haus}, Y :={0,1,2}, Z:={0,1}.

(d) Zeichnen Sie die Menge

S .= {(w,y)ERﬂxZO/\xSy/\ySl}.

Fir jedes x € R® und ¢« = 1,...,n bezeichnen wir mit x; die i-te Koordinate
von x. Es gilt also z = (xl, e ,xn>. Wir definieren die euklidische Norm von
als

ol =, Zaz 1)

Wir fixieren jetzt die Grundmenge X := R2. Zeichnen Sie die Mengen

A={zerR||z| <1}, AP=x\4  B:={zeR||z| =1},
C::{xERQ’xlzo}, ANC, AuUC.

Losung.
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Vereinfachung der Mengenbeschreibungen:
X :={1,2,1+1} ={1,2,2} = {1,2}

Das Element 1 + 1 ist gleich 2, daher enthéalt die Menge X nur die Elemente 1
und 2.

Y = {0-n|ne Ny} ={0|n €Ny} = {0}

Da das Produkt von 0 mit jeder natiirlichen Zahl n (inklusive 0) gleich 0 ist,
enthalt die Menge Y nur das Element 0.

Z:={neNy|n>0undn <3} ={1,2,3}
Die Menge Z umfasst alle natiirlichen Zahlen zwischen 1 und 3, also 1, 2 und 3.
Ergebnis: Die Mengen sind also:

X={1,2}, VY={0}, Z={1,23)

Durchschnitt, Vereinigung und Differenz der Mengen:
Gegeben sind die Mengen X = {0,1} und Y = {1, 2}.
Durchschnitt:

Xny ={1}
Das einzige gemeinsame Element der Mengen X und Y ist 1.
Vereinigung:

XUuY ={0,1,2}
Die Vereinigung enthalt alle Elemente aus beiden Mengen.
Differenz:

X\Y ={0}

Die Differenz X \ Y enthilt die Elemente, die in X, aber nicht in Y sind. Das
ist nur das Element 0.

Ist X eine Teilmenge von Y?

Nein, X ist keine Teilmenge von Y, da das Element 0 in X liegt, aber nicht in
Y. Damit ist die Bedingung fiir eine Teilmenge nicht erfiillt.
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(c)

7 =

(d)

Kartesisches Produkt und kartesische Potenzen:
Gegeben sind die Mengen X = {Apfel, Haus}, Y = {0,1,2} und Z = {0, 1}.
Kartesisches Produkt X x Y:

X xY = {(Apfel, 0), (Apfel, 1), (Apfel, 2), (Haus, 0), (Haus, 1), (Haus, 2)}

Das kartesische Produkt X x Y besteht aus allen geordneten Paaren, die jeweils
ein Element aus X und ein Element aus Y enthalten.

Kartesische Potenz Y?:
Y2 =Y x Y = {(0,0),(0,1), (0,2), (1,0), (1,1, (1,2), (2,0), (2, 1), (2,2)}

Die kartesische Potenz Y2 besteht aus allen geordneten Paaren, die jeweils zwei
Elemente aus Y enthalten.

Kartesische Potenz 73:
ZxZx 7 = {(0,0,0),(0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0, 1), (1,1,0), (1,1, 1)}

Die kartesische Potenz Z3 besteht aus allen geordneten Tripeln, die jeweils drei
Elemente aus Z enthalten.

Zeichnen der Mengen:

Menge S:
S:={(z,y) eR?*|r>0und z <y und y < 1}

Die Menge S beschreibt ein Gebiet im R?, das durch die Bedingungen 0 < z <
y < 1 eingeschréankt wird. Geometrisch ist das die Flache eines Dreiecks im
ersten Quadranten, mit den Eckpunkten (0,0), (1,1) und (0,1).

Mengen A, A%, B, C, ANC, AUC:

A= {z e R?||=|| < 1}

Diese Menge beschreibt den Kreis mit Radius 1 um den Ursprung im R2

Ab=R2\ A

Das Komplement von A besteht aus allen Punkten auflerhalb dieses Kreises.
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B = {o e B[] = 1}

Diese Menge beschreibt den Rand des Kreises, also den Kreis selbst ohne das
Innere.

C:={z cR?|z; >0}

Die Menge C' beschreibt die rechte Hélfte der Ebene (alle Punkte, bei denen die
erste Koordinate z; nicht negativ ist).

ANnC

Der Schnitt von A und C ist die rechte Halfte des Kreises mit Radius 1.

AUC

Die Vereinigung von A und C' umfasst die gesamte rechte Hélfte der Ebene und
den Rest des Kreises mit Radius 1.

Graphische Darstellung: Die Mengen konnen als Flachen bzw. Kreise in
einem Koordinatensystem gezeichnet werden.

Menge S

Die Menge S wird durch die Bedingungen 0 < x <y < 1 beschrieben. Das
resultierende Dreieck im ersten Quadranten ist:

Y
(0,1) (1,1)
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2.2. Mengenoperationen Sei X eine Grundmenge.

(a)

(b)

(c)

(d)

()
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Sei P(z) eine Aussageform fiir eine Variable x € X. Uberlegen Sie sich, dass
gilt:

{rex|P@) = {zex|-P@)}
Hinweis: Betrachten Sie zunéchst das Beispiel X :={0,1}, P(z):=“z = 0",
Seien jetzt A, B C X Teilmengen.
(%) Zeichnen Sie die Venn-Diagramme fiir die Mengen

(AnBE,  AbuBt
Uberzeugen Sie sich durch Ihre Zeichnung, dass die beiden Mengen gleich sind.
Zeichnen Sie die Venn-Diagramme fir die Mengen

(AuB)t,  A*n B
Uberzeugen Sie sich durch Ihre Zeichnung, dass die beiden Mengen gleich sind.
Beweisen Sie die de-morganschen Gesetze:

(ANB) =AU B,

(AUB)t = A°n B,

Hinweis: Verwenden Sie (a) und die folgenden logischen Aquivalenzen (de-
morgansche Gesetze fiir Aussagen):

~(PAQ) = (=P)V(=Q), (2)
—(PVQ)=(=P)A(-Q). (3)

(Siehe eine Aufgabe in Serie 1 (Wahrheitstafeln, logische Aquivalenz).) Seien
jetzt A, B, C' Mengen.

Zeichnen Sie die Venn-Diagramme fiir die Mengen

AN(BUC), (ANB)U(ANC).
Uberzeugen Sie sich durch Ihre Zeichnung, dass die beiden Mengen gleich sind.
Zeichnen Sie die Venn-Diagramme fiir die Mengen

AU(BNC), (AUB)N(AUC).

Uberzeugen Sie sich durch Ihre Zeichnung, dass die beiden Mengen gleich sind.
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(g) Beweisen Sie die Distributivgesetze fiir Mengen:

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
Au(BNC)=(AUuB)N(AUCQC).

Hinweis: Verwenden Sie die folgenden logischen Aquivalenzen (Distributivge-
setze fur A und V):

PA(QVR)=(PANQ)V (PAR), (4)
PV(QANR)=(PVQ)AN(PVR). (5)

(Siehe eine Aufgabe in Serie 1 (Wahrheitstafeln, logische Aquivalenz).)

Losung.

(a) Wir definieren A = {z € X | P(z)} und B = {x € X | =P(x)}. Daraus folgt,
dass

AUB={z€ X | P(z)V-P(z)}
-P(z)}

X
ANB={x e X | P(x) A-P(x)} = 0.

Wir folgern, dass At = B.

(b) Wir zeichnen die folgenden zwei Venn-Diagramme:

Links haben wir A blau und B rot eingefarbt. Die tiberlappende Region AN B
ist violett. Die Menge, die es zu zeichnen galt ist das Komplement von A N B,
also alles was nicht violett ist. Im rechten Diagramm ist A® blau und BC
rot. Die Region AY U B ist alles, was eingefirbt ist. Wir sehen also, dass

(AnB)t = Abu Bt

(c) Wir zeichnen wieder die folgenden zwei Venn-Diagramme:
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Links haben wir A blau und B rot eingefarbt. Die Vereinigung derbeiden Mengen
ist alles, was farbig ist. Das Komplement davon alles was weiss geblieben ist. Im
rechten Diagramm ist AP blau und BP rot. Die Schnittmenge davon ist violett.
Wir sehen also, dass (AU B)t = A n B,

(d)

ANBP={zeX|zeArzeB ={zeX|~(ze Az e B)}
—{zeX|~(xeA)V(xeB)}
={zeX|-(recA}lu{zre X |~(xeB)}
=Abu Bt

(AUBP={zeX|zeAveeB ={zeX|~(zeAvzeB)}
={reX|-(reA)AN-(reB)}
—{zeX|~(zreA}n{reX|~(xeB)}
= A'n Bt

(e) Wir zeichnen das folgende Venn-Diagramm:

@

\/

In diesem Venn-Diagramm ist die Menge A Rot, die Menge B Griin und die
Menge C' Blau eingeférbt. Die Menge B U C' ist demnach alles, was nicht Weiss
oder Rot ist. Wird diese Menge mit A geschnitten, bleiben der Graue, der
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()

(g)

Violette und der Gelbe Teil iibrig.

Fir die zweite Menge berechnen wir zuerst AN B und ANC. AN B ist alles,
was Gelb oder Grau ist. AN C alles, was Violett oder Grau ist. Die Vereinigung
dieser beiden Mengen ist dann alles, was Grau, Violett oder Gelb ist. Wir sehen
also, dass AN (BUC)=(ANB)U(ANC).

Wir zeichnen wieder das folgende Venn-Diagramm:

(o
Yoy
\/

In diesem Venn-Diagramm ist die Menge A Rot, die Menge B Griin und die
Menge C Blau eingefarbt. Die Menge B N C' ist demnach alles, was Tiirkis oder
Grau ist. Dies Vereinigt mit A resultiert in einer Menge, die alles beinhaltet,
ausser Weiss, Grin und Blau.

Fir die zweite Menge berechnen wir zuerst AU B und AU C. AU B ist alles,
was nicht Blau oder Weiss ist. A U C' widerum ist alles, was nicht Griin oder
Weiss ist. Die Schnittmenge davon gibt demnach alles was nicht Weiss, Griin
oder Blau ist. Wir sehen also, dass AU (BNC)=(AUB)N(AUC).

AN(BUCQC)

={reX|zeAN(zreBVzel)}
={reX|(reANzeB)V(zre ANz e ()}
={reX|zecANnzeB}U{zeX |z ANz e (}

={reX|zeA}n{zeX|zeBhU({reX|zeA}n{ze X |zel})

=(ANB)U(ANC)
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AU(BNQO)

={zeX|z€eAV(zre BNz e ()}
={reX|(reAvreB)AN(x e Avee ()}
={reX|zeAveeBin{zeX|zecAVvre(}
={reX|zeAlUu{zeX|zeBh)Nn{zreX|zeA}U{zeX |zeC})
=(AUB)N(AUCQC)

2.3. Quantoren
(a) Was bedeutet jede der folgenden Aussage? Ist sie wahr?
1) VneNy:n<1vn>1
) VeeNg:z<1Vvze>1
3) Jr € RV(p,q) € Z x (Z\{0}) :z# "
(b) Schreiben Sie die folgenden Aussagen mittels Quantoren.
1) 24 ist keine Quadratzahl.

2) (x) Zu jeder reellen Zahl gibt es eine natiirliche Zahl, die grosser als die
gegebene Zahl ist.

Bemerkungen:
e 1) und 2) sind wahr.
 2) ist das archimedische Prinzip.
Losung.

(a) 1) “Jede natiirliche Zahl ist kleiner gleich eins oder grosser als eins.” Diese
Aussage ist wahr.

2) Diese Aussage stimmt mit 1) tiberein, ausser, dass die Variable jetzt x
statt n heisst. 2) ist daher dquivalent zu 1) geméss dem Goethe-Prinzip
Name ist Schall und Rauch. 2) ist deshalb wahr.

3) Es existiert eine reelle Zahl, die keine rationale Zahl ist.! Diese Aussage ist
wahr.

(b) a) fneNy:n?=24.
b) Vx e RIn e Ny:n>x

IEine solche Zahl heisst irrational.
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2.4. Quantoren und Negation Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob
sie wahr ist. Formulieren Sie ihre Verneinung mittels Quantoren so um, dass darin
keine Negation = mehr vorkommt. Schreiben Sie die verneinte Aussage in Wortern
ohne mathematische Zeichen auf.

(a) Vn e Ny :n < n?

(b) VneNy:n<1lvn>1

() (*¥) Vz e (0,00)IneN: L <z

(d) P:=“In € NVz € (0,00) : + < 2”
Losung.

(a) Negation:

In € Ny : ~(n <n?),d h.In € Ny:n>n?

=“Es existiert eine natiirliche Zahl, die grosser oder gleich ihr Quadrat ist.”

Das ist wahr, da fiir n = 0 gilt 0 > 02. Die Aussage Vn € Ny : n < n? ist daher
falsch.

(b) Die Aussage ist wahr. Negation:
EInENO:—'(ngl\/n>1),d.h. dneNy:n>1An<1
=“Es gibt eine natiirliche Zahl, die grosser als eins und kleiner gleich eins ist.”

(c) Die Aussage ist wahr. (Das folgt aus dem archimedischen Prinzip. Siehe Aufgabe
2.3.) Negation:

1 1
ﬂ(‘v’xE(O,oo)ElnEN:n<x><:>3x€(0,oo)—|<EInEN:n<x>

1
< Jr e (0,00)Vn e Nm— <z
n

1
< Jre (0,00)Vn e N=>x
n

=“Es gibt eine positive reelle Zahl, die kleiner oder gleich der Kehrwert jeder
von null verschiedenen natiirlichen Zahl ist.”
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(d) Negation:

ﬁP:—|<EIn€NVxE(O,oo):

I =3
A
=

~__

AN
8
~—

@VnEN—n(‘v’IG(O,oo):
1
@VnENEIxG(O,oo):—'E<x

& VneNdr e (0,00): — >

S|

=“Zu jeder von null verschiedenen natiirlichen Zahl gibt es eine positive reelle
Zahl, die kleiner oder gleich der Kehrwert der natiirlichen Zahl ist.”

=P ist wahr. Um das zu sehen, betrachten wir zu gegebenem n € N die Zahl
x = % Es folgt, dass P falsch ist.

2.5. Funktion Zeichnen Sie jedes der folgenden Tripel f := (X,Y,G). Uberpriifen
Sie, ob es eine Funktion ist. (Ihre Zeichnung kann Thnen dabei helfen.)

(a) X =R, Y =R, G:= {(m,ex)

x € R}, f=(X,Y,G)
(b) X =R, Y =R, G:= {(yQ,y)‘yeR}, f=(X,Y,G)
(¢) X :=[0,00), Y =R, G:={(%y) |y € R}, f = (X,Y,G)

(d) (*) X = {07 OO), Y = R, G = {(yQ,y) ‘y € [07 OO)}7 f = (X,}/,G)
Losung.

(a) Zeichnung:
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Uberpriifung: Fiir jedes 2 € X = R gibt es genau ein y € Y = R, sodass
(r,y) € G, namlich y = e®. Daher ist f eine Funktion.

(b) Zeichnung:

Y
2t (¥*,y)
1 4
o) : : | T
1 2 3 4
-1+
924

Uberpriifung: Fiir = —1 € X = R gibt es kein y € Y = R, sodass (z,y) € G.
(Warum?) Daher ist f keine Funktion.

(c) Zeichnung:
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Uberpriifung: Wir betrachten z = 1 € X = R. Es gilt sowohl (z,1) € G als
auch (z,—1) € G. Daher ist das y € Y = R, wofiir (x,y) € G, nicht eindeutig.
Deshalb ist f keine Funktion.

(d) (%) Zeichnung:

X |

(y

. Y)

Uberpriifung: Fiir jedes z € X = [0, 00) gibt es genau ein y € Y = R, sodass
(x,y) € G, namlich y = y/z. Daher ist f eine Funktion.

2.6. Bild, Urbild

(a) Bestimmen Sie das Bild jeder der folgenden Funktionen:

f(x):
g()
h(z)

fR—=>R,
g:R—R,
(%) h:R—R,

Tipps fiir f:
o Zeichnen Sie f.

16/26
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o Stellen Sie mit Hilfe Threr Zeichnung eine Vermutung dartiber auf, welche
Menge S gleich dem Bild im(f) ist.

o Beweisen Sie Ihre Vermutung, indem Sie zeigen, dass im(f) C S und

S Cim(f).
Tipps fir S C im(f):
— Verwenden Sie den Zwischenwertsatz?:

Seien a < b reelle Zahlen, f : [a,b] — R eine stetige Funktion, sodass
fla) < f(b), und y € {f(a), f(b)}. Dann gibt es ein x € [a, b], sodass
fl@)=y.

— Falls y > 1, dann ist y € [f(O),f(y)}.

Tipp fiir g: Verwenden Sie ein dhnliches Argument.

Tipp fiir h: Verwenden Sie ein dhnliches Argument sowie die Ungleichheit
y < h(y), Yy € [0, 00).

Betrachten h((—o0,0)) und h([0, c0)) separat.

(b) Wir schreiben (a,b) =]a, b] fir das offene Intervall von a bis b. Bestimmen Sie
fiir die obigen Funktionen die folgenden Urbilder:

() [((=1,4)),
g ([=8.~1]),
h_l([_lv 1])

Losung.
(a) Bild der Funktionen:
Behauptung: Es gilt
im(f) = [0, 00).
Beweis: Fiir jedes x € R gilt 22 > 0. Daher gilt im(f) C S := [0, c0).

Wir zeigen die umgekehrte Inklusion [0,00) C im(f): Sei y € [0,00). Wir
definieren z := max{y, 1} := das Maximum von y und 1. Es gilt

fO)=0<y<z<z=f(z), dh yelf0),f(x)]

2Dieser Satz wird spéter in der Vorlesung behandelt.
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(b)
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Da f stetig ist, folgt darum aus dem Zwischenwertsatz, dass es ein x € |0, 2]
gibt, sodass f(z) =y. Da [0, z] C R, folgt, dass y € f(R) = im(f). Daher gilt
die Inklusion [0, 00) C im(f).

Da auch im(f) C [0, 00) gilt, folgt daraus, dass im(f) = [0, 00). Das beweist die
Behauptung. O]

Ein dhnliches Argument zeigt, dass
im(g) = R.
(Uberpriifen Sie das! Beweisen Sie R C im(g), indem Sie [0, 00) C g([0, 00)) und
(—00,0] € g((—00,0]) zeigen.)
Behauptung: Es gilt
im(h) = (0, 00).
Beweis: Fir jedes x € R gilt h(z) = e* > 0. Daher gilt im(h) C (0, 00).
Wir zeigen die umgekehrte Inklusion (0, 00) C im(h): Sei y € (0, 00).

Fall y > 1: Gemiss dem Tipp gilt y < e¥ = h(y), also y € [h(O) =1, h(y)} Da
h stetig ist, folgt darum aus dem Zwischenwertsatz, dass es ein z € [0,y] C R
gibt, sodass h(z) = y. Daraus folgt, dass y € h(R) = im(h).

Fall y < 1: Dann gilt

yi=->1
Y

Wie wir soeben gezeigt haben, gibt es daher ein T € R, sodass h(T) = e
Wir definieren x := —Z. Wir haben

Daraus folgt, dass y € h(R) = im(h).

Also gilt die Inklusion (0,00) C im(h). Da auch im(h) C (0, 00), folgt daraus,
dass im(h) = (0, 00). Das beweist die Behauptung. O
Urbilder der Funktionen: Behauptung: Es gilt f~1((—1,4)) = {x eR|
22 € (~1,4)} = (-2,2).

Beweis: Fiir jedes z € (—2,2) gilt —1 < 0 < f(z) = 2 < 4, also f(z) € (—1,4).
Daher gilt (—2,2) C f~((—1,4)).
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Wir zeigen die umgekehrte Inklusion f~1((—1,4)) C (—=2,2): Seiz € f~((—1,4)),
d. h. 22 = f(z) € (-1,4),d. h.—1 < 2? < 4.

Fall z > 0: Da 22 < 4, zeigt in Argument wie im Beweis des Satzes “v/2 < /37,
dass z = Va2 < /4 =2, also z € [0,2) C (—2,2).

Fall x < 0: Ein analoges Argument zeigt, dass = € (—2,0] C (—2,2).
Daher gilt in jedem Fall, dass € (—2,2). Daher gilt die Inklusion f~!((—1,4)) C

(—2,2).
Da auch (—2,2) C f~1((—1,4)) gilt, folgt daraus, dass (—=2,2) = f~1((=1,4)).
Das beweist die Behauptung. O

Ahnliche Argumente zeigen, dass

IN

g (-8, -1) = {r eR| -8 < g(a) =2 < —1} = [-2,~1]
W ([-1,1]) = {z € R| =1 < h(z) = ¢" < 1} = (—00,0]

2.7. Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat Zeigen Sie Folgendes:

(a) Wir definieren X := Ny, YV := {m € No‘m ist gerade} und f : X — Y,
f(n) := 2n. Diese Funktion ist bijektiv.

(b) Die Funktion f:[0,00) — R, f(x) := z, ist injektiv und nicht surjektiv.

(c) Wir definieren X :=R, Y :=[0,00), f: X =Y, f(x) := 2?. Diese Funktion ist
nicht injektiv, aber surjektiv.

(d) Die Funktion f:R — R, f(x) := x?, ist weder injektiv noch surjektiv.

(e) (%) Die Funktion f: R — R, f(z) := 2z + 1, ist bijektiv.
(f) Die Funktion f: R — (0,00), f(x) := €%, ist bijektiv.
Losung.

(a) Injektivitat: Seien n,n’ € X = Ny, sodass f(n) = f(n’), d. h. 2n = 2n’. Dann
gilt n = n’. Daher ist f injektiv.

Surjektivitit: Sei m € Y, d. h. m € Ny und m ist gerade. Dann gibt es ein
n € Ng = X, sodass m = 2n = f(n). Daher ist f surjektiv.

Da die Funktion f injektiv und surjektiv ist, ist sie bijektiv.
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(b) Die Funktion f : [0,00) — R, f(z) = x, ist injektiv, da f(z1) = f(z2) nur fir
xr1 = xo gilt. Sie ist jedoch nicht surjektiv, da z.B. kein x € [0, 00) existiert,
sodass f(z) = —1.

(c) Die Funktion f: R — [0,00), definiert durch f(x) = z?, ist nicht injektiv, da
f(z) = f(x2) fir x; = —x5 (z.B. f(1) = f(—1) = 1). Sie ist jedoch surjektiv,
da das Bild von f gleich [0, 00) ist. (Sieche Aufgabe 2.6(a).)

Bemerkung: Die Wurzelfunktion ,/ : [0,00) — [0,00) ist definiert als die
Umkehrfunktion der Funktion f : [0,00) — [0,00), f(z) := 22 (f und f
unterscheiden sich durch ihren Definitionsbereich. Fir jedes y € [0, 00) gilt fiir

r=+/y, dass f(z) = (£/¥)* =y.

Bemerkung: Um zu zeigen, dass die Wurzelfunktion wohldefiniert ist, miissen
wir unter anderem zeigen, dass f surjektiv ist. Dazu kénnen wir die Wurzelfunk-
tion nicht verwenden, da wir sonst einen Zirkelschluss erhielten. Wir konnen
daher im Beweis, dass f surjektiv ist, nicht einfach sagen: “Nimm z := |/y”

(d) Die Funktion f : R — R, definiert durch f(z) = 22, ist weder injektiv noch
surjektiv. Sie ist nicht injektiv, da f(z1) = f(x9) fiir £1 = —x9. AuBerdem ist
sie nicht surjektiv, da es kein = € R gibt, sodass f(z) = —1.

(e) Die Funktion f : R — R, definiert durch f(z) = 2z + 1, ist injektiv, da
f(z1) = f(x2) nur fiir z; = x4 gilt. Sie ist auch surjektiv, da fir jedes y € R ein
z € R existiert (némlich z = Y1), sodass f(z) = y. Somit ist f bijektiv.

(f) Die Funktion f : R — (0,00), definiert durch f(z) = €2*, ist injektiv, da sie
streng monoton wachsend ist (die Ableitung f'(x) = 2¢* > 0 fiir alle z € R).
Sie ist auch surjektiv, da das Bild von f gleich (0, 00) ist. (Das folgt aus Aufgabe
2.6(a).) Somit ist f bijektiv.

Bemerkung: Der (natiirliche) Logarithmus log : (0, 00) — R ist definiert als

die Umkehrfunktion der (nattrlichen) Exponentialfunktion exp : R — (0, c0).
Hlogy)

Fiir jedes y € (0,00) gilt fir x = %, dass f(z) =e* 2 =uy.

Bemerkung: Um zu zeigen, dass der Logarithmus wohldefiniert ist, miissen wir

unter anderem zeigen, dass exp surjektiv ist. Dazu konnen wir den Logarithmus

nicht verwenden, da wir sonst einen Zirkelschluss erhielten. Wir konnen daher
log(y) »

im Beweis, dass f surjektiv ist, nicht einfach sagen: “Nimm z := =5*

2.8. Umkehrfunktion Fir f gegeben durch (a), () (e),(f) bestimmen Sie die
Umkehrfunktion f=! = f{=1.

Losung.
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(a) Fur die Funktion f: Ny — Y, f(n) = 2n (siche (a)):

ft(m) = % fir m €Y.

(b) Fiir die Funktion f: R — R, f(x) = 2z + 1 (siche (%) (e)):

_ y—1 .
f 1(y):T fir y € R.

(c¢) Fir die Funktion f: R — (0,00), f(x) = e** (siehe (f)):

) = ;bg(y) fir y > 0.

2.9. Verkniipfung von Funktionen
(a) (x) Wir betrachten die Funktionen

frg R=R,  flz)=2a  gly)=¢"

Bestimmen Sie die verkniipften Funktionen

gof,  fogy.
(b) Wir bezeichnen mit ||| die euklidische Norm. (Siehe (1).) Wir betrachten die
Funktionen
FR2SR f(@) =], g R—R gly)=e

Wir kiirzen ab f(z1,22) := f((x1,22)), fiir (x1,22) € R% Bestimmen Sie
gof, gof(1,2).
Ist die Verkniipfung f o g wohldefiniert (d. h. sinnvoll)?
Losung.
(a) Fir die Funktionen f und g haben wir:
flx) =2%  gly) = e
Die verkntipfte Funktion go f : R — R ergibt sich zu:

2

go f(@) = g(f(x)) = g(a?) = e = &

Die verkntipfte Funktion f o g : R — R ergibt sich zu:
fogly) = flgy) = f(e¥) = (e”)* = €.
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(b) Wir haben die Funktionen:
fR? =R, f(a,29) := |[(z,22)|l, g:R =R, g(y):=ev.

Die euklidische Norm ist gegeben durch:

(21, 22)|| = \/ xi + 3.

Somit ist die verkntipfte Funktion g o f:

2 2

90 Fler) = g(f () = ol 2l = g (et + 1) = VTR
Fir g o f(1,2) erhalten wir:

go f(172) _ e\/12+22 _ e\/1+4 _ e\/g'

Die Verkniipfung f o g ist nicht wohldefiniert, da g einen Skalarwert ausgibt
und f jedoch einen Vektor aus R? erwartet. Daher ist f o g nicht sinnvoll.

2.10. Urbild, Bild und Mengenoperationen Seien X und Y Mengen und
Ay, Ay C X, By, By CY Teilmengen.

(a) Beweisen Sie die folgenden Identitéten:
fHBIUB,) = fTH(B1) U f(Bs)

fHUBINBy) = f BN fH(Bo)
f(A1U Ag) = f(A) U f(Ag)

(b) Geben Sie ein Beispiel von f, A; und A,, so, dass

f(AL N Ag) # f(A) N f(Ag).

Losung.

(a) Definitionsgemaéss gilt

x € fﬁl(Bl U BQ) f(l’) S Bl U B2
f(z) € By oder f(z) € By
€ f71(B)) oder x € f1(By)

ze fTH(B)UfH(Bs).

S
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Definitionsgemass gilt

r € f7HB1 N By) f(z) € BiN B,y
f(z) € By und By
v € fY(B)) und fH(By)

ze fTH(B)NfH(B).

T e

Gemass Definition gilt:

ye f(AAUAy) & Tre AfUAy: flx)=y
& (Jre A : f(x)=y)oder (Jx € Ay : f(z) =v)
& (y € f(A1)) oder (y € f(A2))
&y € f(A) U f(A).

Daher folgt die erste Aussage.
(b) Betrachten Sie die Abbildung
fAL2y = {1} f)=1f(2) =1
Wir nehmen A; = {1} und A; = {2}. Dann gilt
AiNAy =0, f(A) N f(A2) = {1}
Da das Bild der leeren Menge leer ist, haben wir das gewiinschte Gegenbeispiel

gefunden.

2.11. Supremum und Infimum
e Bestimmen Sie das Supremum und das Infimum jeder der folgenden Mengen.

o Bestimmen Sie, ob die Menge ein Maximum oder ein Minimum besitzt.

1
1.) (*)A.:{n nEN}
2) B={|req,
= 2] .
3>C:{x+1 w6[2,oo)}.
Losung.
ias[Lenlogrnn
1.) Es glltA—{n neN}—{1,2,3,...} und deswegen
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e infA=0
e supA=1
Die Menge A besitzt kein Minimum, da inf A =0 ¢ A.

Sie besitzt ein Maximum, da sup A =1 € A.

1
2.) Esgilt B= {
x

1
x € (1,2]} = {2, 1> und deswegen

1
e inf B=—
2
e supB =1
Die Menge B besitzt ein Minimum, da inf B = % € B.
Sie besitzt kein Maximum, da sup B =1 ¢ B.

T
3.) Es gilt C =
) Es gi {x+1

2
x € [2, oo)} = {3, 1) und deswegen

2
e infC = -
in 3
e supC =1
Die Menge C' besitzt ein Minimum, da inf C' = % eC.
Sie besitzt kein Maximum, da supC' =1 ¢ C.

2.12. Online-MC Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online iiber Moodle,
siehe Vorlesungswebseite.

Es ist bei jeder Aufgabe moglich, dass keine oder mehrere Antworten
richtig sind.

(a) Wiéhlen Sie die richtige Aussagen.

(i) Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Sei B C Y eine
Teilmenge. Dann gilt f(f~(B)) = B.

(ii) Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Sei A C X eine
Teilmenge. Dann gilt f~!(f(A)) = A.

(b) Die Ungleichung ||z — 2| — 1| < 3 fiir reelle Zahlen x ist dquivalent zu
(i) z <3
(i) |=| <3
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(d)

(e)

(i) 0 <z <2

(iv) —2<z<6

(v) 3<x<6

Seien X,Y Mengen, f : X — Y und g : Y — X Abbildungen, so dass gilt:
go f=idx.

Welche der folgenden Aussagen stimmen?

(i) f ist injektiv,

(ii) f ist surjektiv,

(iii) g ist injektiv,

(iv) g ist surjektiv,

(v) fog=idy.

Eine reelle Funktion A : R — R heisst gerade, wenn fiir alle x € R

gilt. Sei f : R — R eine gerade Funktion und sei g : R — R eine ungerade
Funktion. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(i) fg ist gerade.

(ii) fg ist ungerade.

(iii) fg? ist gerade.

(iv) f+ g ist gerade.

Die Umkehrfunktion (Inverse) von f : [0,00) — R; f(z) := z* ist
(i) 1.

(ii) existiert nicht.

(iii) L1z,

(iv) ==
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(v) —a*.

(f) Seien A und B zwei Teilmengen von R. Was ist die Negation der folgenden
Aussage?

Yae A, db e B, sodass a <b

(i) Yae A,¥be Ba<b.

(ii) Ya € A 3b € B so dass a > b.
(iii) 3b € B so dass Va € A a <b.
(iv) Ja € Aso dass Vb e B a>b.
(v) Ja€ A, 3b € B so dass a > b.

Losung.

()

(b) (iv);

(c) (i), (iv);
() (i), (iii);
(e) (ii);

(f) (iv).
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