D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 3 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

3.1. Element, Teilmenge Wir definieren die natiirlichen Zahlen als
0:=0, 1:= {0}, 2:={0,1}, 3:=4{0,1,2},
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
(a) 1 e{1}
(b) 1C {1}
(c) 0 {0}
(d) 0 < {0}
(e) Fir jede Menge X gilt § C X.
Losung.
(a) Wahr.

(b) Falsch. Grund: Die Menge 1 enthélt das Element 0. Die Menge {1} enthélt das
Element 0 nicht. Daher ist 1 keine Teilmenge von {1}.

(c) Wahr.
(d) Wahr. Die Aussage folgt aus (e).

(e) Wahr. Grund: Jedes Element z € () ist ein Element von X, da es kein solches
x gibt.

3.2. reelle Zahl, Dedekind-Schnitt In dieser Aufgabe verwenden wir die Notatio-
nen aus der Vorlesung. Fiir jede rationale Zahl r bezeichnet r zum Beispiel die reelle

Zahl (d. h. den Dedekind-Schnitt)
r:={s€@’s>r}€R.
(a) (%) Zeigen Sie, dass
1+2=3 (1)

Tipps:

o Zeigen Sie, dass in (1) die Inklusionen C und 2 gelten.
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e Um DO zu zeigen, betrachten Sie zu gegebenem rationalem ¢ > 3 die
rationalen Zahlen
t—3 1t t—3

1
=14 == =242 ==
r=1+— Sty s=2t o=+

DO | =+

(b) Zeigen Sie, dass
1.1=1. (2)

Tipps:
 Zeigen Sie, dass in (2) die Inklusionen C und 2 gelten.

e Um DO zu zeigen, betrachten Sie zu gegebenem rationalem ¢ € 1 die
rationalen Zahlen

t+1 t

ri=—, = —.

2 T
Zeigen Sie, dass r, s € 1. Folgern Sie, dass in (2) die Inklusion D gilt.

(c) Wir definieren
\/5::{7’6@‘7’20,7”2>2}.

Zeigen Sie, dass V2 eine reelle Zahl ist, d. h. ein Dedekind-Schnitt.

Tipp: Die letzte Bedingung in der Definition eines Dedekind-Schnittes x besagt,
dass

Vr € xdsg € x:s9 <.

2r + 2
Zu gegebenem r € x betrachten Sie sq := T:Q .
T

Losung.
(a) Beweis von (1):

e 1+2C 3:Seite 1+ 2. Das bedeutet, dass es 7 € 1 und s € 2 gibt mit
t=r+s.Dar>1und s> 2, folgt t =r+ s> 3, also t € 3. Damit ist
die Inklusion C gezeigt.

e 3C 1+ 2:8Seit> 3 und definiere r := 1+% und s ::2+%. Dann gilt
r>1,s>2und t =r+s. Alsot € 1+ 2, womit die Inklusion 3 C 1+ 2
gezeigt ist.
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Damit gilt 14+ 2 = 3.
Bemerkung: Allgemein gilt fiir alle rg, sg € Q, dass
ro+so = (Box von rg+ sg) := {t EQ’t> ro—l—so}.

Das folgt aus einem Argument wie dem obigen. Fiir die Inklusion “2” betrachten
wir zu einem gegebenen t € (Box von 7o + s¢) die Zahlen

t— t—
ri= r0+(T02+80), s = so+(T02+SO).

Im Fall rq, sg > 0 koénnen wir alternativ die Zahlen

To S0
Toi= t, S = t
To + So To + So
betrachten. Im obigen Fall ry := 1, s9 := 2 kénnen wir fiir den Beweis der

Inklusion 3 C 1+ 2 zu gegebenem ¢ > 3 also alternativ die Zahlen

betrachten.
(b) Beweis von (2):

e 1.1 C1:Seite1-1. Das bedeutet, dass es r,s € 1 gibt mit t =r - s. Da
r>1lund s> 1, folgt t =r-s > 1, also t € 1. Damit ist die Inklusion C
gezeigt.

e Beweis der Inklusion 1 C 1-1: Seit € 1. Wir setzen

t+1 t
ri=—-—— . .
2’ r

Es gilt t > 1, deshalb t +1 > 2, also » > 1 und darum r € 1. Es gilt

2t > t+ 1, darum s = t% > 1 und deshalb s € 1. Da t = rs, folgt, dass

t € 1-1. Das zeigt die Inklusion 1 C 1-1.
(c) Beweis, dass /2 ein Dedekind-Schnitt ist:

o V2 # 0: Die Zahl r := 2 erfiillt »r € Q, » > 0 und %> = 4 > 2. Daher gilt
r € /2. Daraus folgt, dass v/2 # (.

¢ V2 # Q: Die Zahl r := 1 erfiillt » € Q, 7> = 1 # 2 und daher r ¢ /2.
Daraus folgt, dass v/2 # Q.
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e Vrez:=v2V¥se€Q:s>r=scax Seir € v2und s € Q so, dass
s>r.Dar >0, gilt s > 0. Des Weiteren gilt s* > r? > 2. Es folgt, dass

s €/2.

o Wir zeigen, dass

Vrex:=+v23Isp€x: o< (3)
Sei 1 € /2. Wir definieren sy := % Da r > 0, gilt

50 > 0. (4)
Es gilt

(2r +2)* =4r? + 8 +4
>2<r2+47’+4) (da r* > 2)

=2(r+2)°
und daher
2r 4+ 2\ 2
2
= > 2. 5)
% <T+2) (5)
Da 72 > 2, gilt r(r +2) > 2r + 2 und daher
2r+2
r> o = 5. (6)

Wegen (4,5,6) hat sq die gewtlinschten Eigenschaften, d. h. die Bedingung
(3) ist erfillt.

Somit ist v/2 ein Dedekind-Schnitt, d. h. eine reelle Zahl.

3.3. lesen Lesen Sie Abschnitt 2.2 (Die reellen Zahlen) im Skript Analysis fiir
Informatik von Prof. M. Struwe. Stellen Sie Fragen, falls Sie solche haben.

Losung. Haben Sie den Abschnitt gelesen?

3.4. Supremum Sei A C R eine nicht leere nach oben beschrankte Teilmenge. Ein
Satz aus der Vorlesung besagt, dass A ein Supremum besitzt. Beweisen Sie diese
Aussage im folgenden Fall:

/HT‘E@Z():{SEQ‘SZT}, (7)

wobei b := (1]  := Durchschnitt aller z € A = {r € Q’V:c €EA:re x} (8)

z€EA

Tipps:
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« Zeigen Sie, dass b eine reelle Zahl, d. h. ein Dedekind-Schnitt ist. Uberpriifen
Sie dazu die Bedingungen in der Definition eines Dedekind-Schnittes. Fiir die
Bedingung b # () verwenden Sie zum Beispiel, dass A nach oben beschrankt ist.

o Zeigen Sie, dass b eine obere Schranke fiir A ist.
o Zeigen Sie, dass jede obere Schranke fiir A grosser gleich b ist.
o Folgern Sie daraus, dass A ein Supremum besitzt.
Losung.
(a) Behauptung: b ist ein Dedekind-Schnitt. Beweis:

o Bedingung b # (: Geméss Annahme gibt es eine obere Schranke ¢ € R fiir
A. Sei z € A. Dann gilt ¢ > z, d. h. ¢ C z. Mit Hilfe von (8) folgt daraus,
dass ¢ C b. (Warum?) Da ¢ ein Dedekind-Schnitt ist, ist ¢ nicht leer. Es
folgt, dass b # 0.

o Bedingung b # Q: Geméss Annahme ist A nicht leer, d. h., es gibt ein
x € A. Da z ein Dedekind-Schnitt ist, gilt  # Q. Gemass (8) gilt b C z.
Daraus folgt, dass b # Q.

e Bedingung Vr € bWVs € Q: s > r = s € b: Seien r € b und s € Q, sodass
s >r.Sei x € A. Gemidss (8) gilt » € x. Da = ein Dedekind-Schnitt ist
und s > r, folgt daraus, dass s € z. Mit Hilfe von (8) folgt, dass s € b, wie
gewlinscht.

o Bedingung Vr € b3dsy € b: 59 < r: Sei r € b. Geméss unserer Annahme (7)
gilt
b%S::{sE@‘sZT}. (9)
Es gilt S C b. (Warum?) Wegen (9) gilt daher b Z S, d. h., 3sg € b\ S. Es
gilt sp < r, wie gewtinscht.

Das beweist die Behauptung, dass b ein Dedekind-Schnitt, d. h. eine reelle Zahl,
ist.

(b) Behauptung: b ist obere Schranke fir A.

Beweis: Sei x € A. Gemaiss (8) gilt b C x, d. h. b > x. Das beweist die
Behauptung, dass b eine obere Schranke fiir A ist.

(c) Behauptung: Jede obere Schranke ¢ fiir A erfillt ¢ > b.

Beweis: Sei x € A. Dann gilt ¢ > z, d. h. ¢ C . Mit Hilfe von (8) folgt daraus,
dass ¢ C b, d. h. ¢ > b. Das beweist die Behauptung.
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(d) Da b eine obere Schranke fiir A ist und jede obere Schranke fiir A grosser gleich
b ist, ist b eine kleinste obere Schranke, d. h. ein Supremum, fir A.

Die néchste Aufgabe wurde schon in Serie 2 gestellt. In der Zwischenzeit haben wir
den zugehorigen Stoff behandelt.

3.5. Supremum und Infimum bestimmen
o Bestimmen Sie das Supremum und das Infimum jeder der folgenden Mengen.

o Bestimmen Sie, ob die Menge ein Maximum oder ein Minimum besitzt.

1
neN}

1) (%) A:= {n

St

x € (1,2]}.

T € [2,00)}.

Losung.

yee } und deswegen

W =

)

] =
N | =

Il
—

1
1.) Esgilt A= { nEN}
n

e NfA=0

e supA=1
Die Menge A besitzt kein Minimum, da inf A =0 ¢ A.

Sie besitzt ein Maximum, da supA =1 € A.

1
2.) Esgilt B= {
T

1
x € (1,2]} = {2, 1) und deswegen

e infB=

DO | —

e supB=1
Die Menge B besitzt ein Minimum, da inf B = % € B.

Sie besitzt kein Maximum, da sup B =1 ¢ B.

X
.) BEs gilt C' =
3.) Esgilt C {a:—l—l

2
T € [2, oo)} = {3, 1) und deswegen
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2
(] ] fc = —
in 3
e supC =1

Die Menge C' besitzt ein Minimum, da inf C' = % eC.
Sie besitzt kein Maximum, da supC =1 ¢ C.
3.6. Supremum und Infimum der Menge —A Essei ) # A C R eine beschrankte

Menge. Wir definieren:
—A::{—a‘aeA}

Zeigen Sie die folgenden Identitéten:
sup(—A) = —inf A, inf(—A)=—sup A
Losung. Wir zeigen zuerst die erste Gleichung: sup(—A) = —inf A. Es sei u eine
untere Schranke von A. Dann gilt:
Vac A: wu<a.

Folglich gilt auch
YVaeA: —u>—a

Dies impliziert nun, dass —u eine obere Schranke von —A ist. Da insbesondere inf A
eine untere Schranke von A ist, folgt somit, dass — inf A eine obere Schranke von —A
ist. Da sup(—A) die kleinste obere Schranke von —A ist, muss gelten

sup(—A) < —inf A

Sei nun o eine obere Schranke von —A. Mit demselben Argument wie oben zeigt
man, dass —o eine untere Schranke von A ist. Daher ist insbesondere — sup(—A) eine
untere Schranke von A, also

—sup(—A) <inf A

Multiplikation beider Seiten mit —1 dreht die Ungleichung um und ergibt:
sup(—A) > —inf A

Damit konnen wir nun schliessen:

sup(—A) = —inf A
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Die zweite Gleichung, inf(—A) = —sup(A) folgt nun aus der ersten Gleichung unter
Verwendung von —(—A) = A:

sup(A) = sup(—(—A)) = —inf(—A).
Multiplikation mit —1 ergibt die gesuchte Gleichung.

Alternativ kann man analog zum Beweis der ersten Gleichung vorgehen.

3.7. Komplexe Zahlen Bringen Sie die folgenden komplexen Zahlen in Standard-
form, d.h. in die Form a + b7 mit a, b reell:

(a) (%) (3+2i)(6 — 51)

(b) (*) 11

(C) 3+4z

(d) (Hz) fir beliebiges n € N
(e) (1+1)2+ (1+14)

(f) <1+z\f>

(g) (1+1)% (Hinweis: Polarform verwenden)

Losung.
(a) Es gilt:
(34+2i)(6—5))=(3-6—2-(=5))+(3-(=5)+2-6)i
=28 —3i

(b) Man bemerke, dass aus |z|> = 2z die Identitéat |1+ = (1 +1)(1 —4) = 2 folgt.

Also gilt:
1 1—i
T+4i  (1+4)(1—14)
i L
Ty T2 9
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(c) Analog zur vorherigen Aufgabe finden wir |2 —i|> = (2 — i)(2 +7) = 5, daher:

344 (3+40)(2+1)

2—i  (2—14)(2+1)
24118 2 11,
= = -+ =1

5 2 5

(d) Abermals ergibt sich durch (1 4 4)(1 — ) = 2:

14+4  (1+4)?
1—i  (1+i)(1—14)
20
= — =1
2

Daher wissen wir:

1 falls n = 4k fur k € Ny,
L+a\™ i falls n = 4k +1 fiir k € Ny
(1—¢) T T 1 fallsn=dk 42 fir ke N

—3 falls n =4k +3 fur k € N

(e) Es gilt generell fir komplexe Zahlen z = a + bi, a, b reell:
Z4 2= (a—bi)+ (a+bi) = 2a,

das heisst, die Summe ist das Doppelte des Realteils der Zahl. In unserem Fall
gilt:

(1+1)* = 2i,

also ist der Realteil gerade 0 und somit finden wir:
(T+4)2+(1+49)2*=0

Eine direkte Berechnung fithrt zum gleichen Ergebnis.

(f) Dank der binomischen Formel finden wir:

(1+4v3)> = 12 4+3-3v/34+3- (1v3)* + (iV3)? = 1+3-iv/3-3-3—-i3V3 = 8.

. \3
Daher gilt (H;‘/§> = _?8 =-1
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(g) Wir verwenden die Polarform: 1+ 4 = r(cosp + ising) = rcisp = re’? fiur
r=+2und ¢ = 7+ Dann gilt:

(1+14)8 = (rcis)® = 19 cis(6¢p) = V2 cis (%)
= 8cis (%”) =8 (cos (%W) + ¢ sin (%7‘(‘)) = —81

3.8. Punktmengen in C

Skizzieren Sie die folgenden Punktmengen ohne Computer oder andere technische
Hilfsmittel:

(a) My ={ze€C|1l<|z—i] <2}
(b) My:={z€C||z—-1]=|z2+ 1]}

Losung. Im folgenden Bild ist die Menge M; blau eingeférbt und die Menge M, rot
eingefarbt:

Yt
4

INDVR
N

I
r

-4

4
/
e

N

3 _2\_1\}_

I | |
r T T \

Dies kann wie folgt hergeleitet werden:
(a) Wir schreiben z = x + iy mit x,y € R. Wir bemerken, dass

zeM, <= 1<|z—i*<4.
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(b)

Wir schreiben z — i = x + i(y — 1) und berechnen |z — i|* = z? + (y — 1)%
Bezitiglich x,y kann die Menge M; also wie folgt geschrieben werden:

My={x+iy|z,ycR, 1<z’ + (y—1)* < 4}

Es handelt sich also in der x, y-Ebene um einen Annulus (Kreisring) mit Mittel-
punkt (x,y) = (0,1), dusseren Radius 2 und inneren Radius 1. Der Mittelpunkt
(z,y) = (0, 1) entspricht dabei der komplexen Zahl i.

Diese Schlussfolgerung kann auch intuitiv aus der Ungleichung 1 < |z — | < 2
gefolgert werden. Diese Ungleichung ist von allen komplexen Zahlen z erfiillt,
deren Distanz zu ¢ zwischen 1 und 2 liegt.

Wir schreiben wieder z = x 4 7y mit x,y € R und bemerken, dass
zE€EMy, = |z—1=|z+172
Wir haben
1P = o —1+iy)* = (e =1 +y*, [2+1P =z +1+iy]’ = (e +1)° + 4
Beztglich x,y ist also die Menge M5 gegeben durch

(z -1+ 92 = (v +1)* + 47
—= (z-1)% = (z+1)>
= P-2r+1=a’+22x+1
= —2x=2
<— x=0.

Somit gilt
My ={z+iy | z,y € R, z =0},

Es handelt sich bei der Menge M, also genau um die rein imaginaren Zahlen,
oder beziiglich der =, y-Ebene um die y-Achse.

Auch diese Schlussfolgerung kann man intuitiv aus der Gleichung |z —1| = |z +1]
verstehen. Die Gleichung ist von allen komplexen Zahlen z erfiillt, welche die
gleiche Distanz von 1 und —1 entfernt sind. Also die Mittelsenkrechte in der
komplexen Ebene zwischen 1 und —1. Dies ist genau die imaginare Achse.

3.9. Polynome in C

Seien a, b, ¢ € C mit a # 0. Betrachten wir das Polynom

P(z) :=az*+bz+c
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fir z € C. Sei v/b? — 4ac eine der Quadratwurzeln von b* — 4ac (zur Erinnerung: falls
b? — dac # 0 hat b> — 4ac genau zwei unterschiedliche Quadratwurzeln ¢; und ¢, in C
und es gilt ¢ = —qa).

Seien
—b+Vb? — 4dac —b —Vb? — 4dac
C(+ = s o_ = .
2a 2a

(a) Zeigen Sie, dass P(ay) =0 und P(a_) = 0.

(b) Zeigen Sie, dass P(z) = a(z — ay)(z — a_) fur jedes z € C. Schliessen Sie
daraus, dass oy und «_ die einzigen Nullstellen von P sind. (Bemerken Sie,
dass moglicherweise oy, = a_, namlich wenn b? — 4ac = 0.)

(c) Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden Polynomen:
a) 22+ 6z + 10
b) 422 + (4i)z — 1
c) (224 1)(z — 3i)?
Losung.

(a) Wir setzen o in P ein:

—b+ Vb2 —4ac>2+b <—b—|— Vb2 —4ac> e
2a 2a

Play)=a (
b? + b? — dac — bvV/'b? — 4dac N —b% + b2 — dac N
a c

42

2a
2 — b2 V2 — 4
—a(b2—2ac—b\/b2—4ac)+ b +b2b e
a

~ 4a?

1
= 2—(()2 — 2ac — bVb? — dac — b* + bVb? — dac + 2ac) = 0.
a

Analog zeigt man P(a_) = 0.
(b) Sei z € C. Wir berechnen

2a 2a

a<z—a+)(z—a):a<z_ _“\/m) (Z_ —b—m>

b? — b% + 4ac
4a?

Sei nun 2y € C eine Nullstelle von P, d.h. P(z;) = 0. Dann gilt

b
:az2+2a22—+a =az* +baz +c = P(2).
a

(20 — a4 )(z0 —a—) =0.
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Es folgt, dass zp — ay = 0 oder zp — a_ = 0 (da C ein Korper ist). Also gilt
20 = ay oder zg = .

(c) a) —3—1i, =3+
b) -1

N

¢) i, —i,3i
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3.10. Online-Aufgaben
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Wie viele verschiedene Nullstellen hat das folgende Polynom?

P:C—C, P(z):z-<22+1)2—22—25
(i) 0
(ii) 1
(iii) 3
(iv) 5

(b) Bestimmen Sie das Maximum der Menge A definiert wie folgt:

A= {711 ‘ n e N}U]2,4[

(i) Existiert nicht.
(i) 1
(i) 4
(iv) +oo
(c) Was fiir eine geometrische Form hat die folgende Menge:
M = {CEC . |c—1|:2}?
(i) Ein Quadrat mit den Eckpunkten (—1,—2),(—1,2),(3,—2) und (3,2)
(ii) Ein Geradenabschnitt vom Punkt (—1,0) zu (3,0)
(iii) Ein Kreis mit Mittelpunkt ¢ und Radius 2
(iv) Ein Kreis mit Mittelpunkt 1 und Radius 2

Losung.
(a) (i)
(b) (i)
(c) (iv)
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