D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 4 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

4.1. Gleichmichtigkeit Zeigen Sie, dass die Mengen
No, {Quadratzahl} = {O, 1,4,9,... }

gleichmachtig sind.

Losung. Um die Gleichméchtigkeit der beiden Mengen zu zeigen, definieren wir eine
Abbildung

f: Ny — {Quadratzahl}, f(n) =n?

Injektivitat: Seien ny,ny € Ny mit f(ny) = f(ng). Dann gilt:

2 _ 2
nl_n2.

Da ny,no > 0 sind, folgt ny = ny. Somit ist f injektiv.

Surjektivitit: Sei y € {Quadratzahl}. Dann gibt es ein n € Ny mit y = n?. Damit
gilt f(n) =y. Somit ist f surjektiv.

Da f sowohl injektiv als auch surjektiv ist, ist f bijektiv. Es existiert also eine
Bijektion zwischen Ny und {Quadratzahl}. Folglich sind die Mengen gleichméchtig.

4.2. Komplexe Zahlen, cis-Funktion

(a) (*) Bringen Sie die folgenden komplexen Zahlen in Standardform, d.h. in die
Form x + yi mit z, y reell:

1 141
L+ Q+)0-i), —. lJ_rz cis (Z) cis (g) cis (g)
Tipp fiir die néchsten Zahlen: Verwenden Sei die Polarform.

(110 (1 +2\/§¢>6

(b) Zeichnen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Gaufischen Zahlenebene

R2:
5(1): (5) o (5)
cis 1) cis 5 ) cis 5
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(c) Zeigen Sie, dass

cis(¢ + ¥) = cis(ip) cis(v), Vo, € R.

(d) Zeigen Sie, dass

(a) ¢ 1+0)*=0+)1+9)=1+2i+*=1+2i—1=2i.
e (I+i)(1—-i)=1-2=1-(-1)=1+1=2.

1 1 147 _ 1+4 1412 1 + %Z

=~ 1—i 1+ 12—(-1) 2 2

Iti _ Ldi | 14i _ 2
T—i — 1—i 1+i  12—(—-1) 2

1+i= \/icisG).
Dann ergibt sich:

10 10 5
(1+1)1 = (\/écis G)) = 2% cis (4”) — 32cis <27T) — 32i.

6
(HT\@) in die Polarform:

: Zunichst bringen wir 1+T‘/§”

1+\/§i:0is<ﬂ>.

2 3

Dann ergibt sich:
6
(cis <§>) = cis (2m) = 1.
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05+ o
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025+
} % % % % x % | T
-1 —075 —05 —0.25 025 05 075 1
—0.25+
—0.5-+4
—0.75+
14

(b)
(c)
cis(p + 1) = cos(p + ) + isin(e + ).

Mit den Additionstheoremen fir Sinus und Cosinus erhalten wir:

cos(p + 1) = cos(p) cos(h) — sin(y) sin(z))
sin(p + 1) = sin(ip) cos(v)) + cos(ip) sin(1)).

AuBerdem ist
cis(ip) cis(¥)) = (cos(i) + isin(p))(cos(y) + isin(1))).

Durch Ausmultiplizieren ergibt sich:
cos(p) cos(1)p) — sin(p) sin(¢)) + i(sin(p) cos(¥)) + cos(e) sin(v))).

Dies entspricht genau cos(¢+1)+isin(p+1). Also ist cis(p+1)) = cis(p) cis().
(d)

i (3) - 65) = (5 () = e (5) n ) - 00
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4.3. Punktmengen in C Skizzieren Sie die folgende Punktmengen ohne Computer
oder andere technische Hilfsmittel:

A={zeCl1<|z—il <2}

Losung. Im folgenden Bild ist A die blaue Menge:
Yt

I
r

—4

H_
AN
o

ol

o

S

4

/
(.
N
3 *2\\_1\_1&.

BERVYWIR

Dies kann wie folgt hergeleitet werden:

Wir schreiben z = x + iy mit z,y € R. Wir bemerken, dass
€A = 1<|z—i*<4

Wir schreiben 2z — i = x + i(y — 1) und berechnen |z — i|? = 22 + (y — 1)%. Beziiglich
x,y kann die Menge A also wie folgt geschrieben werden:

A={z+iy |z, yeR, 1 <2®+(y—1)> <4}

Es handelt sich also in der z, y-Ebene um einen Annulus (Kreisring) mit Mittelpunkt
(z,y) = (0,1), dusseren Radius 2 und inneren Radius 1. Der Mittelpunkt (z,y) = (0, 1)
entspricht dabei der komplexen Zahl i.

Diese Schlussfolgerung kann auch intuitiv aus der Ungleichung 1 < |z —i| < 2 gefolgert
werden. Diese Ungleichung ist von allen komplexen Zahlen z erfiillt, deren Distanz zu
¢t zwischen 1 und 2 liegt.
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4.4. quadratisches komplexes Polynom In der Vorlesung wurde der Fundamen-
talsatz der Algebra erwahnt, welcher besagt, dass jedes nicht konstante komplexe
(oder reelle) Polynom (mindestens) eine komplexe Nullstelle besitzt. Im Fall eines
quadratischen Polynoms gibt es fiir die Nullstellen eine Losungsformel. Seien ndmlich
a,b,c € C mit a # 0.

(a) Was ist die Formel fiir die Nullstellen des Polynoms
P:C—C, P(2) == az* + bz +¢?
Tipp: Die Formel ist die gleiche wie fiir reelle Polynome, ausser dass die
Quadratwurzel einer komplexen Zahl zweideutig ist.
(b) Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden Polynome:
1) 22+ 62+10
2) 422 +4iz — 1
3) (22 +1)(z — 3i)?
Losung.

(a) Sei Vb% — 4ac eine der Quadratwurzeln von b? — 4ac (zur Erinnerung: falls
b? — 4ac # 0 hat b? — 4ac genau zwei unterschiedliche Quadratwurzeln ¢; und
g2 in C und es gilt ¢; = —¢2).

Seien
—b+/b? — 4ac —b—\b? — 4dac
oy = , o= )
2a 2a

(b) 1) —=3—i, —3+i
2) —1
3) i,—i,3i

N

4.5. Folgen, Konvergenz, Divergenz Zeigen Sie das Folgende:

2
(a) (x) Die Folge (an = ) konvergiert gegen A := 0.
N/ neN

1
(b) (x) Die Folge (an =1+ ) konvergiert gegen A := 1.
\/ﬁ neN

2 1
(c) Die Folge (an =—+1+ ) konvergiert gegen A := 1.
n neN

Vn
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(d) Die Folge ((—1)"),,cy, divergiert.

Losung.

(a) Sei € € (0,00). Geméss dem Archimedischen Prinzip gibt es ein ny € N, sodass

v
™

No
Sei n € N, sodass n > ng. Dann gilt

\an—A]:‘—O‘

IN

2
<e (da ng > g)

2
Daher konvergiert die Folge (an = ) gegen A := 0.
N/ neN

(b) Sei € € (0,00). Geméss dem Archimedischen Prinzip gibt es ein ny € N, sodass

> —_—
n .
0 — 2

Sei n € N, sodass n > ng. Dann gilt

la, — A| = |1+

! 1
NZD

e

< (wegen der Monotonie der Wurzel und n > ny)

1
< (da ng > ?)

1
Daher konvergiert die Folge (an =1+ ) gegen A := 1.
\/_ neN

(c) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass wenn zwei Folgen (a,)neny und (by,)nen
konvergieren mit Grenzwerten lim, .., a, = A und lim, ,,b, = B, dann
konvergiert die Summe der beiden Folgen gegen lim,, ,.(a, + b,) = A + B.
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Die Folge (an = % +1+ ﬁ)neN ist genau die Summe der Folgen aus den

Teilaufgaben a) und b). Somit wissen wir, dass sie konvergiert und der Grenzwert
A=0+1=1ist.

Alternative Losung iiber Definition: Zu zeigen ist: 1imn_>oo(% +1+ ﬁ) =1.
Sei € > 0 gegeben. Wir miissen ein ny € N finden, sodass fiir alle n > ng gilt:

2 1
Sl ——1]<e
n

NG

Mit der Dreiecksungleichung bekommen wir

2 1 2 1
“+l+—=-1 s’—o’+ 1+ —=—1].
n n

v v

Aus Teilaufgaben a) und b) wissen wir, dass ’% - 0‘ < ¢ fir alle n > [2]
und ‘1 + ﬁ — 1‘ < § fiir alle n > [;%1 Daraus folgt, dass fur alle n >
max ((%1, (;%1) gilt, dass

2 1 2 1
Sl 1< |f—0le i — 1<
SR ‘_’n H VI

= €.

€
2

DO ™

Jn

(d) Aus dem Skript wissen wir, dass eine Folge genau dann divergiert, wenn

2 1
Somit konvergiert die Folge (an =—4+1+4+ ) gegen 1.
n neN

VA € Cde € (0,00)Vng € Ngdn € Ny : n > ng A |a, — A| > e.

Seien A € C und ny € Ny gegeben. Wir wahlen € = % Dann wahlen wir

_Jno wenn (A > 0 A ng ungerade) V (A < 0 A ng gerade)
" |no+1  wenn (A > 0Ang gerade) V (A < 0 A ng ungerade).

Im ersten Fall ist entweder A > 0 und a,, = a,, = (—1)" = —1, oder A < 0 und
Ay, = ap, = (—1)™ = 1. In beiden Teilfallen ist |a, — A| > 1 > e. Im zweiten
Fall ist entweder A > 0 und a,, = ap,11 = (—1)"™" = —1, oder A < 0 und
Ay = Qpyy1 = (—1)"T! = 1. Wiederum ist in beiden Teilféllen |a, — A] > 1 > e.
Somit divergiert die Folge.

4.6. lesen Lesen Sie das Folgende und stellen Sie Fragen, falls Sie solche haben:
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(a) Abschnitt 2.4 Der euklidische Raum im Skript Analysis fir Informatik von
Prof. M. Struwe.

(b) 3.2 Grenzwert einer Folge, insbesondere Beispiele 3.2.1. iii), 3.2.2. iii,iv)

Losung. Haben Sie den Text gelesen?

4.7. Produkt von Folgen

Seien (ay)nen und (b,)nen zwei Folgen reeller Zahlen so dass lim, o, a, = 0 und
(by)nen beschrankt ist (d.h. 3C' > 0 so dass Vn € N, [b,| < C).

Zeigen Sie: lim,, . a,b, = 0.

Losung. Wir verwenden die Definition der Konvergenz gegen 0. Sei £ > 0. Wir miissen
zeigen, dass ein N € N existiert, sodass |a,b,| < ¢ fir alle n > N. Da die Folge
(b )nen beschrénkt ist, existiert ein C' > 0, sodass |b,| < C, Vn € N. Wir setzten nun
¢ = §. Dalim, . a, = 0, existiert ein N € N sodass fiir alle n € N mit n > N gilt
lap| < € = &. Dann gilt fiir alle n € N mit n > N,

mwﬁgmﬁmﬂ<%c:a

Da € > 0 beliebig war schliessen wir, dass lim,,_,s @,b, = 0.

4.8. Grenzwerte

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a) (*) lim, o0 "157753,

(b) (%) limy, s po0 Bt

(C) hmn—)—i—oo % )

(d) lim, , yoo n? (S50 4 <20},

Hinweis: Fir d) beniitzen Sie Aufgabe (Produkt von Folgen)
Losung.

(a) Wir kiirzen Zéhler und Nenner mit n? und finden:

n-n+3 1-143
n2+2 1+ 3
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Nutzen wir nun Satz 3.3.2, so sehen wir aufgrund der Tatsache, dass 1/n,1/n?
Nullfolgen sind:
1m - . 2
n—+oo  n2 42 lim, 1001+ 5

- =1
1

(b) Wir sehen sofort:

3 2 n 1 3
nwonT 3 e o b

202 +5 1452
Aus Satz 3.3.2. folgt:
lim n3_n2+3: im 2%_2%—’_2"3712
n—+oo 2Pn2 4+ 5 n—+o0 1+ 2"5712

: n
o hmn—>oo on — on + o2
lim,, voo 1 +

2"n2
0
=—-=0.
1
Wobei wir verwendet haben, dass lim,,_, ;‘—: = 0 fiir jede Potenz k € N, siehe
Vorlesung.
(c) Es gilt:

ViZ—1 myfl— /1 1
n N n N n?

Da 1/n? eine Nullfolge ist, erwarten wir als Grenzwert 1. Wir wollen also nun
den folgenden Ausdruck betrachten:

[l _Wl-w-DGi-mt)
n? JI-&+1

o 1-5-1
JI—m+1
~1

nQ(\/q—l— 1)

Wir bemerken, dass /1 — # + 1 > 1, daher finden wir:

1
o g <
1——2+1) n
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Da -5 eine Nullfolge ist, sehen wir, dass fiir jedes ¢ > 0 ein N € N existiert mit

1
1
‘1/1—2—1‘«, Vi > N.
n

Dies zeigt, dass

oovn? -1 ) 1
lim ———— = lim /1 — — = 1.
n—oo n n—oo n

(d) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass lim,,_. g—z = 0 und lim,,_,~ # = 0. Des-
weiteren gilt |sin(n)| < 1, |cos(n)| < 1 fir alle n € N, also sind die Folgen
(sin(n))nen und (cos(n))nen beschrankt. Aus der Aufgabe “Produkt von Folgen”
folgt nun, dass

_on? .1
Jim ——sin(n) =0 und  lim ﬁcos(n) = 0.

Mithilfe von Satz 3.3.2 schliessen wir also

sin(n)  cos(n) . n? .1
2( om + " ) :nh—>nc>102781n(n> +nh_>I§oﬁCOS(") =0

lim n
n—-+o0o

Die folgende Aufgabe wird in der Vorlesung verwendet, um zu zeigen, dass die
geometrische Folge (2™)nen, im Fall |z| < 1 gegen 0 konvergiert.

4.9. Bernoullische Ungleichung Die Bernoullische Ungleichung besagt, dass
(I1+2)" > 1+ nz, Vo € [—1,00), n € Ny.

Beweisen Sie diese Ungleichung.
Tipp: Verwenden Sie Induktion tiber n.

Losung. Wir beweisen die Bernoullische Ungleichung (1 + )™ > 1 + nx fir alle
x € [—1,00) und n € Ny mithilfe von vollstédndiger Induktion tiber n.

Induktionsanfang: n =0

Fir n = 0 gilt:
(1+2)°=1 und 1+0-2=1.

Somit ist (14 2)° > 1+ 0z wahr.
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Induktionsvoraussetzung: Sei n € Ny und es gelte die Ungleichung;:

(1+2)" > 1+ nz fir ein gegebenes z € [—1, 00).

Induktionsschritt: Zu zeigen ist:

(1+z2)"™ > 1+ (n+ 1)

Wir multiplizieren die Induktionsvoraussetzung mit (1 4 z):
(1+z)"=0+2)"- (1+2)>1+n2) (1+2).

Nun multiplizieren wir aus:

+ nx +z)=14+ne+x+nx"=14+(n+1)xr +nx”.
1 1 1 21 1 2

Da x? > 0 fiir alle x € [—1, 00), folgt:

1+ (n+Dz+nz®>> 1+ (n+ 1)

Somit erhalten wir:

(1+2)""' > 1+ (n+ 1)z

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt.

Schluss: Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt die Bernoullische Unglei-
chung (14 z)" > 1+ nx fiir alle z € [—1,00) und n € Ny.

4.10. Wurzelberechnung Es sei ¢ > 1 eine reelle Zahl. Wir definieren eine Folge
(an)nen durch die folgende Rekursionsformel:

ap = ¢,
1 c
VnEN:an+1:2<an+a>

Ziel dieser Aufgabe ist es, zu zeigen, dass (a,)nen gegen /¢ konvergiert.

(a) Zeigen Sie, dass gilt:
1<a,<¢, VneN
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(b) Zeigen Sie, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n folgende Ungleichung gilt:
a2 >c
(c) Zeigen Sie, dass die Folge monoton fallend ist, d.h. fiir alle natiirlichen Zahlen

n gilt:
an 2 (p41

(d) Argumentieren Sie, dass die Folge (ay,)nen konvergiert und der Grenzwert a die
folgende Gleichung erfiillt:
1 c
o= 2<“+ )

(e) Fur ¢ = 3, berechnen Sie (mit dem Taschenrechner/Computer) asg, as, a4 und as.
Wieviele Stellen nach dem Komma stimmen bei a5 bereits mit /3 iiberein?

Folgern Sie, dass a? = c.

Losung.

(a) Esist a; = ¢, also gilt die Ungleichung sicherlich fiir n = 1. Wir fahren per
Induktion fort. Man nehme an, dass:

1<a, <c,

fiir ein n gilt. Dann folgern wir:

1 c 1 c
=g (ot ) 25(1+) =1

da 1 < a, < c. Vollkommen analog folgt die andere Ungleichung;:

1 c 1 c
Gnt1 ZQ(WQ) = 2<C+1> -

(b) Wir bemerken, dass a,, > 1 fiir alle n. Es reicht, die Ungleichung fir alle n > 2 zu
zeigen, da a? = ¢ > ¢ wegen ¢ > 1. Somit kénnen wir uns darauf konzentrieren,
a,41 fur n € N zu betrachten, wobei wir die rekursive Formel verwenden:

5 1 c\?2
an+1—c:4<an+a> —cC

1 2
= (ai+2anc += —4C>
4 an,

Somit folgt die gewiinschte Ungleichung.
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(c)

(d)

Wir betrachten den folgenden Ausdruck:

1 c
Ap — Qp+1 :an_<an+>

2 an,
1 c
—2<a"‘an>
= L(a2 —c) >0
2a, N " -7

wobel wir a,, > 1 > 0 sowie ai > ¢ fur alle natiurlichen Zahlen n verwendet
haben.

Da die Folge nach unten beschrankt und monoton fallend ist, konvergiert sie
gemass Satz 3.3.1 (Monotone Konvergenz). Wir schreiben a = lim,,_,, a,,.

(Im Skript ist der Satz nur fiir monoton wachsende Folgen formuliert. Aber
—a,, ist eine nach oben beschrinkte monoton wachsende Folge, auf die der Satz
angewandt werden kann. Dann konvergiert also die Folge —a,, und somit auch
die Folge a,, = —1 - (—a,) geméiss Satz 3.3.2).

Fir alle n € N gilt
tn g1 = 1/2(an + ¢/an)

Die linke Seite dieser Gleichung konvergiert gegen a und die rechte Seite konver-
giert gemass Satz 3.3.2 gegen

Wir finden also

I lim ( + = ) ! ( + C)

a= lim ap.; = lim = (a, + — ) = = =

nsoo L n—o0 9 ap, 2 a

Dies ist die gesuchte Gleichung fiir a. Durch Umformen vereinfacht sich diese

Gleichung zu:
20 =a*+c = d*=c = a=+/c

Beachten Sie, dass in der letzten Implikation a > 0 verwendet wurde, was aus
der Nicht-Negativitat der Folgeglieder folgt.

Die Folgeglieder sind:
ay =3, ay = 2, ag = 1.75, ay = 1.73214, a5 = 1.73205081
Vergleicht man dies mit:
V3 ~ 1.732050808....,

so sehen wir, dass as bis zur sicbten Nachkommastelle mit v/3 tibereinstimmt.
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4.11. Online-Aufgaben
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Wie viele verschiedene Nullstellen hat das folgende Polynom?

P:C—C, P(z):z-(22+1>2—22—z5

@i o
(i) 1
(iii) 3
(iv) 5

(b) Was fiir eine geometrische Form hat die folgende Menge:
M = {CGC ’ |c—1|:2}?

(i) Ein Quadrat mit den Eckpunkten (—1,—2),(—1,2), (3, —2) und (3,2)
(ii) Ein Geradenabschnitt vom Punkt (—1,0) zu (3,0)

(iii) Ein Kreis mit Mittelpunkt ¢ und Radius 2

(iv) Ein Kreis mit Mittelpunkt 1 und Radius 2

(c) Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten sowie den Grenzwert der folgenden

Folge:
16n3 + 100n + 1000000

27n3 4 10920n + 2020

(i) Divergiert, d.h. keine Konvergenz

VneN:a,=

(ii) Konvergiert, mit Grenzwert 0
. : 16
(iii) Konvergiert, mit Grenzwert 52
(iv) Konvergiert, mit Grenzwert 5
(v) Konvergiert, mit Grenzwert 1000000
(d) Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten sowie den Grenzwert der folgenden

Folge:

n?

Y N:a,=—"—
ne “ 2nn2 + 8
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(i) Divergiert, d.h. keine Konvergenz
(if) Konvergiert, mit Grenzwert 0

(iii) Konvergiert, mit Grenzwert

N

(iv) Konvergiert, mit Grenzwert
(v) Konvergiert, mit Grenzwert 1

(e) Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten sowie den Grenzwert der folgenden

Folge:
n® +22n? — 10

29n2 — 27n + 8

YneN:a, =

(i) Divergiert, d.h. keine Konvergenz
(ii) Konvergiert, mit Grenzwert 0

(iii) Konvergiert, mit Grenzwert s

22

(iv) Konvergiert, mit Grenzwert 32

(v) Konvergiert, mit Grenzwert 29

Losung.
(a) (iii)
(b) (iv)
(c) (iif)
(d) (i)
(e) (i)
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