D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 5 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

5.1. Limes superior und inferior Bestimmen Sie:
(a) () limsup,_,(=1)" (1 i %)
(b) (%) liminfy_(—1)% (1 i %)
(c) limsup,_, .. k(l + (_1)k)
(d) liminfy o k’(]_ + (_1)k)
Losung.

(a) Wir definieren die Folgen (ak = (—1)* (1 + %)) und (bn 1= SUDg>, ak> und
betrachten den Grenzwert von b,,.

Die Folge (ay) alterniert, da (—1)* fiir gerade k gleich 1 und fiir ungerade k
gleich —1 ist. Das bedeutet:

1+ und (L+ ! )
agl = — und a — = — .
2k 2% 2kt 2%k + 1

Fiir gerade k ist ay also positiv und fiir ungerade k negativ.

Wir folgern daraus, dass:
1 ..
b, = 1+ — fir gerade n
n

by=1+

fiir ungerade n.
n+1 &

Beide Teilfolgen konvergieren gegen 1, also konvergiert auch b, gegen 1.

Somit ist:

limsupa, = lim b, = 1.
k—}OO n—oo

(b) Wir definieren (ak = (=1)k (1 + %)) und b, := infy>, a; und betrachten den
Grenzwert von b,,. Wie schon in Teilaufgabe a) haben wir:

1 1
—1+— und =—(1+—2).
Qo + ok und  agk+1 ( + 2/<;—|—1>

Fiir gerade k ist a; positiv und fiir ungerade k negativ.
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(c)

(d)

Wir folgern daraus, dass:

1
b, = — <1 + 1> fiir gerade n

n —+

1
b, = — (1 + ) fiir ungerade n.
n

Beide Teilfolgen konvergieren gegen —1, also konvergiert auch b, gegen —1.

Somit ist:
liminf a; = lim b, = —1.
k—o0 n— 00

Wir definieren die Folge by, := supj,, k(1+(—1)*) und betrachten den Grenzwert
von b,.

Die Folge aj, := k(1 + (—1)*) ist gegeben durch:
ase = 4k und  agry = 0.
Somit folgt, dass b, = oo fiir jedes n € Ny. Daraus folgt, dass

limsup k(1 + (—=1)*) = cc.

k—o00

Wir definieren die Folge b, = infy>, k(1 + (—1)*) und betrachten den Grenzwert
von b,,.

Die Folge ay, := (1 + (—1)*) hat die gleiche Form wie zuvor:

agy =4k und ag1 = 0.

Somit folgt:
b, = 0.
Daher ist:

lim inf k(1 + (—1)%) = 0.
k—o0

5.2. Konvergenz und bestimmte Divergenz einer Folge in R?
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(a) Wir definieren die Folge (a,)nen in R? durch

n+1
Ayp = n .
9—n

Zeigen Sie, dass diese Folge konvergiert und bestimmen Sie den Limes.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung tiber Konvergenz einer Folge
in R? sowie die Konvergenz gewisser Folgen, die wir schon in der Vorlesung
gezeigt haben.

(b) Zeigen Sie, dass die Folge ({/n), oy gegen 1 konvergiert!
Tipps: Sei € € (0,00). Zeigen Sie das Folgende:
o Fiir jedes n € N gilt

(1+e)" > n(n;l)a?.

Verwenden Sie hierfiir einen Satz, den Sie aus dem Gymnasium kennen.

-1
M=l

o Es gibt ein ng € Ny, sodass
Sei jetzt n € Ny, sodass n > nyg.
o Esgilt (14+¢)">n.

Zeigen Sie jetzt, dass ({/n),cy, — 1, indem Sie die folgende Tatsache verwenden:

Vr,y € [0,00),n € N: 2" > y" = x > y. (1)

Zusatzaufgabe: Beweisen Sie (1). Sie durfen dazu verwenden, dass R ein (total)
geordneter Korper ist, d. h. die Eigenschaften A.i)-iv), M.i)-iv), D), O.i)-iv),
K.i),ii) in Abschnitt 2.2 im Skript von Prof. M. Struwe besitzt.

(c) (*) Zeigen Sie, dass die Folge (W) . bestimmt gegen oo divergiert.
Tipps:
o Zeigen Sie, dass fiir jedes k € N gilt, dass

k) > K 2k + 1) > (k+ 1)
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o Zeigen Sie damit, dass fiir jedes n € N gilt, dass
Vnl > \/Z

o Zeigen Sie damit, dass (W) N bestimmt gegen oo divergiert.

ne

Losung.

(a) Um die Konvergenz der Folge (a,)nen zu zeigen, zeigen wir zunéchst, dass beide

4/15

Komponenten von a,, Cauchy-Folgen sind.

Erste Komponente: Die erste Komponente ist gegeben durch a! = ”TH = 1+%.

Um zu zeigen, dass diese Komponente eine Cauchy-Folge ist, betrachten wir
den Unterschied zwischen zwei Folgengliedern:

L. n+l m+1 1 1 11
la; — a,,| = - :<1—|—>—(1+>:—.
n m n m nom

Sei jetzt ein € > 0 gegeben. Wir wahlen ng € N, sodass ng > % Dann gilt fir
alle n, m > nyg, dass

1

U]

2
= — < e&.
no

ml
m

=l =[5 = 5l < Bl
la, —a,|=|———|<|=|+|—| <2
nom nl - Im

Daher ist die erste Komponente eine Cauchy-Folge.

Zweite Komponente: Die zweite Komponente ist gegeben durch a2 = 27",
Wir zeigen ebenfalls, dass diese Komponente eine Cauchy-Folge ist. Sei ein
e > 0 gegeben. Wir wéhlen ng € N, sodass ng > 1 — log, €. Dann gilt fiir allen
n, m > ng, dass

la2 —aZ|=127" =277 < 27" + 27 <2270 =21 < e
Daher ist auch die zweite Komponente eine Cauchy-Folge.

Da sowohl die erste als auch die zweite Komponente von a,, Cauchy-Folgen sind,
folgt aus dem Cauchy-Kriterium, dass die gesamte Folge (a,)nen konvergiert.

Grenzwertbestimmung: Wir bestimmen nun den Grenzwert. Die Grenzwerte
der beiden Komponenten sind:

1
lim a} = lim (1+ ) =1,
n—oo n—oo n
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und

lim a) = lim 27" = 0.
n—o0 n—oo

Somit konvergiert die Folge (a,)nen gegen den Grenzwert

. 1
o an= o)

(b) Wir beginnen damit die Aussagen aus den Tipps zu beweisen:

o Wir wissen, dass € > 0. Somit ist auch jeder Term der Form (Z) e2>0. Es
folgt, dass

nin—1) ,

“(n\ n\ 5 n! 5
(1+e) =’€Zo<k,>6 Z<2>€_2!(n—2)!€_ 2

o Wir formen um, sodass nq alleine auf einer Seite steht.

no—1 , 2 2
e>1 & ng—-1>— & ng>1+ —.
2 g2 g2
Da 1+ 5% reell ist folgt aus dem Archimedischen Prinzip, dass das ng
existiert.

e Aus dem ersten und zweiten Tipp folgt, dass

Sei € > 0 jetzt gegeben. Wir wahlen ny € Ny, sodass "077152 > 1. Aus Gleichung
1 folgt mit 2 = {/n und y = 1, dass /n > 1 ist. Fir die Definition vom Limes
bedeutet das, dass

Vn—1|=¥n-1.

Wir berechnen nun

(L[ —1]) = (14 ¥a—1)" = (A =n < (14"
Mittels Kontraposition folgt aus Gleichung 1 mit x = 14+ |/n — 1| und y = 1+-¢,
dass

L+ |¢/m—1|<1+e
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Indem wir auf beiden Seiten 1 subtrahieren bekommen wir

Vﬁ—ﬂﬁa

was zeigt, dass ({/n),cy gegen 1 konvergiert.

Zusatzaufgabe: Wir werden die Implikation mittels Induktion beweisen. Der
Induktionsanfang ist dabei durch n = 1 gegeben. Dann reduziert sich Gleichung
1 auf

TZ2y=1r=Y,
was offensichtlich stimmt.
Die Induktionsannahme ist nun, dass x™ > y™ = x > y. Daraus folgt

ii

" 2 yn Induktiogmnahme " Z yn A Z y K$

x> xy" Nx >y

(c) (%) Wir beginnen damit die Behauptungen aus den Tipps zu zeigen:

o Wir formen (2k)! um und bekommen
2k k 2k 2k 2k
(Qk)!:Hz':(Hz’) IT il =k I] i) =k ] k| = kWEF > &"
i=1 i=1 i=k+1 i=k+1 i=k+1

Ebenso formen wir (2k + 1)! um und sehen, dass

(%ﬁdﬂzﬁiiz(?ﬁ)(ﬁ?i)z@ﬁ&ﬂ(?fa

i=1 i=k+2 i=k+2
2k+1

>+ [ k+1) | =Fk+1)Nk+ 1)
i=k+2

> (k4 1)(k+1F = (k4 1)*

o Wir rechnen beide Seiten der Ungleichung hoch n.

Vﬁhzv@/ PN n!2<g>2.

Nun koénnen wir das Resultat aus dem vorherigen Tipp anwenden.
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Fiir n gerade: Sei n = 2k. Dann ist

nl = (2k)! > k* = (Z)

Fiir n ungerade: Sei n = 2k + 1. Dann ist

n+1
2

nl= 2k +1)! > (k+ 1) = (n+1>

-(3)"

Wir benennen die Folge a,, = v/n!. Wir miissen zeigen, dass

VC € Rdng € NoVn € Ny :n > ng = a, > C.

Sei C' € R gegeben. Dann wéhlen wir ny € Ny, sodass ng > 2C?%. Dann gilt fiir
alle n > ng

ansz\/ZZ\/T;O>C'

Die Folge (W) N konvergiert also bestimmt gegen oo.
n€Ng

5.3. Konvergenz einer Reihe Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen konvergieren:

k!)? n (k)2
(a) (%) die zur Folge (k) gehorige Reihe, also die Folge | > (k)
(2k)! — (2k)!

keNo k=0 neNg

Tipp: Verwenden Sie das Quotientenkriterium.
k!
(b) die zur Folge <k> gehorige Reihe
k keNp

Tipp: Verwenden Sie das Quotientenkriterium.

(c) (%) die zur Folge (kpzk>keN gehorige Reihe, wobei z € C, sodass |z| < 1, und
0
peN

Tipp: Verwenden Sie das Wurzelkriterium und Aufgabe 5.2(b)!

—1)*
(d) die zur Folge | ay := (=1) gehorige Reihe
2k +1 keNo

Tipp: Verwenden Sie ein Konvergenz-Kriterium aus der Vorlesung.

Losung.
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(a) Sei

(k1)
(2k)!"

ap =

Wir betrachten den Grenzwert

apir| (k+ 1D (2k)!

B | TR R O (R

k—o00

Qg
Dies vereinfacht sich zu

(k+1)2 . kK +2k+1
1m = 11m -———————=.
k—oo (2k +2)(2k + 1)  k—oo 4k? + 6k + 2

Der Term hat den gleichen Grad im Zahler und Nenner, also betrachten wir das
Verhalten des fiihrenden Koeffizienten:

Da der Grenzwert i < 1 ist, folgt aus dem Quotientenkriterium, dass die Reihe
absolut konvergiert.

(b) Sei

k!

ag

Wir wenden das Quotientenkriterium an und berechnen

Q1] (k+1)!  K*

S e B S

k—oo

Qg

Dies vereinfacht sich zu

im i () S (YY) S (1 D) 2 (i (14 1))
i e =i () =it ) = () = (m () )

Da (1+1)" = e fi
a —i—k) = e fiir k — oo, folgt

1
=-<1
e

Qp+1
ay

lim
k—oo

Somit konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.
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(c) Sei
ap = kP2*,  wobei |2| < 1.
Wir wenden das Wurzelkriterium an:
1 k — 1 k vy k — 1 o D . K k — i p/k .
A, Vel = i YA7IeL = i Vi 1l = T Rl
Da kP/* — 1 fiir K — oo und |z| < 1, ergibt sich
. k o
kh_}rgo lag| = |2| < 1.

Somit konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

(d) Die Reihe ist gegeben durch

S D
=2k +1
Dies ist eine alternierende Reihe der Form 3°(—1)%b;, mit by, = #H Da ﬁ — 0

fir & — oo und (b)) monoton fallend ist, erfillt die Reihe die Bedingungen des
Leibniz-Kriteriums. Somit konvergiert die Reihe.

5.4. Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge, harmonische Reihe
divergiert, (-Reihe
(a) (x) Wir definieren die Folge (xy)gen, durch

[ 3R, falls 4]k,
U= —37%  sonst.

Zeigen Sie, dass die Folge

n
(an = Z .Tk>
k=0 neNg

konvergiert.
Tipp: Verwenden Sie das Cauchy-Kriterium.

(b) Sei (a,)nen, eine Folge in RY. Formulieren die Verneinung der Aussage, dass
(an)nen, €ine Cauchy-Folge ist, so um, dass darin keine Negation = mehr vor-
kommt. Verwenden Sie dazu Quantoren.
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(c) Zeigen Sie, dass die harmonische Reihe keine Cauchy-Folge ist.

Bemerkung: Wir haben uns das schon in der Vorlesung iiberlegt. Das Ziel
dieser Aufgabe ist, diese Uberlegungen zu prézisieren.

(d) Zeigen Sie, dass die harmonische Reihe divergiert.
Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

(e) Wir definieren die ¢-Reihe fiir s € R als die zur Folge (ak = kfl&)ke% gehorige
Reihe, d. h. die Folge (i ;) . Zeigen Sie, dass fir jedes s € (—o0, 1] die
(-Reihe fiir s divelrgiert.k:1 ne

Losung.

(a) Wir zeigen, dass (ay,)nen, eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ > 0. Geméss dem Archi-
medischen Prinzip gibt es ein ng € Ny, sodass

Un Z —.
5
Gemass der Bernoullischen Ungleichung gilt 3™ = (1 4+ 2)™ > 1 4 2ny, also

1
37" < <e. 2
o 1 + 27’10 c ( )

Seien m,n € Ny, sodass
n >m > ng.

Es gilt a,, —a,, = >°;_,, .1 7x. Mittels der Dreiecksungleichung folgt daraus, dass

n

lan = am| < D7 |l

k=m+1
— zn: 3k
k=m+1
37(m+1) _ 37(n+1) .
— T (Uberpriifen Sie das!)
3
o 3m=3"
N 2

<3 (da m > ny)
<e (gemaéss (2)).

Daher ist (a,)nen, eine Cauchy-Folge. Darum konvergiert die Folge (ay,)nen,
gemass einem Satz aus der Vorlesung.
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(b) Wir definieren die Aussage P((ax)ken,), dass (ax)ren, eine Cauchy-Folge ist wie
in der Vorlesung als

P((ay)ren,) := Ve € (0,00)3ng € NoVm,n € Ny : m,n > ng = |a, —a,| < e.

Die Verneinung davon ist

—P((ar)ren,) < — (Ve € (0,00)Ing € NoVm,n € Ng: m,n > ng = |ay, — a,| <€)

& Je € (0,00) :

< Je € (0,00)

< Je € (0,00)Vng € Nodm,n € Ny : = (m,n > ng = |a, — a,| <€)
(0,00)
(0,00)

& Je e Vng € Nodm,n € Ng: m,n > ng A =lay, —a,| < e
& Je e Vng € Nodm,n € Ng: m,n > ng A |a,, — a,| > ¢.

)

Y

(c) Die harmonische Reihe ist gegeben durch:

Wie in der vorherigen Teilaufgabe hergeleitet zeigen wir, dass es ein € > 0 gibt,
sodass fir jedes ng € Ny ein m,n > ng existiert mit |a,, — a,,| > €. Wahlen wir

€= i und setzen m = 2ng und n = ny, dann gilt:

2ng 1 2ng 1 no 1 1
|a2n — Qp, | = Z — Z Z —_—— = = > -
’ ’ k=ng+1 k k=no+1 2np 2ng 2 4

Somit ist (ay,)nen keine Cauchy-Folge.

(d) Nach dem Cauchy-Kriterium ist eine Folge in R? konvergent genau dann wenn
sie eine Cauchy-Folge ist. Da die harmonische Reihe keine Cauchy-Folge ist,
konvergiert sie demnach auch nicht.

(e) Seing € Ny gegeben. Wir wéihlen € = § und setzen n = ng und m = 2ny. Dann

gilt:
2ng 1 no 2ng 1 2ng 1 2ng 1
- 12w Z > oz X [z X 5o
ks k=nop+1 ks k=no+1 (2”0) k=no+1 2”0
2710 2~
Dabei haben wir gebraucht, dass ki > % fir s € (—o0, 1]. Die Folge konvergiert

also nicht.
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5.5. Konvergenzradius einer Potenzreihe Berechnen Sie den zur Koeffizien-
tenfolge ¢ = (¢x)ren, gehorigen Konvergenzradius, d. h. den Konvergenzradius der

n
Potenzreihe z Z ckzk> fir (cx)ken, gegeben durch
k=0 neNg

(a) ¢x := 1 (Das entspricht der Potenzreihe z — (Z zk> , also der geometri-
k=0 neNg
schen Reihe.)

(b) () = oy

k!
(c) = o
(d) cxp:=k? firpe N

Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 5.2(b)

k!

1
(e) (%) ¢ := — (Das entspricht der Potenzreihe z +— <Z > , also der
neN
Exponentialreihe.) ’

Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 5.2(c).

" k!
(f) Konvergiert die Folge (Z k‘k> ?
neNp

k=0

(g) Gibt es ein z € C, sodass |z| > 1 und die geometrischen Reihe (Z zk)
neNp

konvergiert?
n Zk
(h) (*) Fir welche z € C konvergiert die Exponentialreihe (Z ) ?
n€eNp

Losung.

(a)

1 1 1 1
lim supy_,o /|cx]  HMSUPL o V1o limsupy 11
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(b)

1 1 1
p = et g -
lim supy o /sl limsupy oo ¢f|k7F limsupy o VEE
1

= — = — = 0o (Nach der Konvention aus dem Skript).
lim supy,_,, kK~ 0

(c) Wir schauen mittels Quotientenkriterium, wann die Potenzreihe z +— (ZZ:O ]’:—,sz) N
n€Ny
konvergiert.
y (k+ DI R Kk ol k)"
im su =limsup |-——7| = |#|limsup | ——
2] _ 2]
- ko k
lim supy,_, o (%) lim sup,_, o (1 + %)
_
=

Die Reihe konvergiert also, wenn |z| < e und divergiert, wenn |z| > e ist. Der
Konvergenzradius p ist also gegeben durch

p=e.
(d)
1 1 1
p = = = =
lim supy,_, o M limsup,,_,. «/|k?| lmsup, . Vv kP
B 1 B 1 1
limsup,_,.. V&  (limsup, . Vk)P 1 '
(e)
1 1 1
lim sup;,_, o M lim supy,_, oo /]3] lim supy, %

1
=5=® (Nach der Konvention aus dem Skript).

(f) In Teilaufgabe (¢) wurde gezeigt, dass der Konvergenzradius der Koeffizientenfol-
ge cp = ,’:—,l durch die Eulersche Zahl e gegeben ist. Die in der Aufgabenstellung
gegebene Folge ist dabei ein Spezialfall der Potenzreihe mit z = 1. Da das
innerhalb vom Konvergenzradius liegt, konviergiert die Folge.
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(g) Nein, nach der Definition vom Konvergenzradius divergiert z — (ZZ:O ckzk) N
neNg

fur alle |z| > p. Aus Teilaufgabe (a) ist bekannt, dass der Konvergenzradius der
gegebenen Folge p = 1 ist. Daher kann es kein z € C geben, sodass die Reihe
konvergiert.

(h) Der Konvergenzradius p der Exponentialreihe ist gegeben durch p = co. Sie
konvergiert also fiir alle z € C.
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5.6. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Sei a,, definiert durch

ay = 5153?1'“ n =3k+2 fir k >0,
% n =3k + 3 fir k > 0.

Welche der Aussagen gilt?

(i) lim, . a, existiert.

(ii) liminf, . a, existiert.

(iii) limsup,,_, . a, =1+ ,/1/12

(b) Sei (ax)ren eine reelle Folge. Dann ist die Folge (b, )nen, Wobei b, = supys,, an,
monoton fallend und die Folge (¢;,)nen, wobei ¢, = infy>,, a,, monoton wachsend.

(i) Wahr
(ii) Falsch

(c) Die Harmonische Reihe 1+ 3+ 41 +... ist
(i) Konvergent
(ii) Divergent

Losung.

(a) (i)

(b) (i)

(c) (ii)
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