D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 9 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

9.1. Differenzierbarkeit, Ableitungen, Summen-, Produkt-, Quotienten-,
Kettenregel, Umkehrsatz Zeigen Sie, dass jede der folgenden Funktionen differen-
zierbar ist. Berechnen Sie ihre Ableitung.

(a) (%) (reelle Exponentialfunktion) exp : R — R
Tipps:

o Seien g € Rund h € [—%, %} \ {0}. Wir bezeichnen mit Q(h) den verscho-
benen Differenzenquotienten ! von exp zu xg, ausgewertet in h. Schreiben
Sie (h) mittels des Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion als

Q) = esplen)(1 + k), ani=3

o Schéatzen Sie |ay| durch eine geometrische Reihe nach oben ab.
« Zeigen Sie, dass Q(h) — exp(zo) fiir h — 0.
(b) (*) (Produkt) f:R — R, f(z) == xe”
Tipp: Leibnizregel = Produktregel
(c¢) (Produkt) f: R — R, f(z) :=zlogx

Bemerkung: In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass der natiirliche Loga-
rithmus log :]0, co[— R differenzierbar ist mit Ableitung gegeben durch eine
bestimmte Funktion. Sie diirfen das verwenden.

Tipp: Leibnizregel = Produktregel

(d) () [ R\{1} >R, fz):="F1

rz—1

Tipp: Quotientenregel
(e) (Potenzfunktion) p, : R — R, p,(z) :==2" firn € N
Tipps:

¢ Induktion

lsiehe Vorlesung
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e Fiir n =1 ist p; = id linear, also affin. Wir haben diesen Fall schon in der
Vorlesung behandelt.

o Wenn Sie den allgemeinen Fall zu schwierig finden, betrachten Sie dann
zuerst die Falle n = 2, 3.

(f) (Polynom) p: R — R, p(z) := X7_, apx® fiir ag,...,a, € R
Tipps:
o Teilaufgabe (e)
o Produkt- und Summenregel fiir Differenzierbarkeit und Ableitungen
o Induktion

o Wenn Sie den allgemeinen Fall zu schwierig finden, betrachten Sie dann
zuerst das Polynom p(z) := 222 + x.

—n

(g) (Potenzfunktion mit negativem Exponenten) p_,, : R\ {0} = R, p_,(z) ===
firn e N

Tipps:
o Teilaufgabe (e)

o Quotientenregel

(h) tan := U R, wobei
cos

Bemerkung: Sie diirfen verwenden, dass die Kosinus- und die Sinusfunktion
differenzierbar sind mit Ableitungen gegeben durch bestimmte Funktionen.

Tipp: Verwenden Sie eine Rechenregel fiir Ableitungen.

22

(i) (*) (gauBsche Glockenfunktion) f: R = R, f(z) :=e =

Tipp: Kettenregel

G) FR R fa) e e e o)

Tipp: Kettenregel
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(k) (Exponentialfunktion zur Basis b €]0, 00[) := exp, : R — R, exp,(z) := b* :=
exp (a: log(b)) — @ log(b)

Tipps:
o Kettenregel
e Leibnizregel = Produktregel
o Teilaufgabe (a)
(1) (%) n-te Wurzelfunktion g/ :]0, 00[—=]0, oo fir n € N
Tipps:
o Umkehrsatz

o Teilaufgabe (e)

(=1)

(m) (%) (Logarithmus zur Basis b €]1,00[) := log, := exp; ' := exp, ' :im(exp,) =

10,00[— R
Uberlegen Sie sich zuerst, dass exp, : R —]0, oo bijektiv ist.
Bemerkung: Sie diirfen dazu verwenden, dass exp : R —]0, co| bijektiv ist.
Tipps:
o Umkehrsatz
o Teilaufgabe (k)
(n) Arkustangens := (Umkehrfunktion des Tangens tan : }—g, g{ — R) = arctan :=
tan~! : R — }—g,g{
Uberlegen Sie sich zuerst, dass tan : }—g, g{ — R bijektiv ist.
Tipps:
o Umkehrsatz
o Teilaufgabe (h)

o Schreiben Sie tan’ in der Form tan’ = ¢ o tan fiir eine bestimmte Funktion
®.

Losung.
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(a) Seien zp € R und h € { > 5] \ {0}. Wir bezeichnen mit Q den verschobenen
Differenzenquotienten von exp zu xy. Gemaéss einem Beispiel in der Vorlesung

(geometrische Reihe) gilt

< n 1 l 1 )
Z () — =2 fir n — oo.
2 1-—
n€eNg

=0

1 ¢ : : n ht
Da |h| < 3, gllt £+2)' < (5) . Daraus folgt, dass die Reihe (Zezo m)

konvergiert mit Grenzwert
n hf
an = 2 g —J%Z( ) -2

Es gilt:
n hkz

k=0
h e; (0 +2)!
— 1+ aph flir n — oo.

Daraus folgt, dass

exp(h) — 1
h

(Warum?) Es gilt:

=1 —|—6th.

2)! neNp

(1)

) h (¢ spielt die Rolle von k — 2.)

(2)

exp(zo + h) = exp(zo) exp(h) (geméss dem Additionstheorem)  (3)

~ .. exp(zg+ h)—exp(wo)
Q) = !

= exp(zn) ZP L (egen (3)

= exp(xo)(1 + aph) (gemiss (2))
— exp(xp) fir h — 0 (wegen (1))

Also ist exp an der Stelle z( differenzierbar mit Ableitung

exp'(z9) = exp(o).

(b) Wir definieren die beiden Funktionen g(z) = x und h(z) =

f(z) = g(x)h(z). Mittels der Produktregel folgt, dass

f'(z) =4 (x)h(x)+glx)h'(z) =1-e"+x-e" = (1 +x)e”
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(c) Wir definieren die beiden Funktionen g(z) = = und h(z) = log(z). Dann ist
f(x) = g(z)h(z). Mittels der Produktregel folgt, dass

F(2) = ¢ ()h(z) + g(a)W () = 1 - log(z) + - i — 1+ log(x).

(d) Wir definieren die beiden Funktionen g(z) = 2 + 1 und h(z) = z — 1. Dann ist
f(z) = %. Mittels der Produktregel folgt, dass

fla) = Y@@ —g@h(@) 1@ =) @411 =2
h(ﬂ?)z (iL‘ o 1)2 (23 — 1>2.

(e) Behauptung: p/,(z) = nz"!.

Induktionsbasis: n = 1. Dann ist p,(z) = L(z) =1=1-2'"%
Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass p/,(z) = nz""!. Dann ist mit der
Produktregel
d d d d . i
Do () = %(Jln+1) = %(xx”) = %(x)x"+x%(x") = 2" +z-nz" "t = (n+1)2"™.

(f) Behauptung: DieAbleitung ist gegeben durch
plz) =" kaa" .
k=1

Wir beweisen die Formel durch vollstdndige Induktion iiber den Grad n des
Polynoms.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist p(z) = aop, ein konstantes Polynom. Die
Ableitung ist

was mit der Summenschreibweise >, kaix®~1 ibereinstimmt, da die Summe
leer ist.

Induktionsvoraussetzung: Sei die Formel fiir ein Polynom vom Grad n richtig:

p(x) = Z apz® = p'(z) = Z kapz* .
k=0 k=1
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Induktionsschritt: Wir zeigen, dass die Formel auch fiir ein Polynom vom
Grad n + 1 gilt. Sei

q(z) = p(x) + anp1z"",

wobei p(z) = Y7_, axz” ein Polynom vom Grad n ist. Die Ableitung von ¢(x)
ist

/ / d n
¢(2) = /() + 5 (anaa™),

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt fiir p/(x):
Pz)=> kapa" .
k=1

Die Ableitung des neuen Terms a,, 2" ist:

d
@(anﬂﬂinﬂ) = (n+ 1)ap2".

Zusammen ergibt sich:

n n+1
q(z) = Z kapz"™™ + (n 4+ 1)ap 2™ = Z kagz 1.
k=1 k=1

Damit ist die Formel auch fir n 4+ 1 bewiesen.

(g) Wir schreiben 7" als den Kehrwert von 2™ und bekommen mit der Quotien-

tenregel
d d -1
p/_n(x) = ii = %1 - 1 %mn = _nx" = —nl'_n_l
dr (:L‘n)Q xr2n
(h) Wir verwenden, dass sin’ = cos und cos’ = — sin. Dann folgt aus der Quotien-

tenregel, dass

sin’(x) cos(z) — sin(x) cos’(x)  cos(x) cos(x) — sin(z)(— sin(x))

tan’(z) = cos?(x) N cos?(z)
_cos®(z) +sin®(z) cos*(x) _ an®(z
- cos?(x) =t sin(z) L+ tan(a).

(i) Wir definieren g(z) = e* und h(z) = —%. Dann ist f(x) = g(f(z)) und somit
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(j) Wir wenden die Kettenregel mehrere male an und bekommen

d e® d T et d T eT - T
/ o e _ e e _ T e e _ ze” e
f(:z:')——dxe (dxe >e ((dwe )e >e e"ef e’ .

(k) Wir definieren f(z) = e* und g(z) = zlog(b). Dann ist b* = f(g(x)) und mit
der Kettenregel folgt, dass

d

Do = L p(g(a)) = ¢ @)1 (9(x)) = ogD)e™*#®) = log(b)"

(1) Die Wurzelfunktion ist streng monoton wachsend. Wir konnen also den Um-
kehrsatz anwenden. u/ ist die Umkehrfunktion von f (x) = 2". Die Ableitung
ist also gegeben durch

d 1 1

V)= = :lxl_Tn
iV = Fm T atgar T T at

(m) Wir zeigen zuerst die Bijektivitat der Exponentialfunktion zur Basis b.

1. Surjektivitat: Fir jedes y €]0, oo existiert ein x € R, sodass exp,(z) = b* =
y. Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass b* fiir + — —oo gegen 0 strebt und
fiir x — oo gegen oo divergiert. Da exp, stetig und streng monoton wachsend
ist, nimmt sie jeden Wert in ]0, co[ genau einmal an.

2. Injektivitat: Sei 1,22 € R und exp,(x1) = exp,(x2). Dann gilt b™* = b*2.
Wegen b > 1 und der Monotonie von b* folgt x1 = x9. Damit ist exp, injektiv.

Da exp, sowohl injektiv als auch surjektiv ist, ist sie bijektiv.

Wegen dier Bijektivitat von exp, konnen wir den Umkehrsatz verwenden um
die Ableitung vom Logarithmus zur Basis b zu berechnen:

1 - 1 o
expj(exp, '(z))  log(b) exp,(log,(x)) — log(b)x

logy(z) =

(n) Wir zeigen zunichst die Bijektivitdt vom Tangens auf dem Interval }—g, g[

1. Surjektivitat:

Wir miissen zeigen, dass fiir jedes y € R ein x € }—g, g[ existiert, sodass

tan(z) = y. Der Tangens ist auf } — 7 g[ streng monoton wachsend, und seine
Grenzwerte sind:

lim tan(z) = —oo, lim tan(z) = oco.
z——IF a2~
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Da tan(x) stetig ist, nimmt sie durch den Zwischenwertsatz jeden Wert y € R
genau einmal an. Somit ist tan surjektiv.

2. Injektivitat:
Seien x1, 9 € }—g, g{ und tan(z;) = tan(zz). Wegen der strengen Monotonie
von tan folgt 1 = x5. Damit ist tan injektiv.

Da tan sowohl injektiv als auch surjektiv ist, ist er bijektiv.

Wir wenden also den Umkehrsatz an um die Ableitung zu bestimmen und
bekommen

1 1 !
t / _ — f— .
arctan’(z) tan’(arctan(z)) 1+ tan®(arctan(z)) 1+ 22
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9.2. Anwendungen des Mittelwertsatzes: strenge Monotonie, gewohnliche
Differentialgleichung

(a) () (Ableitung in einem Punkt) Wir betrachten die Funktion
Fi0,1] =R, flz):=e" =),
Zeigen Sie, dass es eine Zahl z( €]0, 1] gibt, sodass f(zo) = e — 1.
Frage: Konnen Sie ein solches xgy berechnen?

Tipp: Falls nicht, verwenden Sie dann einen Satz aus der Vorlesung, der besagt,
dass es einen Punkt z( gibt, sodass f’(x) eine bestimmte Gleichung erfiillt.

(b) (*) (strenge Monotonie) Sei n € N. Zeigen Sie, dass die Potenzfunktion p_,, :
10,00[— R, p_,(x) := x™™, streng monoton fallend ist.
Tipps:
o Korollar zum Mittelwertsatz (verschwindende Ableitung impliziert Kon-
stanz, positive Ableitung strenges Wachstum)

» Aufgabe 1(g)

(c) (gewohnliche Differentialgleichung) Fiur n € Z definieren wir p, :)0,00[—
R, pn(x) := 2" Sei f :]0, 00[— R eine differenzierbare Funktion, sodass

fepaf. an  f@="" ver\
Zeigen Sie, dass

f=f@p dh o fz) = f(1)z, Vo € R\ {0}.

Tipp: Argumentieren Sie wie in einem Beispiel in der Vorlesung (Mittelwert-
satz, gewohnliche Differentialgleichung). (Wir haben dort ein Korollar zum
Mittelwertsatz angewendet.)

Losung.
(a) Wir berechnen die Ableitung von f mit der Kettenregel als
F(x) = 2ze®.

Diese Funktion kénnen wir nicht nach x umformen und somit ist es unmoglich

das x zu berechnen. Allerdings ist f eine Verkniipfung von stetigen Funktionen

und somit selbst stetig. Gleiches folgt fiir die Differenzierbarkeit der Funktion.

Aus dem Mittelwertsatz folgt also, dass ein xy €]0, 1] existiert, sodass
FO-fO) et

flo)==—F—g—=—1 =¢
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(b) Die Ableitung der Potenzfunktion ist gegeben durch

Poa(w) = —na L

Da wegen dem Definitionsbereich von p_, = > 0 ist, wissen wir, dass 27"~ > (
und somit p’  (r) = —nx™"! < 0 ist. Also ist —p/_, (z) > 0 und nach dem
Korrolar zum Zwischenwertsatz streng monoton wachsend. Und wenn —p’ ()
streng monoton wachsend ist, muss p’ , (z) streng monoton fallend sein.

(c) Wir definieren

o@) =1 hx) = f@a) = T2 e ool

Die Funktion g(x) ist nach Aufgabe 9.1)g) differenzierbar mit
1

g'(x) = T

Da h(xz) = f(z)g(z) ein Produkt ist, ist h(z) differenzierbar und wir kénnen
die Produktregel anwenden:

K () = F@) + 109 @ =12 24 pwy - (~5) =0

T

Da h/(xz) = 0, ist h(x) konstant, d.h., es gibt ein ¢ € R, sodass
h(x) =¢, Yz €]0,00].

Insbesondere gilt:

h(l)=c = f(11>:c = c= f(1).

Da h(z) = L&) yonstant ist, folgt:

= f(1), Vz €0, 00l
Multiplikation mit x liefert:

flz)=f()x, Vx€]0,00].

10/16



D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 9 HS 2024

9.3. Konvergenz des Quotienten zweier Funktionen, “unbestimmter Grenz-
wert der Form %”, Regel von Bernoulli-de I’'Hospital Fir jede der folgenden
Funktionen h : R\ {0} — R zeigen Sie, dass h an der Stelle zy := 0 von rechts
konvergiert und berechnen Sie lim,~ o h(z).

Tipp: Versuchen Sie, eine der folgenden Methoden anzuwenden:
o Definition der Ableitung
» Quotientenregel fiir Konvergenz von Funktionen an einer Stelle:

Seien X CR", f,g: X = R, 29 € X, sodass f und g an der Stelle ¢ gegen 1
und zg konvergieren und zg # 0. Dann konvergiert g an der Stelle xy gegen i’—g

» Regel von Bernoulli-de I’'Hospital

Bemerkung: Sie diirfen verwenden, dass die Kosinus- und die Sinusfunktion differen-
zierbar sind mit Ableitungen gegeben durch bestimmte Funktionen.

() () () =

(b) (5) hla) i= 5

(€) (¥ hlw) = 5

(@) h(e) ==

ORI —

(f) h(z) := fojz (Wir definieren diese Funktion auf R\ {—1}.)
(8) hia) = 2

Losung.

0

(a) Fiir x \, 0 liegt ein unbestimmter Grenzwert der Form § vor. Wir wenden die

Regel von Bernoulli-de I'Hospital an:

lim h(z) = lim = lim
zN\0 N0 T z\,0

Dabher gilt: lim,\ o h(z) = 1.
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(b) Der Zéhler und Nenner sind an der Stelle x = 0 endlich, daher wenden wir die
Quotientenregel an:
~ limg (2 + 1) 1

limo(z2+1) 1

}31{% h(zx)

Somit ist lim,\ o h(z) = 1.

(c) Auch hier liegt ein unbestimmter Grenzwert der Form %

Bernoulli-de ’'Hospital:

1 1
lim h(z) = lim L~ lim = = 1.
2\0 a\Osinz  2\0cosx  cos(0)

vor. Mit der Regel von

Somit ist lim,\ o h(z) = 1.

(d) Fiir z N\, 0 ergibt sich erneut die Form 3. Wir wenden die Regel von Bernoulli-de
I’Hospital an:

lim h(z) = lim i —lim &
z\0 z\0 sinz 2\0 Ccosx
Fir x \ 0 ergibt der Zahler 2 und der Nenner 1, also:
2
limh(z) = - = 2.
\0 1

Somit ist lim,\ o h(z) = 2.

(e) Fiir z N\, 0 ergibt sich wieder die Form 3. Wir wenden zweimal die Regel von
Bernoulli-de I’Hospital an:
2z .2 2

lim A(z) = lim im—=- =2
2\0 z2\0 e* — 1 z\0 % 1

Somit ist lim,\ o h(z) = 2.

(f) Der Zahler und Nenner konvergieren beide gegen endliche Werte. Wir wenden
die Quotientenregel an:
limynpgcosz  cos(0) 1

lim h(z) = = =_=1
) = o 2) - 140 1

Somit ist lim,\ o h(x) = 1.

(g) Fiir N\, 0 liegt ein unbestimmter Grenzwert der Form 2 vor. Mit der Regel

0
von Bernoulli-de 'Hospital:

—sinx

lim A(x) = lim

lim lim ——=- sin(0) = 0.

Somit ist lim,\ o h(x) = 0.
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9.4. Umkehrsatz
Die Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus, Cosinus hyperbolicus und Tangens hyper-
bolicus sind definiert auf R durch

x —Xx

sinh(zx) := %,
cosh(x) := e+2€,
tanh(z) := S

er+e "

(a) Berechnen Sie die Ableitungen der Funktionen sinh(x), cosh(z) und tanh(z)
auf R.

(b) Sei f eine der obigen Funktionen. Bestimmen Sie
It ={x eR; f'(x) >0}

und bemerken Sie, dass fiir alle drei Funktionen /¢ ein Intervall ist.
(c) Skizzieren Sie die Graphen der drei Hyperbelfunktionen.

(d) Benutzen Sie den Umkehrsatz um zu zeigen, dass die drei Hyperbelfunktionen
auf den entsprechenden Bereichen I bijektiv sind.
Man schreibt die Inverse der Hyperbelfunktionen als

arsinh = (sinh) ™, arcosh = (cosh)™!, artanh = (tanh)'.

Bestimmen Sie die Definitionsbereiche von arsinh, arcosh und artanh.

(e) Bestimmen Sie die Ableitungen von arsinh, arcosh und artanh (als Funktionen
der Hyperbelfunktionen und ihren Inversen).

(f) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen arsinh, arcosh und artanh.

Losung.

(a)
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(b)

(d)
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Aus der Teilaufgabe a) sehen wir, dass sinh’(z) > 0 fiir alle z € R, also
Ignn = R.
Aus der Formel cosh'(z) = 3(e” — e™") schliessen wir:
cosh’ () > 04> e > e * < x>0,
also gilt
Iosh = {x € R;z > 0} = (0, 00).

Da fiir alle x € R:

ef+e P >et—e ",
gilt

tanh(z) <1 Vz eR.

Mit der Formel in Teilaufgabe a) schliessen wir also

Itanh =R.

Eine Skizze der drei Hyperbelfunktionen finden Sie auf Seite 91 im Vorlesungs-
skript.

Da sinh, cosh und tanh auf R differenzierbar sind, folgt aus dem Umkehrsatz,
dass sie auf den entsprechenden Intervallen I, aus der Teilaufgabe b) invertierbar
sind.

Die Definitionsbereiche der Inversen ist die Bildmenge der jeweiligen Funktion
auf dem Intervall Iy, also f(Iy).

Da lim, , , sinh(z) = —oo und lim,_,, sinh(z) = oo, schliessen wir dank dem
Zwischenwertsatz, dass sinh(R) = R.

Da cosh(0) = 1 und lim,_,, cosh(z) = oo und cosh auf dem Intervall I..g, =
(0, 00) monoton wachsend ist, schliessen wir cosh((0,00)) = (1, 00).

Es gilt [e” — e ™| < e® + e fur alle € R, also |tanh(z)| < 1 auf R. Da
lim, ,  tanh(z) = —1 und lim,_,,, tanh(z) = 1, schliessen wir, dass tanh(R) =
(—1,1).

Also gilt:

Darsinh = R7 Darcosh = (17 00)7 Dartanh = <_17 1)
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(e) Aus dem Umkehrsatz folgt, dass

arsinh’(z) = ! = !
~ sinh’(arsinh(z))  cosh(arsinh(z))’
W () 1 1
arcosh’(z) = —
cosh’(arcosh(z))  sinh(arcosh(z))’
und
1 1 1
artanh’(x) =

" tanh'(artanh) 1 — tanh(artanh(z))? 1 — a2’

(f) Eine Skizze der Inversen der drei Hyperbelfunktionen finden Sie auf den
Wikipedia-Seiten
https://de.wikipedia.org/wiki/Areasinus_hyperbolicus_und_Areakosinus_
hyperbolicus
und
https://de.wikipedia.org/wiki/Areatangens_hyperbolicus_und_Areakotangens_
hyperbolicus.
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9.5. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.
(a) Sei

f :=sinocososin :=sino(cososin) : R — R
Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
(i) f'(x) = —cos(z) sin(sin(z)) cos(cos(sin(x)))
(ii) f'(z) = cos(z) sin(x) cos(x)
(iii) f'(z) = — cos(sin(— cos(x)))
(v) f'(z) = — cos(x) cos(sin(x)) sin(cos(sin(x)))

(b) Welche der folgenden Ableitungen sind korrekt? (Mehrere Antworten konnen
korrekt sein)

(i) di log(2x) = 210g(a:)916, Vz €0, 00|
(ii) (exposin)’ = (exp osin) cos

(iii) (/osin) (z) = L wier

2,/cos(z)

(c) Essei f: R — R eine stetige Funktion, die an jeder Stelle in R differenzierbar
ist. Weiter sei f(0) = 0 und f(1) = 1. Dann existiert ein x € [0, 1] mit f'(z) = 1.

(i) Wahr
(ii) Falsch
Losung.
(a) (i)
(b) (i)
(©) (i)
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