D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 10 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

Die folgende Aufgabe ist Teil einer Proposition in der Vorlesung.

10.1. hyperbolische Funktionen Zeigen Sie die folgenden Identitéten:
(a) cosh(x) = Cos(iz), Vz € R

Tipp: Verwenden Sie die eulersche Formel fiir komplexe Zahlen und die Identi-
taten Cos(—z) = Cos z, Sin(—z) = —Sin z, Vz € C.

(b) isinh(z) = Sin(iz), Vo € R
Tipp: Siehe (a).
(c) (“hyperbolischer Pythagoras”) cosh?z — sinh®z = 1, Vo € R
(d) (Additionstheorem fiir cosh) cosh(z+y) = cosh x cosh y+sinh z sinhy, Va,y € R
(e) (Additionstheorem fiir sinh) sinh(x+y) = sinh 2 cosh y+cosh x sinh y, Vz,y € R
Losung.

(a) Wir verwenden die Definitionen der hyperbolischen und der trigonometrischen
Funktionen sowie die Eulersche Formel. Fiir cosh(z) gilt:
cosh(x) = €+2€

Fir Cos(iz) mit der Eulerschen Formel erhalten wir:

i(ix) —i(ix) —z x
Cos(ix) = ¢ _;6 = ¢ ;6

Es folgt cosh(z) = Cos(ix).

(b) Analog verwenden wir die Definitionen von sinh(z) und Sin(iz). Fir i sinh(x)
gilt:

. et —e et —ie”
isinh(z) =1 - 5= 5

xT

Fiir Sin(iz) mit der Eulerschen Formel erhalten wir:

i(iz) _ —i(ix) - _ T - T s o—T
. . (& (& (& € € €
Sin(ix) = 5; - = 5

Es folgt i sinh(z) = Sin(ix).
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(c) Aus den Definitionen von cosh(z) und sinh(z) ergibt sich:

—z\ 2 2 -2
X X T 2 T
cosh?(x) = <€+6> 424

2 4 ’
9 et — et 2 eQm -9 + efo
inh?(g) = [ — | =——="°%
sinh®(x) ( 5 ) 1

Subtraktion liefert:

2x 2 —2x 2x 2 —2x
cosh?(x) — sinh?(z) = T 4+ c ¢ 4+ < 1

(d) Aus den Definitionen von cosh(z) und sinh(z) ergibt sich:

ef+e el +e ¥ etelteteVfe el e e
cosh(x) cosh(y) = 5 S 1

. . e —e el —e  e'e! —efeV —e e e eV
sinh(z) sinh(y) = 5 5 = 1 :

Mit e*t¥ = e%e¥ und e~ @Y = ¢=%¢~¥ erhalten wir:

2¢%Tel 4 e~ Ty z+y —(z+y)
cosh(z) cosh(y)+sinh(z) sinh(y) = ce +4 c et +2€ = cosh(z+y).

(e) Aus den Definitionen von cosh(z) und sinh(zx) ergibt sich:

T _ =T LY -y T Y T =Y =LY =T —Y
Sinh(x)cosh(y):e 26 € +2€ _ge tee 46 eV —e Te

x —T LY _ oY Y T,y T,y T,y
Cosh(x)sinh(y):e 26 € 26 _ge —¢€e +4€ ¢ —eteV

Mit e*t¥ = e%e¢? und e~ @t¥) = ¢~%e~¥ erhalten wir:

2¢TeY — Qe T~V zty _ o—(z4y)
sinh(z) cosh(y)+cosh(x) sinh(y) = € 1 cc_c 26 = sinh(z+vy).

10.2. hohere Differenzierbarkeit und Ableitungen (x) Sei n € Ny. Wir betrach-
ten die n-te Potenzfunktion p, : R — R, p,(z) := z". Zeigen Sie, dass p, fir jedes
k € Ny k mal differenzierbar ist und berechnen Sie seine k-te Ableitung.

Tipps:
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o Aufgabe aus der Vorlesung, die besagt, dass p,, differenzierbar ist und die eine
Formel fir die Ableitung von p,, angibt.

e Induktion

Losung. Behauptung: Fiir jedes k € Ny ist p, () = 2™ k-mal differenzierbar mit

n

n! —
pflk) _ ) oem® ¥ wenn k < n,
0 sonst.

Induktionsanfang: Fiir & = 0 leiten wir nicht ab und p{¥ (z) = 2".

Induktionsvoraussetzung: Angenommen, p,(x) = z" ist fiir ein beliebiges k € Ny
k-mal differenzierbar mit der Ableitung wie in der Behauptung.

Induktionsschritt: Fir k£ > n ist

d d
Rty — Ry — L
P @) = 2l (@) = S0 =0,

was mit der Behauptung iibereinstimmt. Fiir & = n ist

d d n! d
(n+1) _ (n) _ o om0y
P T) dztm (z) dx (n — n)!x dz 0

was auch mit der Behauptung tibereinstimmt. Es bleibt der Fall £ < n zu iiberpriifen:

d d nl n! d n!
(k+1) — = (k) - n—k _ =k _ —k n—k—1
P (@) dz’" (z) dx (n — k:)!aj (n—k)! dz" (n—k)! (n = k)
_ n! (B
(n—(k+1))!

10.3. Polynom, rationale Funktion, Exponentialfunktion, trigonometrische
Funktion glatt Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen glatt sind.

Tipps: Verwenden Sie:

» jeweils ein Beispiel aus der Vorlesung, gemass dem die Funktion differenzierbar
ist und das eine Formel fiir die Ableitung liefert

o Induktion

(a) jedes Polynom p: R — R
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(b) die rationale Funktion f : U — R fiir jedes Paar von reellen Polynomen p,q # 0
und U = q_l(R \ {O})

(c) (%) die Exponentialfunktion exp : R — R

(d) die trigonometrischen Funktionen cos,sin : R — R

Losung.

(a) Behauptung: Jedes beliebige Polynom p ist k-mal stetig differenzierbar fiir
jedes k € Ny und p® () ist wieder ein Polynom.

Induktionsanfang: Fiir k = 0 gilt natiirlich, dass p®(z) = p(z) ein Polynom
ist.

Induktionsvoraussetzung: Angenommen p(z) ist k-mal differenzierbar mit
Ableitung

mit a; € R.

Induktionsschritt: In Serie 9 wurde gezeigt, dass das Polynom aus der Inukti-
onsvoraussetzung differenzierbar ist. Wir haben also

£ pWa) = >t =Y

i=1

p* 0 (z) =
und somit selbst auch wieder ein Polynom ist. Die Behauptung ist somit bewie-
sen.

(b) Laut dem Beispiel zur Summen-, Produkt- und Quotientenregel der Ableitung ist
die rationale Funktion f : U — R differenzierbar und ihre Ableitung ist wieder
eine rationale Funktion f': U — R. Die Glettheit von rationalen Funktionen
folgt daraus mittels Induktion wie in der ersten Teilaufgabe.

(c) Die Exponentialfunktion ist differenzierbar und ihre Ableitung ist wieder die
Exponentialfunktion

exp’(z) = exp(x).

Die Glattheit folgt daraus mittels Induktion wie in der ersten Teilaufgabe.
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(d) Wir leiten die trigonometrischen Funktionen vier mal ab:

cosM(z) = —sin(x), Sin(l)( ) = cos(z)
cosP(z) = — cos(x), sin®(z) = —sin(x)
cos® (z) = sin(z), sin®(z) = — cos(x)
cos™®(z) = cos(x), sin® (z) = sin(z).

Nach vier mal ableiten erreichen wir also wieder die urspriingliche Funktion.
Die Glattheit folgt daraus mittels Induktion wie in der ersten Teilaufgabe.

Die folgende Aufgabe ist Teil eines Satzes, der in der Vorlesung behandelt wurde.

10.4. Ableitungen von Kosinus und Sinus, durch Potenzreihe definierte
Funktion ist gliedweise differenzierbar (x) Wir definieren

Cos Sin: C — C,

. i _ 2] g i 1) 25 +1
os( , in(
7=0 i 21+ 1)

Zeigen Sie, dass die eingeschrénkten Funktionen Cos|g : R — R und Sin |z : R — R
differenzierbar sind mit Ableitungen

(COS |R)/ = —Sin |R; (Sln |R)/ = Cos ’R'

Tipp: Verwenden Sie ein Korollar aus der Vorlesung (durch Potenzreihe definierte
Funktion ist gliedweise differenzierbar).

Bemerkung: In den Vorlesungsnotizen wird die Aussage auf eine andere Weise
bewiesen. Wir zeigen dazu mittels der Definition, dass die Funktion Exp(i+) : R — C
differenzierbar ist mit Ableitung i Exp(i+) und verwenden die eulersche Formel.

Losung.
(a) Fiir jedes k € Ny definieren wir
(=1

ap =4 (20+ 1)V
0, sonst.

wenn k = 2¢ + 1 fiir ein ¢ € N,

Sei x € R. Die Folge (ZZ:O akxk) . konvergiert. Dies folgt aus dem Quoti-
n€Ngp
entenkriterium fiir Reihen. Per Definition ist der Grenzwert der Sinus von =,

n

kf: apx” = lim Z arz® = sin(z). (1)

=0
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Fir jedes k € Ny definieren wir

wenn k = 2/ fiir ein £ € N,

0, sonst.

Sei x € R. Die Folge (Z}jzo bkxk) N konvergiert. Dies folgt aus dem Quotien-
n 0
tenkriterium fiir Reihen. Per Definition ist der Grenzwert der Kosinus von =,

> bt = lim > bya® = cos(z). (2)
k=0 e

Sei k£ € N. Wir haben

ko k1
B k(k—=1)! (k=1

und daher gilt kay = by_1. (Uberpriife das!) Es folgt, dass fiir jedes n € Ny gilt

n n—1
> kagz = ba™ (3)
k=1 m=0
(Der Index m spielt die Rolle von k — 1.)

Nach einem Theorem aus der Vorlesung (Potenzreihen sind differenzierbar)
konvergiert die Folge (22:1 kzakxkA) . Nach demselben Theorem und (1)

ne
ist die Sinusfunktion differenzierbar mit der Ableitung

n
sin’(z) = Jim > kagat !
k=1

n—1
= lim 2_:0 by ™ (unter Verwendung von (3))
= cos(x) (unter Verwendung von (2)),

wie behauptet.

(b) Dies folgt aus einem dhnlichen Argument wie in Teil ((a)), indem man die
Potenzreihe fiir den Kosinus termweise differenziert. (Mach es!)

10.5. Taylorpolynom, Restglied, Taylorreihe, Abschitzung des Fehlers
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(a) Wir betrachten das Polynom f: R — R, f(z) := 1+ z + 2 + 2°.

1) (*) Berechnen Sie das Taylorpolynom 17 _, von f m-ter Ordnung zum
Entwicklungspunkt o := 0, fir m =0, ..., 4.

2) Berechnen Sie das Restglied R},
3) Bestimmen Sie die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt xy := 0.

(b) Seien n,m € Ny und ay, . .., a, € R. Wir betrachten das Polynom
f:R—>R, f(zx) ::Zakxk.
k=0

1) Berechnen Sie T}, _,, das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung zum
Entwicklungspunkt x( := 0.

2) Berechnen Sie das Restglied R, _.
3) Bestimmen Sie die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt z, := 0.
(c) 1) (%) Fiir jedes m € Ny berechnen Sie das Taylorpolynom T3} , .

Tipp: Verwenden Sie, dass sin = Sin |g und dass Sin [g der punktweise
Limes einer Potenzreihe ist.

2) (%) Bestimmen Sie die Taylorreihe von sin zum Entwicklungspunkt zq := 0.
3) Zeichnen Sie sin auf dem Intervall [—g, g}

4) Zeichnen Sie Ty, , und T3, .

5) Was kénnen Sie iiber den Fehler der Taylorndherung in diesem Beispiel

aus Ihrer Zeichnung ablesen?

6) (%) Zeigen Sie, dass die Taylorreihe von sin zum Entwicklungspunkt xy := 0
auf dem Intervall [—1, 1] gleichméssig gegen sin konvergiert.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung (gleichméssige Konver-
genz der Taylorreihe gegen Limes einer Potenzreihe).

7) (%) Zeigen Sie, dass es fur jedes x €]0, 00 einen Punkt £ €]0, oo[ gibt,
sodass

3 siné

sinx =x— — +

6 o4 "

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung (Satz von Taylor,
Restglied in Lagrangeform).
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8) (*) Zeigen Sie, dass der Fehler der Taylorndherung fiir sin dritter Ordnung

um zo = 0, also das Restglied RS . _o(z) =sinz — T3 . _(z) =sinz —

x+ %3, die folgende Abschétzung erfiillt:

1‘3

sinr —x + —

6

$4

- R.
S op Vo €

9) Zeigen Sie, dass die Zahl % den Wert sin1 mit einer Genauigkeit von
mindestens i néhert, d. h.

nl-— 2 < —.
SETE =

501
’<

10) Zeigen Sie, dass es fiir jedes € €]0, 00| ein § €]0, 00| gibt, sodass gilt:

3

sinx—x+% < ¢glx?, Vo € [—0,9].

Tipp: Teilaufgabe 8) 8)

Bemerkung: Das bedeutet, dass T3 die Funktion sin in dritter

sin,zg=0
Ordnung um xy = 0 nahert.

11) Zeigen Sie, dass die Funktion

FiR\{0} =R,  f(z):= 6

an der Stelle ¢ = 0 konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

(d) Berechnen Sie das Taylorpolynom 72

sin,zo=7%"

(e) Wir betrachten f : R — R, f(z) :
T? .
f,x0=0

¢*". Berechnen Sie das Taylorpolynom

Losung.
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() 1)
T](”),xo:() = f($0) =1
Ty = F(0) + 1170}z —20) = 1+ 1(c — 0) = 1+

T2, o = f(z0) + —f'(z0)(@ — 70) + = fO (o) — )’

—1—1-1(1’—0)—1—;2(;1:—0) —lta+a

T2, = £(00) 4 11 7/0) (= 20) + O @) = a0)? + o O ) o = )’
:1+1(m—0)+;Q(x—0)2+26(90—0) =14 x4 2>+ 23

T} o = F(20) + 7o @)@ = 20) + 5 /P (w0) (& = 0)? + 5 F (o) — 20)°
—l-i!f()(xo)(x—xo)
b1z —0)+ 2(3:—0)2—1—16(:6—0)3—1—2140@—1:0)4
=1+z+2*+a°

Rf:co o—f—T;,ch:o:1+$+$2+$3—(1+x)=x2+x3.

3) Fiir k > 3 ist f*)(x) = 0. Wir haben also, dass

m f(k) (xO) min{m,3}
TfnyZO == <Z k' (. — mo)k = Z .k .
k=0 : meNy k=0 meNy

(b) 1) Die k-te Ableitung von f ist (nach Aufgabe 2) gegeben durch

n

d n
0 = g3
dat = i=k
Fir ¢ > n resultiert das in der leeren Summe und die Ableitung nimmt
den Wert 0 an. Evaluieren bei xq = 0 gibt

FB(x0) = 10 ﬁ:

1:k

0i-k {k:!ak wenn k£ <n
az

0 sonst.
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Einsetzen in die Formel fiir das Taylorpolynom gibt

m f(k) To min{m,n} k'ak min{m,n}
Tf,zo =0 = Z k?(' )(ZE - mO)k = Z ?l’k = Z akxk.
k=0 : k=0 k=0
2)
n i min{m,n} . n i
;‘r,Lx():O = f - T}ZZQ:O = Z arl — Z Al = Z apT”.
k=0 k=0 k=min{m,n}+1
3)

min{m,n}
Tf,x():O = ( Z ay * k)
meENy

k=0

(c) 1) Nach dem Beispiel in der Vorlesung ist das Taylorpolynom m-ter Ordnung
einer Potenzreihe gegeben durch die ersten m Terme der Potenzreihe. Da
wir haben, dass

o0

sin(x Z At = Z apx”

]*0

mit

k—1

o EU2 fip k ungerade

Qp =
0 sonst.

Das Taylorpolynom ist also gegeben durch

sm xo =0 — Z CLkl'

2) Die Taylorreihe ist die Folge von Taylorpolynomen und somit

m
(Z akxk> |
k=0 meENy
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3) Die Funktion x + sin(x) ist in blau gezeichnet:

4) Nun kommen die Taylorpolynome erster Ordnung (rot) und dritter Ordnung
(griin) dazu:

5) Die Néherung dritter Ordnung ist genauer als die Naherung erster Ordnung,.

6) Wie schon in Teilaufgabe 1) verwendet ist der Sinus gegeben durch eine
Potenzreihe. Laut dem Satz iiber die gleichméssige Konvergenz der Tay-
lorreihe gegen Limes einer Potenzreihe aus der Vorlesung konvergiert die
Taylorreihe vom Sinus also gleichméssig im Intervall E;(l‘g) wobei der Kon-
vergenzradius p in diesem Fall unendlich und xq = 0 ist. Also konvergiert
die Taylorreihe insbesondere auf dem Intervall [—1, 1] gleichméssig gegen
den Sinus.

7) Wir schreiben den Sinus als Taylorpolynom dritten Grades plus den Rest-
term.

3
sin(z) = T4, ,o—0 + R T — % + R?

sin,xg=0 — sin,xg=0"

Da der Sinus vier mal differenzierbar ist existiert nach dem Satz von Taylor
ein & € (z9,x) C (0, 00), sodass

) sin
g IO, @),

sin,xo=0 — 4|
Einsetzen in die vorherige Gleichung ergibt die gewiinschte Identitat

. 3 sin(§) ,
sm(x)—a:—g—l— o1
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8) Durch umformen der Gleichung aus Teilaufgabe 7) erhalten wir

sin(é) 4 sup sin(¢)
24 e 24

513’3

sin(z) — z + 5

1’4

<

1 4
_‘24;5

24"

9) Wir nehmen das Resultat aus Teilaufgabe 8) und setzen den Wert z = 1
ein.

3

)
sin(1) — 1+ 5

sin(1) — Gl

10) Wir wéhlen § = 24e. Dann gilt nach dem Resultat aus Teilaufgabe 8), dass

3
sin(z) —z + %

zt  Sz)?
<5 <

o 3
<9 Sy = ek

wobei in der zweiten Abschatzung verwendet wurde, dass |z| < 4.

11) Wir erinnern uns an die Definition der Konvergenz einer Funktion f : X —
Y an der Stelle xg gegen den Grenzwert A:

Ve>030>0Ve € X i |z —xo| <e = |f(z) — A] <.

Wir behaupten, dass A = lim,_,o f(z) = 0. Sei also € > 0 gegeben. Wir
wéhlen 6 = 24e.

(d)

(e) Die Ableitungen von f sind egeben durch

FOz) =€, FO@0) =1
FO(z) = 2ze” FfD0) =0
FO(z) = 26" + 422%™, f2(0) =2.
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Also ist das Taylorpolynom

2 2 fW
jkmﬂﬁ:g%75%$—$®

f(0 f(l)o f(2)0
=1+0+2?

=1+ 2

k
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10.6. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online via Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Welches der folgenden Polynome ist das Taylorpolynom der Ordnung 3 der
Funktion f im Punkt 07

f(z) == ze®
(i) z+a*+2°
(i) 1+z+2*+2°
(iii) =+ 2+ 3a°
(iv) 1+ + 2%+ Ja?

(b) Welches der folgenden Polynome ist das Taylorpolynom der Ordnung 4 der
Funktion f im Punkt 17

f(z) = xlog(x)
() (@ 1)+ 3 — 12— bz~ 1) + f(a— 1)’
(i) (= 1)+ 4 —1)? = Ja— 1) + Xz~ 1)f
(i) (x— 1)+ 3 — 1) = §a — 1) + Lz — 1)*
(W) (1) + 3o — 12— bz — 1) + 4z — 1)’

(c) Welches der folgenden Polynome ist das Taylorpolynom der Ordnung 4 der
Funktion f im Punkt 17

f(@) := zlog(x)*
(i) 0
(i) (z—1)*
(iii) (z —1)®
(iv) (z—1)*
Losung.

(a) (iii)

(b) (i)

(c) (iv)
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