D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 12 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

12.1. Stammfunktion, bestimmte und unbestimmte Integrale

(a) (%) Zeigen Sie, dass die Funktion f : [0,1] — R, f(x) := ¢*", eine Stammfunktion
besitzt.

Hinweis: Verwenden Sie Sétze aus der Vorlesung. Uberpriifen Sie dabei die
Voraussetzungen.

(b) Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale. Begriinden Sie Thre Rechnung.

Hinweis: Verwenden Sie Sitze aus der Vorlesung. Uberpriifen Sie dabei die
Voraussetzungen.

1
(*)/ 23 da
0
1
/ z* dx fir k € Ny
0
/aC e’ dy firx e R
0
/xexp = /xexp|[07x] firzx € R
0 0
0
(*)/ cos(y*)y dy firx € R
1
/ e evdx (e = ele))
0
1
/ (exp o exp) exp
0
/ t*dt fira € R, z €]0, 00|
1

Hinweis zum letzten Integral: Betrachten Sie den Fall @ = —1 separat.

(c) Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale.

(%) /pa, Pa: R =R, pu(z) := 27, fir a € [0, 00|

/pa, Pa : R\ {0} = R, p,(z) := 2, fir a €] — 00, 0]
(Hinweis: Betrachten Sie den Fall @ = —1 separat.)

(%) / (exp 42 cos) (Hinweis: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.)
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(d)
(e)
()

() [ \/11_7@3
/ ] +11x2dx
| et

1
/1—x2daj

(%) Gilt [exp = exp?

(*) Gilt exp € [exp?
Fiir & € N betrachten wir die Funktion p_; : R\ {0} = R, p_,(z) := 27*. Gilt
das Folgende?

1
/p—zz/ﬁdstz{—p_l—{—C‘C’:R\{O}—>Rkonstant}

Losung.

(a)

(b)
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Die Funktion f ist stetig. Ihr Definitionsbereich [0, 1] ist kompakt. Daher
besitzt f ein Maximum und Minimum. Also ist f beschrankt. Da f stetig und
beschrankt ist, ist es gemass einem Satz aus der Vorlesung Riemann-integrierbar.
Wir definieren die Funktion F : [0,1] = R, F(z) := [T f = J¥e*’dy. Da f stetig
ist, ist F' gemass dem ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
differenzierbar mit Ableitung F’ = f.

Die Funktion f : [0,1] = R, f(z) := 2?, ist ein Polynom und daher stetig. Da

ihr Definitionsbereich [0, 1] kompakt ist, ist f daher beschrankt. Da f stetig und

beschrankt ist, ist es gemass einem Satz aus der Vorlesung Riemann-integrierbar.

Aus einem Beispiel aus der Vorlesung zur Produktregel (Potenzfunktion) folgt,

dass die Funktion F': [0,1] — R, F(x) := ”%44, differenzierbar ist mit Ableitung
423

gegeben durch F'(x) = %= = 2. Also ist F' eine Stammfunktion fiir f.

Gemaiss dem zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt,
dass

/1x3dx—/1f—Fb::1—F(l)—F(O)—14—04—1
0 St e 444

Die folgenden Rechnungen konnen analog begriindet werden. Wir definieren

Pa: R =R, py(zx) := 2° Va € [0, 0o,
Pa : R\ {0} = R, p,(x) := 2* Va €] — 00,0
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Es gilt
1 1 1 b:=1 1k+1 Ok—l—l
k Pr+1 ..
d — / — / — —  firkeN
/ox v= gy ey edon =g m ] ST TR hen ke
/ eydy:/ exp = exp |y = exp(x) — eXp(O):ex—l, fir r € R
0 0
/ exp=-¢e’—1 firz e R (sieche oben)
0
/0 cos(y?)y dy = L sin(y?)|0_, = 1<sin(02) — sin(a:Q)) _ ! sin(z?), fir v € R
x 2 =2 2 ’
1
/ e e"dr = expoexp |y = e ' .= e“—e
0 r=

1
expoexp)exp = expoexpl, =€ —e
0 P (1) 8

T T a+l __
/ pogr = Lett|m 22 T2
1 a+ 1l a+1

/ t~1dt =log|? =logx —logl =logx, fiir z €]0,00]
1

fira € R\ {—1}, z €]0, 0]

Y

(c) Sei X eine endliche Vereinigung von Intervallen mit positiven Langen. Wir
definieren

Cloc := Cl)(fc = {lokal konstante Funktion von X nach R},
C:.=C% .= {konstante Funktion von X nach R}.

Bemerkungen:

e Sei f: X — R eine Funktion, die eine Stammfunktion F' besitzt. Es gilt
[ 1 =F+Coc={F+C|CeCu}.

Das folgt aus der Linearitat des Ableitens und einem Korollar zum Mittel-
wertsatz. (Siehe die Vorlesung.)

o Falls X =T ein Intervall ist, dann gilt

cl.=c'.

Die Funktion F' :=exp : [ := R — R ist eine Stammfunktion fir f := exp :
R — R. Geméss den obigen Bemerkungen gilt daher

/exp:exp—i-C:(x»—>em)+C:{xr—>ex+c‘c€R}.
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Die folgenden Rechnungen konnen analog begriindet werden.

/pa - 50:11 +C*, fiira €0, 00

Jpa= 2l i a €] = oo, 00\(~1}

R
[ =108(]+ )+ ci
/(eXp +2cos) = /exp +2/cos = (exp +C*) + 2(sin +C*) = (exp +2sin) + C*
(mittels Linearitat der unbestimmten Integration)

1
——— dx = arcsin +C/ VI
/ V1—22

1
/ dx = arctan +C*
1+ 22

— arsinh +C®

1
——dx
/ V1+ 2
1
/7dx — artanh +¢/~ 41
1 — 22

(d) Nein, [exp = exp gilt nicht, da [exp eine Menge von Funktionen von R nach
R ist und exp eine Funktion ist. Es gilt stattdessen [exp = exp+C.

(e) Ja, exp € [exp gilt, da exp eine Stammfunktion von exp ist.

(f) Behauptung: Nein, die Gleichheit

1
/p—Qz/ﬁdx:{—p_1+C"C':R\{O}—>Rkonstant} (1)
gilt nicht.

Beweis: Wir stellen fest, dass —p_; eine Stammfunktion von p_5 ist. Wir
betrachten jetzt die Funktion C': R\ {0} — R, C' :=1 auf 0,00 und C' :=0
auf | — 0o, 0[. Diese Funktion ist lokal konstant. Es folgt, dass —p_1 +C € [p_o.
Da C' nicht konstant ist, ist —p_; 4+ C' jedoch nicht in der Menge auf der rechten
Seite von (1) enthalten. Daher gilt die Gleichheit (1) nicht, wie behauptet.

Bemerkung: Stattdessen gilt, dass

/p_z = —p_1+ Cloc = { —p1+C ‘ C:R\ {0} — R lokal konstant}.

12.2. (un-)bestimmte Integrale, partielle Integration Berechnen Sie die folgen-
den Integrale. Begriinden Sie Ihre Rechnungen.
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Hinweis: Verwenden Sie partielle Integration und Induktion.

(%) /xke_z dx (fir k € Np)

(%) /log (log ist auf ]0, co[ definiert. Hinweis: log = log -1)

/5 cos?™t1 (fiir m € Ny)
0

2m

Hinweis zum letzten Integral: Gehen Sie dhnlich zum Beispiel [;2 cos*™ vor, das wir

in der Vorlesung behandelt haben.
Losung.
o Wir schreiben C := C®. Fiir jedes k € N, definieren wir

P(k) :=“Die Funktion py exp(—-) besitzt eine Stammfunktion. Es gilt

k!
/xke_”” dr = /pk exp(—+) = — ﬁpg exp(—) +C.” (2)
=0 Y

Behauptung: Fir jedes k € Ny ist P(k) wahr.
Beweis: Wir verwenden Induktion.
Induktionsverankerung: P(0) ist wahr, da

=0

/Po exp(—) = —exp(—) +C = — ; P exp(—+) +C.

Induktionsschritt: Sei k € Ny, sodass P(k) wahr ist. Wir definieren

W= pret, U= —exp(—).
Diese Funktionen sind differenzierbar. Gemaéss Induktionsannahme P(k) besitzt
die Funktion py exp(—+) eine Stammfunktion und gilt (2). Daher besitzt die

Funktion —(k + 1)p; exp(—+) = v'v eine Stammfunktion. Gemadss einem Satz
aus der Vorlesung (partielle Integration) folgt daher, dass uv’ = py1 exp(—+)
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eine Stammfunktion besitzt und

/pk+1 exp(—+) Z/uv’
=uv — /u’v

=~ prrexp(—) + (k+ 1) [ prexp(—)

k k!
= — prr1exp(—) + (k+ 1) < é,pz exp(—-) + C)
(gemass (2), Induktionsannahme P(k))
k+1 k’ + )

-3 !

peexp(—) +C,

d. h., P(k + 1) gilt. Das schliesst den Induktionsschritt ab.

Mittels Induktion erhalten wir, dass fiir jedes n € Ny die Aussage P(n) gilt. Das
beweist die Behauptung.

o Wir definieren

6/13

= log :]0, co[— R, v :=p :|0,00[—= R, pi(z) := =.

Diese Funktionen sind differenzierbar. Die Funktion u'v = p_1p; = pg besitzt die
Stammfunktion p;. Geméss einem Satz aus der Vorlesung (partielle Integration)
folgt daher, dass uv’ eine Stammfunktion besitzt und

/log—/logpo
- fu
—uw— [

= log -p1 — / P11
=p1-(log—1)+C
= (J: — z(logz — 1)) +C.
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o Gemass der letzten Teilaufgabe und einer Bemerkung aus der Vorlesung gilt

/ log = (p1 - (log —1) +C)|?

= b1 (10g_1>|1
= z(logz — 1)|2_,

=2(log2—1)—1-(logl—1)
=2log2 — 1.

o Fir jedes n € Ny definieren wir

us

I, := /2 cos™ . (3)
0

Wir definieren rekursiv

2k
by =1 by = b keN, 4
0 y k 2k+1k17 € (4)

Behauptung: Fiir jedes m € N gilt die Aussage
P(m) ::“]2m+1 = bm”
Beweis: Wir verwenden Induktion.

Induktionsverankerung: Fir m = 0 gilt I, = fog cos! = sin ]0% =1 = by.
Dabher ist P(0) wahr.

Induktionsschritt: Wir schreiben
Jy = /COS%H.

Sei k € Ny so, dass P(k) gilt. Mittels partieller Integration mit u := cos?**2,

v := sin erhalten wir

i1 = /COSQ(k—H)—H
= /uv’
!/
= uv — /u v

= cos? % sin — /(2k + 2) cos® ! (— sin) sin, (5)
/COS2k+1 sin? = (/ cos? 1 (1 - COSQ)>
= Ji = Jr+1, (6)

Jry1 = cos? 2 sin 4(2k + 2)(Jk - Jk+1) (wegen (5,6)). (7)
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Es gilt

J— /5 cos?h 3 (wegen (3))
0

= Jes1l¢

2k+-2

= cos®" " sin 05 + (2k + 2)( Jk|§ - JkH]g) (geméss (7))

= cos?+? <72T> sin (g) —cos™20 sin 0 + (2k + 2) Lo 1 — (2k + 2) Iopy3,

2k + 2[

ok 3 2k

Mittels unserer Induktionsannahme P(k) (Io;+1 = by) und der Tatsache %bk =
brr1 (siehe (4)) folgt daraus, dass

also Iopi3 =

Iopi3 = gy,
d. h. P(k+ 1) gilt. Das schliesst den Induktionsschritt ab.

Mittels Induktion folgt, dass fiir jedes m € Ny die Aussage P(m) wahr ist. Das
beweist die Behauptung.

Das Ziel der nachsten Aufgabe ist zu zeigen, dass Ableiten und Integration zu einander
inverse Operationen sind. Das ist die Aussage eines Korollars aus der Vorlesung. Das
Korollar folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

12.3. Integration und Ableiten zueinander invers Wir wiederholen zuerst ein
paar Definitionen aus der Vorlesung. Seien n € N und X C R". Wir definieren

C(X):=C(X,R) := {Stetige Funktion von X nach R}.
Sei I ein Intervall mit positiver Linge und ¢ € I. Wir definieren
CHI;c) = {stetig differenzierbare Funktion F': I - R : F(c) = O},
D.: CH (L) = C(I),  De(F):=F
[rem=ctwe.  [(n= 1 an [(DE)= [ 1

C

Zeigen Sie, dass gilt:

DCO/C = ide(n, (8)
/CO DC = idcl([;c) (9)
Bemerkungen:
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e Das bedeutet, dass
D.([(1) =idew(N =1, vIec),
/ (Do(F)) = ideio(F) = F,  VF € C'(I;0).

« Aus (8,9) folgt, dass Ableiten D. und Integration [, bijektiv sind und Umkehr-
abbildungen voneinander sind, d. h.

-1
Dglzz/, ‘/ ~D..

(Uberlegen Sie sich das!)
Hinweise:
o (8): erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

 (9): zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Bedingung F'(c) =
0 fir F € C*(I;¢)

Losung.(8): Sei f € C(I). Wir definieren
F:LU%[%R ﬂ@:l%.

Sei x € I. Da f an der Stelle = stetig ist, gilt geméss dem ersten Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung, dass f(z) = F’(z). Also gilt

f=F

=o.([1n)
:Dco/c(f).

Daraus folgt, dass id¢(;y = Deo [, d. h. (8).

(9): Sei F' € C'(I;¢c) und z € I. Aus dem zweiten Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung mit a, b ersetzt durch c, x folgt, dass

[OF)@) = [ F = Fla) - F() = Fla),

da F(c) = 0. Daraus folgt, dass

[oDF) = [(Du(F) = F.
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Es folgt, dass
/O D. = idC’l(I;c)a

d. h. (9).
Das Ziel der nichsten Aufgabe ist, den Vektorraum zu verstehen, der die unbestimmten

Integrale, das heisst, die Mengen der Stammfunktionen, enthélt.

12.4. der Vektorraum, der die unbestimmten Integrale enthilt Sei X eine
endliche Vereinigung von Intervallen mit positiven Léngen. Wir wiederholen ein paar
Definitionen aus der Vorlesung. Wir schreiben

Cloc = Cpy. = {lokal konstante Funktion von X nach R}.

Fiir jede Funktion Fj : X — R und jede Menge F von Funktionen von X nach R
definieren wir

Fo—i‘fi: {F0+F,

FeF }
Wir definieren

Vo= {F + Croc

F:X—>R differenzierbar}.

Diese Menge enthélt genau alle unbestimmten Integrale der Form [ f, wobei f: X —
R eine Stammfunktion besitzt. Seien

c € R, F,.geV.
Wir definieren

cF :=c-F :=cF + Ce,
F+G:=(F+G)+ Coc,

wobei F' € F und G € G beliebig sind. Das Tripel (V, +, ) ist ein (reeller) Vektorraum.
Dabei ist Cj,. der Nullvektor von V. Bestimmen Sie die folgenden Ausdriicke

2C1oc

Croc + Croc

Cloc = Cioc = Cioc + (—Cioc)
(exp +Cioc) + (cos +Cioc)

- exp+/exp
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Losung. Es gilt Co. = 0 4 Cjoe und daher gemass der Definition

2C10c = 2+ 0+ Cioc = Cioc,
Cloc + Cioc = (0 + Cioc) + (04 Cioc) = (0 +0) + Cioc = Cioc,
—Cloc := (additiv Inverses von Ciy¢) = Cioc,
daher  Cioc — Cioc = Cioc + (—Cioc) = Cioc + Cioc = Cioc,
(exp +Cioc) + (€08 +Cioc) = (exp + co8) + Cioc,

—exp + / exp = — exp +(exp +Cioc) = (—exp+exp) + Cioc = Cloc-
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12.5. Online-MC

Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online via Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Welche der folgenden Rechnungen ist keine korrekte Anwendung der partiellen

(b)

Integration?

(i) Jsin() cos(p) dip = (p = — cos(p) cos(ip) ) — [ cos(p) sin(p) dep.
(ii) [ sin(p) cos(p) dp = (p > sin(p) sin(y)) — [ cos(y) sin(p) dep.
(iii) [ zlog(x)dz = (v % log(x)) — [ % da.

(iv) J 222 do = (2 we”) — [ e dx.

(v) Alle sind korrekte Anwendungen der partiellen Integration.

Berechnen Sie das folgende Integral

31
/2 Tos ™

(i) —5%

(i) 5(log®(3) —log*(2))

(iii) log (1223}

(iv) arctan(log(3)) — arctan(log(2))

(c) Welches ist eine Stammfunktion zur folgenden Funktion:

12/13

cos(x)
Ty
1 + sin(x)?
(i) arctanosin
(ii) arccososin

(iii) logosin

(iv) logo tan



D-ITET Analysis 1
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 12

ETH Ziirich
HS 2024

(d) Welches ist eine Stammfunktion zur folgenden Funktion:

S e
(i) arctanosin
(ii) arctan(1 + sin(+))
(i) log osin
(iv) log(1 + sin(+))
Losung.
(@) (v)
(b) (iii)
(c) (i)
(d) (iv)
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