D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 14 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu losen.

14.1. Potenzreihe fiir den Arkustangens, Taylorreihe

(a) (%) Sei x €] — 1, 1]. Zeigen Sie, dass

> ( , ) 22+ 5 arctan x fiir m — 0.
02 +1

Bemerkung: Es gilt also, dass
5

%HF---(l)

('_1>j 25+1 __ i

t li < (—1) 241 x® i
arctanxz = lim E x = T =r— —

27 +

Hinweis: Gehen Sie wie in einem Beispiel in der Vorlesung vor (durch Potenzrei-
he definierte Funktion ist gliedweise integrierbar, Potenzreihe fir Logarithmus).
Verwenden sie dabei die Ableitung von arctan.

(b) (*) Bestimmen Sie die Taylorreihe des Arkustangens um den Punkt zy = 0.

Hinweis: Verwenden Sie (a) und ein Beispiel aus der Vorlesung (Taylorpolynom,
Restglied, Taylorreihe).

Losung.

(a) Geméss einem Beispiel in der Vorlesung gilt

1 .
T => v, Vyel -11]
A=)

Indem wir diese Gleichheit mit y := —2? verwenden, erhalten wir
LSS, el )
+ Jar)

Gemass einer Proposition in der Vorlesung gilt

1

arctan’(z)

Mittels des zweiten Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt
daraus, dass

b1
arctan b — arctan a = / ——dx, Va,b e R. (3)
a 14+ x2
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Sei x €] — 1, 1[. Gemass einem Korollar aus der Vorlesung (durch Potenzreihe
definierte Funktion ist gliedweise integrierbar) gilt

~.172]+1 _ 02]+1

m_w"ﬂ;"/w—w%d
I T Sy

7=0
z ]
[ (vegen )
= arctan x — arctan 0 (geméss (3))
= arctanx.
(b) Fiir k € Ny definieren wir
U s k= 25+ 1 fir cin j € N
alls k = ur ein
c = 2] + 1’ J J 05 (4)

0, sonst.

Gemiiss (a), Gleichheit (1), ist arctan der punktweise Grenzwert der Potenzreihe

T — (Z cpa® . Aus einem Beispiel in der Vorlesung folgt daher, dass
k=0 n€Ng

n
(:c > Z ckxk> die Taylorreihe von arctan um den Punkt zy = 0 ist.
k=0 neNg

14.2. Grenzwert der “ungeraden” alternierenden harmonischen Reihe
(Gregory-Leibniz-Reihe)

(-1

(a) Zeigen Sie, dass die Reihe (]230 27+ 1

) konvergiert.

meENy

Bemerkung: Das ist die Gregory-Leibniz-Reihe. Diese Reihe ist eine ungerade
Version der alternierenden harmonischen Reihe.

Hinweis: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung iiber alternierende Reihen.

(b) Berechnen Sie den Grenzwert der Gregory-Leibniz-Reihe, d. h. die unendliche
Summe

S 11
2941 1 357

Begriinden Sie Thre Rechnung.
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Hinweise: Gehen Sie wie in einem Beispiel in der Vorlesung vor (Potenzreihe
fur Logarithmus, Grenzwert der alternierenden Reihe). Verwenden Sie dabei (1)
und den folgenden Satz.

Grenzwertsatz von Abel: Seien (ci)ren, eine Folge in C und r €]0, oo|. Falls die
Reihe (ZZ:O ckrk) . konvergiert, dann gilt
n€Np

S et =Y gt far x 7 r. (5)
k=0 k=0

Losung.

(a) Die Reihe konvergiert gemaéss einem Satz aus der Vorlesung (Konvergenzkrite-

rium von Leibniz fiir alternierende Reihen), da die Folge (ﬁ) o monoton
J&Ro

fallend ist und gegen 0 konvergiert.

(b) Wir definieren die Koeffizientenfolge (¢ )ren, wie in (4). Da geméss (a) die Reihe
(ZZ:O C - 1’“) N konvergiert, folgt aus dem Grenzwertsatz von Abel mit r = 1,
0

ne
dass
St =Y 1" fira /L (6)
k=0 k=1
Es gilt
—— =) ¢ (wegen (4))
jz% 2741 1;

= lim > cpa® (wegen (6))
z 1 =1
= lin% arctan (geméss Aufgabe 14.1(a))

= arctan 1 (da arctan im Punkt z = 1 stetig ist)

_T
=7

Die folgende Aufgabe haben wir in der Vorlesung verwendet, um die Gammafunktion
zu definieren.

14.3. Jede wachsende Exponentialfunktion wichst schneller als jede Po-
tenzfunktion
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()

(b)

(x¥) Sei X C R eine nach oben unbeschriankte Menge und f : X — R eine
Funktion. Wir sagen, dass f bei oo bestimmt gegen oo divergiert g. d. w.

Vye RIz* e RVz € X 1z > 2" = f(x) > y.
In diesem Fall schreiben wir
f(z) = o0 fir 2 — .
Seien a € R und ¢ €]0, co[. Zeigen Sie, dass gilt:
x e — 00 fiir T — 00.

Hinweis: Verwenden Sie die Definition der Exponentialfunktion mittels einer
Potenzreihe. Betrachten Sie ein Glied in der Potenzreihe, das schneller wachst
als die Potenzfunktion = + x®.

Bemerkung: Das bedeutet, dass jede wachsende Exponentialfunktion exp(c+),
asymptotisch fiir grosse Argumente mehr wéachst als jede Potenzfunktion x — x¢,
auch wenn ¢ > 0 noch so klein und a noch so gross sind.

Zeigen Sie, dass fiir jedes a € R und ¢ > 0 gilt, dass

e =0 fir x — oc. (7)

Hinweis: Verwenden Sie (a).

Bemerkung: Wir haben (7) in der Vorlesung verwendet, um zu zeigen, dass
die Funktion ¢ — t%e auf |0, co[ uneigentlich Riemann-integrierbar ist, falls
a > —1, ¢ < 0. Fir x > 0 ist das uneigentliche Riemann-Integral der Funktion
t — t*Le~ per definitionem I'(z), wobei I die Gammafunktion ist.

Losung.

(a)

4/23

Sei a € R. Wir definieren die Potenzfunktion

Pa :]0’ OOL pa(x) =% = ea‘logl"
Behauptung:
a>0 = Pa() = 00 fir x — oo (8)

Beweis: Geméss einem Beispiel in der Vorlesung ist der Logarithmus streng
monoton wachsend. Da a > 0, gilt dasselbe fiir alog. Gemass einem Beispiel
aus der Vorlesung ist exp streng monoton wachsend. Es folgt, dass p, streng
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(b)

14.4.

(b)

monoton wachsend ist. Das Bild dieser Funktion ist ]0, co[. Es folgt, dass p, bei
oo bestimmt gegen oo divergiert. Das beweist die Behauptung.

Gemass dem archimedischen Prinzip gibt es eine natiirliche Zahl n > a. Fir
jedes x €]0, 00| gilt, dass

—a CT —a o (Cx)k
7% ="y X
k=0
o (cx)"”
> ' (dac>0,z>0)
n!
cn n—a
= —=x
n!
— 00 fir x — oo (wegen (8), n —a >0 und ¢ > 0).

Die Aussage folgt aus (a) und der folgenden Behauptung.

Behauptung: Seien X C R eine nach oben unbeschréankte Teilmenge und
f + X — R eine Funktion, die bei oo bestimmt gegen oo divergiert. Dann
konvergiert 4 : f'(R\ {0}) — R bei co gegen 0.

Beweis: Sei ¢ > 0. Wir definieren y := ¢~ !. Da f bei oo bestimmt gegen oo
divergiert, gibt es ein z* € R, sodass fiir jedes z € X gilt: Falls > z*, dann
gilt f(x) > y. Wir wahlen ein solches x*. Sei z € X, sodass x > z*. Dann gilt

f(z) > y und daher ﬁ < % =¢e. Da f(z) >y > 0, folgt, dass - 0‘ <e.

Es folgt, dass % bei co gegen 0 konvergiert.

7

uneigentliche Riemann-Integrale

(x) Fir welche ¢ € R ist die Funktion x +— e iiber [0,00] uneigentlich
(Riemann-)integrierbar? Berechnen Sie das uneigentliche Integral / e“dr,
0

falls es existiert.

Zeigen Sie, dass der Logarithmus iiber ]0, 1] uneigentlich integrierbar ist und
1

berechnen Sie das uneigentliche Integral / log.
0

Hinweise:

 Verwenden Sie eine Aufgabe aus Ubungsserie 12 ((un-)bestimmte Integrale,
partielle Integration), in der wir das unbestimmte Integral von log berechnet
haben.
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o Zeigen Sie, dass xlogx — 0 fiir x N\, 0. Verwenden Sie dazu Aufgabe
14.3(b) und den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz (Substitution fir Konvergenz): Seien X, Y, Z C R, f: X = Y,
g:Y — Z und xg, 40,20 € RU{£oo}. Falls f an der Stelle zy gegen yo
konvergiert! und g an der Stelle y, gegen 2y konvergiert, dann konvergiert
die verkniipte Funktion g o f an der Stelle xq gegen zg.

(c) Zeigen Sie, dass die Funktion = — H% iiber R uneigentlich integrierbar ist und

S|
berechnen Sie das uneigentliche Integral / dz.
—o0 1 + Iz

(d) Zeigen Sie, dass die Gauifunktion f: R — R, f(z) := e~ iiber R uneigentlich
integrierbar ist.

Hinweis: Finden Sie eine Funktion g : [1, co[— R, die uneigentlich integrierbar
ist, sodass f < g auf [1, 00 und verwenden Sie den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz: Seien a— € R, a; € RU{oo} und f : [a—, a[— R eine Funktion, die
lokal Riemann-integrierbar ist, sodass es eine uneigentlich Riemann-integrierbare
Funktion g : [a_, a;[— R gibt, sodass | f| < ¢g. Dann ist f uneigentlich Riemann-
integrierbar. Analoges gilt fiir eine Funktion f :Ja_,a;] — R.

Beweis des Hilfssatzes:

Christian Blatter, Analysis eins, ETHZ, Studiengdnge Mathematik und Physik,
Wintersemester 2003/04, Version vom 1. Oktober 2003:

9.5 Uneigentliche Integrale, Konvergenzkriterien, (9.32), S. 374
(e) Ist der Sinus iiber [0, co| uneigentlich Riemann-integrierbar? Warum?
Losung.

(a) Sei ¢ € R. Die Funktion exp(c) : [0, 00[— R ist stetig und daher lokal Riemann-
integrierbar. Fur jedes 2, € [0, oo gilt

e | T+

/ + edy = o |y falls ¢ # 0, 9)
0

x4+ — 0, sonst.

Tm Fall yo = 400 meinen wir damit, dass f an der Stelle 2o bestimmt gegen yo divergiert. Wir
nehmen hier nicht an, dass x¢ im Abschluss von X liegt. Falls das nicht der Fall ist, konnen wir
Konvergenz immer noch wie bis anhin definieren. Der Grenzwert braucht dann allerdings nicht
eindeutig zu sein.
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(b)

Fall ¢ < 0: Dann konvergiert <~ fiir z — co gegen 0. (Warum?) Mittels (9) folgt
daraus, dass die Funktion exp(c+) iiber [0, co| uneigentlich Riemann-integrierbar
ist mit uneigentlichem Integral

c0

oo T4 CT | T4 e 1
/ e“dr = lim e“dr = lim — =0- =—>0.
0 Ty —00 0 T4 —00 =0 C C

Fall ¢ > 0: Aus (9) folgt, dass [y e“*dx fir , — oo divergiert. Daher ist die
Funktion exp(c+) tber [0, co[ nicht uneigentlich Riemann-integrierbar.

Gemiiss einer Aufgabe aus Ubungsserie 12 ((un-)bestimmte Integrale, partielle
Integration) gilt /log = py - (log —1) 4+ C, wobei p;(x) := x. Durch Einsetzen
der Grenzen folgt, dass fiir jedes x_ €]0, 1] gilt

1
/ log=1-(logl—1)—2_(logz_ —1) =—-1+4+2z_(—logz_ +1). (10)

Wir betrachten die Funktionen
fi=—10og:0,1] = [0,00[,  g:[0,00[—= R, g(y) :==e"y.

Die Funktion f divergiert bei g := 0 bestimmt gegen 1 := 0o. Geméss Aufgabe
14.3(b) konvergiert die Funktion g bei yy = oo gegen zy := 0. Geméss dem
Hilfssatz aus den Hinweisen (Substitution fiir Konvergenz) konvergiert g o f
daher bei xqg = 0 gegen zo = 0, d. h.

z(—logx) =go f(x) =0 fir = N\, 0.

Mit Hilfe von (10) folgt daraus, dass

1
/ log — —1 fir x_ N\, 0.

Dabher ist log iiber |0, 1] uneigentlich Riemann-integrierbar mit

1
/ log = —1.
0

Bemerkung: Heuristisch folgt diese Gleichheit aus den folgenden Tatsachen:

o Die Flache zwischen der Abszisse und dem Graphen der Funktion log :
]0,1] — R ist die an der Diagonale ? gespiegelte Fliche zwischen der
Abszisse und dem Graphen der Funktion exp : [0, co[— R. Das folgt daraus,
dass log die Umkehrfunktion von exp ist. (Machen Sie eine Zeichnung, um
sich von der Aussage tiber die Flachen zu tiberzeugen!)

2Damit meinen wir die Gerade {(:107 x) | T € R}, die durch die Gleichung x = y bestimmt wird.
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. /OO e “dr = 1. Das folgt aus (a).
0

(c) Die Funktion

1

f:R—=R, f(x)::m,

ist stetig und daher iiber R lokal Riemann-integrierbar. Sei x, € [0, oco[. Es gilt
T4 s T )
/0 f = arctanz|, -, = arctanz, — 0 — 5 fir x, — oo.

(Warum gilt die Konvergenz?) Daher ist f iiber [0, oo[ uneigentlich Riemann-
integrierbar mit

o0 Q?+ »n-
— / T
/0 / $+1£I>1°° 0 / 2

Ein analoges Argument zeigt, dass f tiber | — 0o, 0] uneigentlich Riemann-
integrierbar ist mit

0 0 T
/—oo f w—LHEOO T_ f 2

Es folgt, dass f iiber R uneigentlich Riemann-integrierbar mit

00 1 00 00 0 T T
[orrmte= [ o= 1+ f=5+5-~

(d) Die Funktion f ist stetig und daher lokal Riemann-integrierbar. Wir definieren

g :=-exp(—-): [1,00[—= R.

Sei z € [1,00[. Dann ist z < z?, daher —z > —z? und deshalb e™* > R O
gilt also g > f = |f| auf [1,00[. Gemass (a) ist die Funktion g uneigentlich
Riemann-integrierbar. Mittels des Hilfssatzes aus dem Hinweis folgt daraus, dass
[ 11,007 uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Ein analoges Argument zeigt, dass
flj=o,—1) uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Es folgt, dass f uneigentlich
Riemann-integrierbar ist (iiber R).

Bemerkungen:

o In Analysis 2 werden wir das Integral / ~#* 4z mit Hilfe des Integrals

der zweidimensionalen Gaufifunktion berechnen

8/23



D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Musterlosung 14 HS 2024

o Dieses Integral spielt eine wichtige Rolle in der Statistik, da es gebraucht
wird, um zu zeigen, dass das Gaufsche Fehlerintegral F' normiert ist im
Sinne, dass F'(x) — 1 fiir © — oo. Das Gaufische Fehlerintegral ist definiert
als die Funktion

1 T 42
F:R—R, Fm::—/ e 2 dy.
() N y
Sie ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Sie spielt
eine zentrale Rolle in der Statistik.
(e) Da — cos eine Stammfunktion von sin ist, gilt geméss dem zweiten Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung, dass

Ty
/ sin = —cos [y = —cosz; + cos0, Vi € [0, 00][.
0

Die Funktion — cos konvergiert nicht bei oco. (Warum?) Daraus folgt, dass sin
nicht uneigentlich iiber [0, co[ Riemann-integrierbar ist.

14.5. GDG (gewdhnliche Differentialgleichung).

(a) Sei I ein Intervall und ¢ : I x R™ — R eine Funktion. Die zu ¢ gehorige GDG
ist gegeben durch

p(tut),aft), ..., u™(t) =0,  Vtel (11)
Schreiben Sie diese GDG fiir die folgende Funktion aus:

0 :RxR? =R, o(t, xg, T1) 1= w11 — €.

Fihren Sie 1-4 fir jede GDG (b)-(f) aus.
1. Geben Sie die Ordnung n der GDG an.

2. Finden Sie eine Funktion ¢ : R x R"™ — R, sodass die GDG nach Verschieben
von Termen # durch (11) gegeben ist.

3. Geben Sie an, ob die Gleichung linear ist.

4. Falls die Gleichung linear ist, geben Sie dann an, ob sie homogen oder inhomogen
ist.

(b) (%) u(t) =t

3yvon der linken Seite auf die rechte Seite oder umgekehrt
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(c) «—2u=0
(d) (x) @ =u?

(e) (%) i —bu=—6u
(f) u(t) —2u(t) = e*
Losung.

(a) Die zu ¢ gehorige GDG ist gegeben durch

0 =(tu(t),u(t)) = u(t)yi(t) — ', Vel

GDG Ordnung | ¢ linear? | homogen?
(b) u(t) = t* 1 o(t, zo, 1) =11 — 12 ja nein
(c)u—2u=0 1 o(t, xg, 1) := 21 — 220 ja ja

(d) © = u? 1 o(t, xo, 1) =11 — T8 nein

(e) i — 5u = —6u 2 @(t,xo,xl, xg) = x9 — b1 + 610 | ja ja

(f) u(t) —2u(t) =e* | 1 o(t, zo, 1) = 11 — 2w — €% ja nein

Erklarungen zu dieser Tabelle: Wir wiederholen kurz die Definitionen. Die Ordnung
einer GDG is gegeben durch die Ordnung der hochsten Ableitung der gesuchten
Funktion, welche in der GDG vorkommt. In der GDG (e) @ — bu = —6u ist zum
Beispiel die hochste Ableitung der gesuchten Funktion ii, also hat die GDG Ordnung
2.

Eine GDG heisst linear g. d. w. nach Verschieben von Termen die linke Seite der
GDG durch eine Linearkombination der gesuchten Funktion und ihrer Ableitungen
gegeben ist und die rechte Seite durch eine feste Funktion. Das bedeutet, dass es
Funktionen a;, f : I — R (i =0,...,n) gibt, sodass die GDG nach Verschieben von
Termen gegeben ist durch

S au = f, d. h. zn:ai(t)u(i) (t) = f(b), vVt e l.

Dies ist zum Beispiel der Fall fiir die GDG 4 — 2u = 0, aber nicht fiir die GDG 1 = u?.
(In @ = u? tritt die gesuchte Funktion u quadratisch auf.)

Wir nennen eine lineare GDG homogen, falls die Inhomogenitét f (konstant) gleich 0
ist. Dies ist zum Beispiel der Fall bei der GDG i — 5t = —6u. Die GDG 4(t) —2u(t) =
e ist jedoch nicht homogen, da die Inhomogenitit e** nicht (konstant) gleich 0 ist.
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14.6. homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten, Anfangswertproblem Fiihren Sie 1 und 2 fir jede GDG (a)-(d)
aus. In dieser Aufgabe ist die gesuchte Funktion u eine Funktion von R nach C.

Bemerkung: Die hier betrachteten GDG sind linear und homogen.

1. Wir schreiben n fiir die Ordnung der GDG. Finden Sie n linear unabhéangige
Losungen der gegebenen GDG.

Hinweis: Machen Sie den Ansatz u(t) = e mit A\ € C. Uberpriifen Sie, dass
die gefundene Funktion u tatséchlich die GDG lost.

2. Bestimmen Sie die Losungsmenge Z fiir die GDG.

Hinweis: Zeigen Sie, dass jede Linearkombination der von Thnen gefundenen
Losungen die GDG l6st. Zeigen Sie auch, dass diese Linearkombinationen alle
Losungen der GDG sind. Verwenden Sie dazu einen Satz aus der Vorlesung
(Losungsraum einer homogenen linearen GDG, Superpositionsprinzip).

(a) (%) w=2u
(b) (%) i =4u
(c) i+u=0

(d) i+ 2u+2u=0
(e) Wir betrachten jetzt die Funktion
u:R—R, u(t) == t(( oexpol o exp(t)), (12)

wobei I die Gammafunktion und ¢ die Zetafunktion bezeichnen. Lost diese Funktion
die GDG (a)? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme.
Hinweise:

» Verwenden Sie (a)-(d).

e Sei uy,...,u, eine Basis des Losungsraums Z der GDG. * Machen Sie den
Ansatz
n
u:ZCiui, cl,...,c, €C. (13)
i=1
4Das bedeutet, dass u1, ..., u, linear unabhingig sind und Z aufspannen.
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o Aus der Anfangsbedingung ergibt sich ein lineares Gleichungssystem fiir die Koef-
fizienten ¢4, ..., c,. Losen Sie dieses Gleichungssystem. Setzen Sie die gefundenen
Koeffizienten in (13) ein.

« Uberpriifen Sie, dass die gefundene Funktion u tatsichlich das Anfangswertpro-
blem 16st.

Losung.

(a) 1. Die Ordnung dieser GDG ist n = 1. Wir machen den Ansatz u(t) = e,
d. h. wir nehmen an, dass u eine Losung der GDG ist, sodass es ein A € C
gibt, sodass u(t) = eM, fiir jedes t € R. Durch Einsetzen in die GDG
erhalten wir

e = q(t) = 2u(t) = 2e™, vVt e R.
Indem wir ¢ = 0 einsetzen, erhalten wir

A= X0 =2eM0 =9,

Es folgt, dass u(t) = €. Es gilt u(t) = 2e?* = 2u(t), Vt. Daher 16st u; := u
tatsachlich die GDG @ = 2u.

Da u; # 0 (d. h., u; ist nicht konstant gleich 0), ist u; linear unabhéngig.
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2. Geméss einem Satz aus der Vorlesung (Losungsraum einer homogenen
linearen GDG, Superpositionsprinzip) ist die Losungsmenge Z der GDG
@ = 2u ein (n = 1)-dimensionaler komplexer Vektorraum. Da u; € Z, folgt
daraus, dass

Z D span{uy } = {clul ‘cl € C}.

Die Notation spanS bezeichnet hierbei den (Auf-)Spann (= die lineare
Hiille) einer Menge S. Da Z 1-dimensional ist und u; linear unabhéngig
ist, folgt, dass

7 = span{u; } = {0162' ’ c € C}. (14)
(b) 1. Die Ordnung dieser GDG ist n = 2. Wir machen den Ansatz u(t) = e*.
Durch Einsetzen in die GDG erhalten wir
MM = di(t) = 4u(t) = 4eM, vt € R.
Indem wir ¢ = 0 einsetzen, erhalten wir
A= N2 =4 =4
Die Losungen dieser Gleichung sind
A= 2, Ay 1= —2.
Es folgt, dass
fiir ¢ = 1 oder 2.
Durch Einsetzen sehen wir, dass u; fiir « = 1, 2 tatsachlich die GDG 16st.
Behauptung: u;, us sind linear unabhéangig.
Beweis: Seien c;, ¢y € C, sodass
ciu1 + coug = 0.

Wir zeigen, dass ¢, co = 0. Indem wir ¢t = 0 und ¢t = 1 einsetzen, erhalten
wir

c1 4o =120 + e 20 =0, (15)
1€+ e ? = el + e = 0.
Indem wir e mal die erste Zeile von der zweiten abziehen, erhalten wir
co(—e* +e7?) =0, also co =0.

Mittels (15) folgt daraus, dass ¢; = 0. Das zeigt die Behauptung.
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(c)

14/23

2. Geméss einem Satz aus der Vorlesung (Losungsraum einer homogenen

linearen GDG, Superpositionsprinzip) ist die Losungsmenge Z der GDG
it = 4u ein (n = 2)-dimensionaler komplexer Vektorraum. Da uy, us € Z,
folgt daraus, dass

Z O spanf{uj, ug} = {clul + Colly ‘ C1,Co € (C}.
Da Z 2-dimensional ist und wuq, us linear unabhéngig sind, folgt, dass

Z = spanf{uy,us} = {0162' + g2 ’ C1,Coy € (C}.

. Die Ordnung dieser GDG ist n = 2. Wir machen den Ansatz u(t) = .

Durch Einsetzen in die GDG erhalten wir
MM et =qi(t) +u(t) =0, VteR.
Indem wir ¢ = 0 einsetzen, erhalten wir
N41=XM+1-eM=0.
Die Losungen dieser Gleichung sind
A=, A9 1= —1.
Es folgt, dass
u=u;:=e¢€

y Aj e fir j = 1 oder 2. (16)

Durch Einsetzen sehen wir, dass u; fiir j = 1, 2 tatsachlich die GDG 16st.
Ein Argument wie in (b) zeigt, dass u;, us linear unabhéngig sind.

. Ein Argument wie in Teil (b) zeigt, dass

Z = Span{uh u?}

- {clei' + eV ‘ c1,09 € (C}. (17)
Behauptung:
Z=1:= {acos+bsin ‘a,be@} (18)

Bemerkung: Wir konnen den Losungsraum Z der GDG also mit Hilfe von
imagindren Exponentialfunktionen wie in (17) oder mit Hilfe von Kosinus
und Sinus wie in (18) darstellen.
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Beweis der Behauptung: “C”: Gemaéss der eulerschen Formel gilt

e =cos+isin € Z, e """ =cos—isin € Z.

Da Z ein Vektorraum ist, folgt daraus mittels (17), dass Z C Z.

“D7: Es gilt
cos = e+26 (gemaéss der eulerschen Formel)
€Z (gemass (17)),
sin = % (gemaéss der eulerschen Formel)
i

€z (gemaéss (17)).

Da Z ein Vektorraum ist, folgt daraus, dass Z D Z.
Das beweist die Behauptung.
(d) 1. Ein Argument wie in (b),(c) fithrt auf die Gleichung
AN +20+2=0.
Die Losungen dieser Gleichung sind
A= —1+1, Ay = —1—14.
Es folgt, dass
At fiir j =1 oder 2. (19)

U =1u;

j =€

Durch Einsetzen sehen wir, dass u; fir j = 1, 2 tatsdchlich die GDG 16st.
Ein Argument wie in (b),(c) zeigt, dass u, us linear unabhéngig sind.

2. Ein Argument wie in (c) zeigt, dass
7 = span{uy, uy}
= {cle(_Hi)' + cpel=170 ‘ c1,09 € (C} (20)
= {e"(a cos —l—bsin) ‘a, be C}. (21)
Im letzten Schritt haben wir die Gleichheit e(=!*9* = e~!eF ynd ein
Argument wie in (c) verwendet, das auf der eulerschen Formel beruht.

Bemerkung: Wir kénnen den Losungsraum Z der GDG also mit Hilfe von
imagindren Exponentialfunktionen wie in (20) oder mit Hilfe einer reellen
Exponentialfunktion und von Kosinus und Sinus wie in (21) darstellen.
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Behauptung: Nein, die Funktion u wie in (12) l6st die GDG (a) nicht.

Beweis: Gemiss der Losung zu (a) ist der Losungsraum der GDG (a) durch
(14) gegeben. Insbesondere ist jede Losung der GDG ein Vielfaches von e?".

Sei jetzt u wie in (12) definiert. Die Zeta-Funktion ist definiert durch
=1
¢:(1l,00) = R, C(s) =) —.
=

Es folgt, dass ¢ positive Werte annimmt (auf (1, 00)). Daraus folgt, dass

u(t) # 0, Yt # 0.

Andererseits gilt u(0) = 0-(---) = 0. Es folgt, dass u kein Vielfaches von " ist.
Daher ist u keine Losung der GDG.

Die GDG stimmt mit (a) iiberein. Wir definieren daher u; wie in (a), d. h.

up = e’

Gemass der Losung zu (a) ist u; eine Basis des Losungsraumes Z der GDG.
Wir machen den Ansatz

U = cruq, c € C.

Indem wir das in die Anfangsbedingung einsetzen, erhalten wir die lineare
Gleichung

c1 = c1e?? = u(0) = 3, also u = 3e*".

Diese Funktion 16st tatsichlich das Anfangswertproblem (f). (Uberpriifen Sie
das!)

Die GDG stimmt mit (a) tiberein. Wir definieren daher u; wie in (a) und machen
wie in (f) den Ansatz

U = ciuq, c € C.

Indem wir das in die Anfangsbedingung einsetzen, erhalten wir die lineare
Gleichung

cie*t =u(l) =1, also o =e? und daher u=-e e

Diese Funktion 16st tatsichlich das Anfangswertproblem (g). (Uberpriifen Sie
das!)
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(h) Die GDG stimmt mit (b) tiberein. Wir definieren daher u;, us wie in (b), d. h.

Geméss der Losung zu (b) ist uy, us eine Basis des Losungsraumes Z der GDG.
Wir machen den Ansatz

U = C1uUq + Cals, c1,c9 € C.

Indem wir das in die Anfangsbedingung einsetzen, erhalten wir das lineare
Gleichungssystem

c1+co = c1e®? + e ?? = u(0) =2 (22)
2c1 — 2c5 = ¢1 - 2e*0 + ¢y - (=2)e 2" = u(0) = 0.
Indem wir zweimal die erste Zeile zur zweiten addieren, erhalten wir
41 =2-240, also cp = 1.
Indem wir das in (22) einsetzen, erhalten wir ¢ = 1, also
2.

U= cluy + Cols = €2+ e~

Diese Funktion 16st tatsichlich das Anfangswertproblem (h). (Uberpriifen Sie
das!)
(i) Die GDG stimmt mit (c) iiberein. Wir definieren daher u;, uy wie in (16), d. h.

Uy ‘=€, Ug ‘= €

Gemiss der Losung zu (c) ist uy, uy eine Basis des Losungsraumes Z der GDG.
Wir machen den Ansatz

U = C1Uy + Cals, c1,c9 € C.

Indem wir das in die Anfangsbedingung einsetzen, erhalten wir das lineare
Gleichungssystem

c1+ ey =cre? + e =u(0) =1 (23)

icy —icy = cyie’® 4 co(—i)e "0 = 0(0) = 0.

Indem wir ¢ mal die erste Zeile zur zweiten addieren, erhalten wir

1
2icp =1-1+0, also 1 =5
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Indem wir das in (23) einsetzen, erhalten wir ¢ = %, also

e +e
U = CiU] + CUy = # = COS.

Diese Funktion 16st tatsichlich das Anfangswertproblem (i). (Uberpriifen Sie
das!)

(j) Die GDG stimmt mit (d) tiberein. Wir definieren daher u, us wie in (19), d. h.

(—14i)-

Uy =e , Uy = 717",

Gemiss der Losung zu (d) ist uy, us eine Basis des Losungsraumes Z der GDG.
Wir machen den Ansatz

U = C1Uy + Colla, c1,c9 € C.

Indem wir das in die Anfangsbedingung einsetzen, erhalten wir das lineare
Gleichungssystem
14 ¢y = 1T ey eTIT0 — 4 (0) = 0 (24)

Indem wir (1 + ¢) mal die erste Zeile zur zweiten addieren, erhalten wir

2ic; = (1+14)-0+1, also 01:—%.

Indem wir das in (24) einsetzen, erhalten wir ¢, = 3, also

_. i e ..
U = ClUy + Colp = € 5(—ez+e’):e sin .

Diese Funktion 1ost tatsichlich das Anfangswertproblem (j). (Uberpriifen Sie
das!)

Bemerkung: Die Losung des Anfangswertproblems (j) ist also das Produkt
einer Sinusschwingung und einer abklingenden Exponentialfunktion.

14.7. gedampfter Federschwinger, elektrischer Schwingkreis

(a) Wir betrachten einen freien Federschwinger, der in einer zidhen Fliissigkeit liegt
und daher durch viskose Reibung gedampft wird, wie in einem Beispiel in der
Vorlesung. Wir nehmen dabei an, dass die Konstanten wie folgt gegeben sind:

k := Federkonstante = 2Nm ™' = 2kgs >
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(b)

¢ := Dampfungskonstante der Fliissigkeit = 2Nm™'s = 2kgs ™!

m := Masse des Korpers = 1kg

Wir nehmen an, dass die Auslenkung = des Koérpers zum Zeitpunkt to = 0
durch z(0) = 1m gegeben ist und dass der Korper zum Zeitpunkt 0 in Ruhe ist.
Bestimmen Sie die Auslenkung x als eine Funktion der Zeit.

(*) Wir betrachten einen freien elektrischen Schwingkreis, der aus einem Wider-
stand, einem Kondensator und einer Spule besteht, die hintereinandergeschaltet
sind, wobei die Enden miteinander verbunden sind, wie in einem Beispiel in der
Vorlesung. Wir nehmen dabei an, dass die Konstanten wie folgt gegeben sind®:

C := Kapazitit des Kondensators = 1F = 1kg™'m2s*A?
R := elektrischer Widerstand des Widerstands (Bauelement) = 20 = 2kgm?s 3A~
L := Induktivitit der Spule = 1H = 1lkgm?s~2A~2

Wir nehmen an, dass die Ladung () des Kondensators zum Zeitpunkt ¢ty = 0
durch Q(0) = 1C = 1s A gegeben ist und dass zum Zeitpunkt 0 kein Strom
fliesst. Bestimmen Sie die Ladung () als eine Funktion der Zeit.

Losung.

(a)

Geméss einem Beispiel in der Vorlesung (gewohnliche Differentialgleichung
2. Ordnung, freier geddmpfter Federschwinger) erfillt die Auslenkung x die
GDG

k
—i 4 St Cp =i+ 20+ 2z, (25)
m m

(Wir lassen im zweiten Schritt die Einheiten weg.) Gemaéss Aufgabenstellung
nehmen wir auch an, dass = die folgenden Anfangsbedingungen erfiillt:

z(0)=1,  &(0)=0. (26)

Geméss Aufgabe 14.6(j) ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
(25,26) gegeben durch

x=e sin, d.h.  z(t)=e'sint, Vt € R.

SWir verwenden hier die SI-Einheiten kg = Kilogramm, m = Meter, s = Sekunde, A = Ampére, F
= Farad, = Ohm, H = Henry, C = Coulomb.
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(b)
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Falls wir die Einheiten, die wir in (25) weggelassen haben, wieder einfithren,
dann erhalten wir

z(t) = e = sin <t> m.

S
Das ist die gesuchte Auslenkung des Korpers als eine Funktion der Zeit.

Bemerkung: Diese Auslenkung ist also das Produkt einer Sinusschwingung
und einer abklingenden Exponentialfunktion. Das stimmt mit unserer Intuition
iiberein, dass der Federschwinger eine Schwingung ausfithrt, die durch die viskose
Reibung der Flissigkeit gedampft wird.

Geméss einem Beispiel in der Vorlesung (elektrischer Schwingkreis, freie und
erzwungene gedampfte Schwingung) erfillt die Ladung @) des Kondensators die

GDG
O:Q—FEQ‘FEQZQ—FQQ—FQQ. (27)

(Wir lassen hier im zweiten Schritt die Einheiten weg.) Geméss Aufgabenstellung
nehmen wir auch an, dass @@ die folgenden Anfangsbedingungen erfiillt:

QO)=1,  Q)=0. (28)

Geméss Aufgabe 14.6(j) ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
(27,28) gegeben durch

Q = e "sin, d. h. Q(t) = e 'sint, Vt € R.

Falls wir die Einheiten, die wir in (27) weggelassen haben, wieder einfithren,
dann erhalten wir

z(t) = e+ sin <t> C.

S
Das ist die gesuchte Ladung des Kondensators als eine Funktion der Zeit.

Bemerkung: Diese Ladung ist also das Produkt einer Sinusschwingung und
einer abklingenden Exponentialfunktion. Das stimmt mit unserer Intuition
iiberein, dass der elektrische Schwingkreis eine Schwingung ausfiihrt, die durch
den Widerstand gedampft wird.
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Die folgenden zwei Aufgaben sind Zusatzaufgaben, um den Begriff eines Vektorraumes
zu repetieren. Dieser Begriff wurde in der Vorlesung Lineare Algebra behandelt. Er
spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der Differentialgleichungen.

14.8. Vektorraum iiber R
Uberpriifen Sie, dass (R, +,-) und (C, +,-) Vektorriume iiber R sind.
Hinweis: Erinnern Sie sich an die Definition eines Vektorraums:

Ein Vektorraum 1iber R ist ein Tripel (X ,+, -), wo X eine Menge ist, und
+: X xX—=>X, - RxX-—>X

Abbildungen sind, sodass die folgenden Bedingungen gelten:
1. (X, +) ist eine abelsche Gruppe. Das heisst:

a) (X,+) ist assoziativ, also

(x+y)+z=a0+(y+2), VryzelX.

b) Es existiert ein Element Ox € X, sodass
Ox+z=2+4+0x =2, VrelX.

Ox wird Identitatselement der abelschen Gruppe (X, +) genannt.

c) Fir alle x € X existiert ein y € X, sodass
rz+y=0x.

Das Element y € X wird das Inverse zu x genannt.

d) (X, +) ist abelsch (oder kommutativ), also

r+y=y+z, VryelX

2. Die Multiplikation in R ist kompatibel mit der Skalarmultiplikation, das heisst

(ab) -x=a-(b-z), Va,beR, zeX.

3. Die Skalarmultiplikation mit 1 ist trivial, das heisst

l-x=2, VrelX.
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4. Distributivitat gilt, das heisst
(a+b)-x=a-xz+b-x,
a-(x+y)=a-x+a-y,

fir alle a,b € R, z,y € X.

Losung. Fiir (R, +, ) folgt dies aus den elementaren Eigenschaften der reellen Zahlen,
siehe die Axiome im Kapitel 2.2 des Skripts von M. Struwe. Beachten Sie, dass das
Identitatselement der abelschen Gruppen (R, +) durch die Zahl 0 gegeben ist und die
Inverse zu einem = € R durch die Zahl —z gegeben ist. Beachten Sie auch, dass die
Kompatibilitdt der Multiplikation in R mit der Skalarmultiplikation, also die zweite
Bedingung in der Definition eines Vektorraums, dquivalent ist zur Assoziativitat der
Multiplikation in R.

Fir (C, +,-) folgt dies, indem wir komplexe Zahlen z € C schreiben als
z=x+1y
mit x,y € R. Die Addition in C ist dann gegeben durch
21 4 29 = (x1 +iy1) + (22 + 1y2) = (z1 + 22) +i(y1 + y2),
und die Skalarmultiplikation mit einem a € R ist gegeben durch
az = a(x +iy) = ax + iay.

Die gewtinschten Eigenschaften fiir C folgen dann aus den entsprechenden Eigenschaf-
ten von R. Beachten Sie, dass wieder das Identitdtselement der abelschen Gruppen
(C,+) durch die Zahl 0 gegeben ist und die Inverse zu einem z = = + iy € C durch
die Zahl —z = —x — iy gegeben ist. Beachten Sie auch, dass C ein zwei-dimensionaler
Vektorraum tber R ist. Eine Basis ist gegeben durch {1,}.

In der Vorlesung wird die Tatsache behandelt, dass der Losungsraum einer homogenen
linearen gewohnlichen Differentialgleichung ein Vektorraum ist. Der Grund dafiir ist,
dass dieser Raum ein linearer Unterraum des Vektorraums aller Funktionen ist. Dass
die Funktionen einen Vektorraum formen, ist die Aussage der nachsten Aufgabe.

14.9. Vektorraum von Funktionen

Sei S eine Menge, und sei V' ein Vektorraum iiber R. Zeigen Sie, dass

VS ={f:S — V ist eine Abbildung},
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die Menge aller Funktionen von S nach V', zusammen mit der punktweise Addition
and Skalarmultiplikation ein Vektorraum tiber R ist.

Hinweis: Mit punktweiser Addition and Skalarmultiplikation werden die folgenden
Abbildungen gemeint:

FVSXVS S VS (f 4 g)(s) = £(s) +9(s),
GRXVS VS (s f)(s) = an ((5)),

wobei auf der rechten Seite der Gleichungen die Addition und Skalarmultiplikation
im Vektorraum V' verwendet wird.

Bemerkung: Falls Thnen lieber ist, konnen Sie die Aufgabe nur fiir den Fall V' =R
16sen.

Bemerkung: Motivation fiir die Notation B4: Angenommen A and B sind endliche
Mengen. Wir schreiben |A] fiir die Kardinalitdt (= Anzahl Elemente) von A. Dann
gilt

B4 = B,

also die Anzahl Funktionen von A nach B ist gleich der Anzahl Elemente von B hoch
die Anzahl Elemente von A.

Losung. Sei S eine Menge und V' ein Vektorraum tiber R. Wir definieren
X :=V9,

XXX =X, (f+9)(s):=f(s)+g(s),
SR X =X, (a-f)(s):=a-(f(s)).

(Hier verwenden wir auf der rechten Seite die Addition und Skalarmultiplikation im
Vektorraum V.)

Zu tberpriifen sind die Bedingungen (i-iv) von einem Vektorraum (siche Hinweis bei
Aufgabe 3 auf der Ubungsserie). Bedingung (i), also dass (X, +) eine abelsche Gruppe
ist, folgt daraus, dass (V,+) eine abelsche Gruppe ist. Das Identitétselement in X ist
die konstante Funktion Ox(s) = Oy fir alle s € S, wobei 0y das Identitatselement in
V ist. Die (additive) Inverse zu einem Element f € X ist die Funktion — f, definiert
durch (—f)(s) := —f(s), also zu jedem s € S wird die (additive) Inverse von f(s) im
Vektorraum V' zugeordnet.

Auf dhnliche Weise folgen die Bedingungen (ii,iii,iv) fiir (X, +, ) aus den entsprechen-
den Bedingungen fiir den Vektorraum (V,+,-).
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