D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Serie 6 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

6.1. Konvergenz und Grenzwert von Reihen, Cauchy-Produkt
(a) Wir betrachten die Abbildung ¢ : Ny — Ny gegeben durch die folgende Tabelle:

j o lof1|2[3]4]5]6|7][8 |9]10]11]...
ylof1]2]4]3|5|6|8[10|7][9 [11]...

(1 gerade Zahl, 1 ungerade Zahl, 2 gerade Zahlen, 2 ungerade Zahlen, 3 gerade
Zahlen, 3 ungerade Zahlen, ...) Zeigen Sie, dass die zur Folge (2_9"(]')> -
VASEAY]
gehorige Reihe konvergiert, und berechnen Sie ihren Grenzwert.
Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.
(b) (%) Sei z € C, sodass |z| < 1. Zeigen Sie, dass die zur Folge ((k: + 1)zk)k€N
0

gehorige Reihe gegen konvergiert.

1
(1—2)?
Tipps: Betrachten Sie das Cauchy-Produkt der geometrischen Reihe fiir z mit
sich selbst. Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

6.2. Eulersche Zahl und Exponentialfunktion FErinnern Sie sich, dass die
Eulersche Zahl definiert ist durch

1\ "
= lim <1 + >
n—oo n

und dass die Exponentialfunktion definiert ist durch
exp := Exp: C — C, exp(z Z Z—

Das Ziel dieser Aufgabe ist es, zu zeigen, dass
e =exp(1).
Fir jedesn € N, k € {1,...,n} sei

(n) n-(n—l)-...-(n—k—|—1)

nk

(a) Zeigen Sie, dass 0 < a,g”) <1VneN, ke{l, .. n}, und dass fiur fixes k € N,

lim,, oo a,(gn) = 1.
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(b) Zeigen Sie, dass Vn € N

Schliessen Sie, dass Vn € N

(1 + i)n < exp(1).

Hinweis: Benutzen Sie den binomischen Lehrsatz.

(c) Seie > 0. Zeigen Sie: In?,n! € N, mit n? < nl, sodass Vn € N mit n > n? gilt

gr e

"1
> ] > exp(1) — ¢,
k=0

und Vn € N mit n > n! gilt

(d) Zeigen Sie, dass Vn € N, n > n!

exp(l) — (1 + 1)"

n

< 2e.

(e) Schliessen Sie, dass
1 n
e:= lim (1 + ) = exp(1).
n

n—oo

6.3. Stetigkeit

(a) Sei n € Ny und i € {1,...,n}. Wir definieren die Projektion auf die i-te
Koordinatenachse als die Funktion

pr; : R" —» R, pr;(x) = z;.
Zeigen Sie, dass diese Abbildung stetig ist.
(b) (*) Zeigen Sie, dass die folgende Funktion stetig ist:

f:R—R, f(z) :==exp (m cos (sin(x) - x))

Tipps: Verwenden Sie Sétze und Beispiele aus der Vorlesung.
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(c) Zeigen Sie dass Addition komplexer Zahlen, d. h. die Abbildung + : C x C — C,
stetig ist.

(d) Beweisen Sie den folgenden Satz:

Seien n,n’,n” € Ny, SCR*, S CR", " CR", f:S =85, ¢9:5 = 5"
Funktionen und zy € S ein Punkt, sodass f in xq stetig ist und g in f(x¢) stetig
ist. Dann ist die verkniipfte Funktion go f : S — S” in xq stetig.

Tipp: Verwenden Sie die Definition der Stetigkeit (Weierstrafisches (e, d)-
Kriterium).

Bemerkung: Dieser Satz wurde in der Vorlesung behandelt.

6.4. Inneres
Bestimmen Sie das Innere jeder der folgenden Mengen:
(a) R"
(b) 0
(c) {0}
(d) (%) abgeschlossener Ball B (z) fiir n € N, 29 € R, r € (0,00)
(e) Q

Welche dieser Mengen sind offen?

6.5. abgeschlossener Ball () Zeigen Sie, dass jeder abgeschlossene Ball abgeschlos-
sen ist.

Tipps:
o Machen Sie eine Zeichnung.

e Verwenden Sie die Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm.
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Die folgende Aufgabe werden wir verwenden, um Aufgabe 6.7 zu ljsen.

6.6. De Morgansche Gesetze Zeigen Sie die De Morganschen Gesetze, welche das
Folgende besagen:

1. Das Komplement eines Durchschnittes von Mengen ist gleich der Vereinigung
der Komplemente der Mengen. Bedeutung: Seien X eine Menge und A eine
Kollektion von Teilmengen von X. Dann gilt

(ﬂA)E: U (45, Af=x\4

AcA

2. Das Komplement einer Vereinigung von Mengen ist gleich dem Durchschnitt
der Komplemente der Mengen. Bedeutung: Seien X eine Menge und A eine
Kollektion von Teilmengen von X. Dann gilt

(U4) = N (4.

AcA

Tipp: Schreiben Sie die Mengen unter Verwendung von Quantoren und der Negation.
Verwenden Sie die Regeln fiir logische Aussagen und Quantoren, insbesondere die
Regeln fiir die Negation.

Die folgende Aufgabe ist Teil der Aussage eines Korollars in der Vorlesung (Figen-
schaften abgeschlossener Mengen).

6.7. Eigenschaften abgeschlossener Mengen
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
1. 0 und R? sind abgeschlossen in R¢.
2. Jeder Durchschnitt abgeschlossener Mengen ! ist abgeschlossen.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung (Eigenschaften offener Mengen)
sowie Aufgabe 6.6.

'Damit meinen wir den Durchschnitt einer beliebigen nicht leeren Kollektion (=Menge) von
abgeschlossenen Mengen. Diese Kollektion kann unendlich viele Elemente besitzen.
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6.8. Abschluss Bestimmen Sie den Abschluss jeder der folgenden Mengen:
(a) (x) offener Ball B (z) fir r € (0,00) und zp € R

Tipp: Argumentieren Sie analog zum Beispiel der Menge ]0,1], das in der
Vorlesung behandelt wurde.

(b) {L|nen}
© { (1) [nen)

(d) Q
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6.9. Online-Aufgaben
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online via Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.
(a) Sei
1
A={1-—|nenjcr
n

Bestimmen Sie A (Abschluss von A in R).

(b) Sei

A=TR%\ ( > \neZ\{O}}
Bestimmen Sie A (Abschluss von A in R?).

(i) A=R?
(i)) A=R*\{(0,0)}
(i) A=A

(c) Sei

A::RQ\{(x,y) ERQ’M §x3}.

Bestimmen Sie A (Abschluss von A in R?).



