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Dr. Fabian Ziltener Serie 8 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

8.1. Exponentialfunktion streng monoton wachsend Zeigen Sie, dass die reelle
Exponentialfunktion exp : R — R streng monoton wachsend ist.

Tipps: Verwenden Sie:
» Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion
o Fiir jedes y € (0,00) gilt exp(y) > 1. (Warum?)

Die folgende Aufgabe ist ein Korollar in der Vorlesung (zum Additionstheorem fiir
die Exponentialfunktion).

8.2. Produktregel fiir den Logarithmus Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € (0, c0)
gilt, dass
log(zy) = log(x) + log(y).

Tipp: Verwenden Sie das Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion.

8.3. Umkehrfunktion eines eingeschrinkten Polynoms ist stetig. Wir be-
trachten die Funktion

f:[L2] =R, f(z):=2°—z.
Das Ziel dieser Aufgabe ist es, das Bild von f zu bestimmen und zu zeigen, dass die
Umkehrfunktion der Funktion f : [1,2] — im(f) stetig ist.
(a) Zeigen Sie, dass f streng monoton wachsend ist.
Tipps: Verwenden Sie, dass 2° — z = z(2? — 1).
(b) Uberlegen Sie sich, dass f injektiv ist.
(c) Zeigen Sie, dass das Bild von f gleich [0, 30] ist.
Tipp: Verwenden Sie die erste Teilaufgabe und einen Satz aus der Vorlesung.

(d) (*) Zeigen Sie, dass die Umkehrfunktion der Funktion f : [1,2] — [0, 30] stetig
ist.

Bemerkung: Da die Funktion f : [1,2] — [0, 30] bijektiv ist, ist ihre Umkehr-
funktion wohldefiniert.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.
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Bemerkung: Mit einer Formel meinen wir einen Ausdruck, der rationale Zahlen,
die Variable x, die Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division) und k-te Wurzeln fiir beliebige k& € N enthélt. Ein Beispiel dafir ist

ile—i- ’

(Potenzen sind auch zugelassen, da wir zum Beispiel 2% = z -z schreiben konnen.)
Es gibt keine Formel fiir f~1. Das folgt aus Galoistheorie, einem Teilgebiet der
Algebra. Wir kénnen also manchmal zeigen, dass eine bestimmte Funktion stetig
ist (zum Beispiel die hier betrachtete Umkehrfunktion f~!), selbst wenn es keine
Formel fiir die Funktion gibt.

2
x4+ 1

N~

8.4. Umkehrfunktion der Einschriankung der komplexen Exponentialfunk-
tion ist stetig Wir betrachten die eingeschrankte komplexe Exponentialfunktion

f:=Exp:=exp:U:=(0,00) x (—7,7) = C = R?
x + iy — exp(x +iy) fur (z,y) € (0,00) X (—m, 7).
Das Ziel dieser Aufgabe ist es, das Folgende zu zeigen:
« Das Bild von f ist offen.
o f:U — im(f) besitzt eine Umkehrfunktion.
o Die Umkehrfunktion ist stetig.
(a) Zeigen Sie, dass f injektiv ist.
Tipp: Verwenden Sie das Folgende:
« Additionstheorem for exp
 eulersche Formel

« Fiir jedes ¢ € R impliziert cis(¢) = (1,0), dass es ein k € Z gibt, sodass
© = 27k.

(b) Zeigen Sie, dass das Bild von f offen ist.
(c) () Zeigen Sie, dass die Umkehrfunktion der Funktion f : U — im(f) stetig ist.

Bemerkung: Die Funktion f: U — im(f) ist surjektiv und daher geméss der
ersten Teilaufgabe bijektiv. Daher ist ihre Umkehrfunktion wohldefiniert.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.
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8.5. (*) punktweise Konvergenz Wir betrachten die Folge ( f,,)men, gegeben durch
fm :]0,1] = R, fm(x) == 2™,
Zeigen Sie, dass diese Folge punktweise gegen die folgende Funktion konvergiert:

0, fallsz <1,
[0, =R, f(z) ':{ 1, fallsz=1.

8.6. gleichmissige Konvergenz, Potenzreihe fiir den Logarithmus, Riemann-
sche Zeta-Reihe

(a) (x) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge ( fm = R R) gleichméssig
m meN
gegen die Funktion f:=0:R — R konvergiert.

mo(_1 k—1
elgen ole, dass 1ur jedes z € 1e Folge Z onvergiert.
b) Zeigen Sie, dass fiir jed B%(0) die Fol (]3 k k i
k=1 meN

Tipp: Verwenden Sie ein Resultat aus der Vorlesung.
(c) (%) Wir definieren
-1 k—1 mo(_1] k—1
( k); zk — W%I_K%OZ ( k): Zk.

k=1

f:B}0)CC—C, f(2) ::i

k=1
Zeigen Sie, dass [ stetig ist.
Tipp: Verwenden Sie ein Resultat aus der Vorlesung.

Bemerkung: Die Einschrankung der Funktion f auf (—1,1) ist gegeben durch

F(z) = log(1 +2).

Das wird im Skript Analysis fir Informatik von Prof. M. Struwe in Beispiel
6.3.1. bewiesen.

(d) Wir definieren die (Riemannsche) Zeta-Reihe als die Folge (fm)men von Funk-
tionen definiert durch

fm . (1700) — R? fm(S) = Z ]:s
k=1

Sei sg € (1,00). Zeigen Sie, dass die Einschrankung der Zeta-Reihe auf das
Intervall [sg, 00) gleichméssig konvergiert.
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Tipp: Verwenden Sie, dass die Folge (Z kSO> nach oben beschrankt ist.
k=1 meENy

Das wird im Skript Analysis fiir Informatik von Prof. M. Struwe in Beispiel
3.7.4. ii) bewiesen.

(e) Wir definieren die Riemannsche Zeta-Funktion ¢ : (1,00) — R als den gleich-
maéssigen Limes der Zeta-Reihe. Zeigen Sie, dass ( stetig ist.

Tipp: Verwenden Sie, dass f,,, fiir jedes m stetig ist, die letzte Teilaufgabe und
einen Satz aus der Vorlesung.

8.7. Differenzierbarkeit, Ableitung, Summe konvergenter Funktionen

(a) (*) (quadratische Funktion differenzierbar) Seien a, zy € R. Wir definieren f :
R — R, f(x) := ax?. Zeigen Sie, dass diese Funktion im Punkt z differenzierbar
ist mit Ableitung

f'(z0) = 2ax.

(b) (Summe konvergenter Funktionen) Seien n,p € N, X CR", F,G : X — RP und
79 € X, sodass F' und G an der Stelle xy konvergieren. Zeigen Sie, dass die
Summe F + G gegen lim, ., F(z) + lim,_,,, G(x) konvergiert.

Tipps:

e Sei e € (0,00). Wir wihlen eine Zahl «, welche die Rolle von ¢ in der
Definition der Konvergenz von F' an der Stelle xq spielt. Auf dhnliche Weise
wéahlen wir ein 8 fir G. Konstruieren Sie aus o und [ ein d, dass seinen
Zweck fiir F' 4+ G und 2¢ erfillt. Passen Sie jetzt Thre Wahl so an, dass ¢
seinen Zweck fiir F' 4+ G und ¢ erfillt.

e Verwenden Sie die Dreiecksungleichung.

(c) (Summe differenzierbarer Funktionen) Seien p € N, U C R offen, f,¢g: U — RP
und z¢ € U, sodass f und g an der Stelle z( differenzierbar sind. Zeigen Sie,
dass die Summe f + g an der Stelle xq differenzierbar ist.

Tipp: Verwenden Sie die letzte Teilaufgabe.

(d) (%) (Differenzierbarkeit) Gibt es einen Punkt zy € R, in dem xg : R — R, die
charakteristische Funktion der rationalen Zahlen, differenzierbar ist?

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.
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8.8. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Welche der folgenden Funktionen besitzen eine stetige Inverse?
(D) f:10,7] = [0,1], f(x) = sin(z)
(ii) f:10,3] = [0,1], f(z) = sin(z)

(i) f:[0,5] = [=1,1], f(x) = sin(z)

(iv) f: =53] = [=1,1], f(z) =sin(z)



