D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Dr. Fabian Ziltener Serie 9 HS 2024

Einige (Teil-)Aufgaben sind mit (%) markiert. Versuchen Sie, wenigstens diese Aufga-
ben zu lésen und abzugeben.

9.1. Differenzierbarkeit, Ableitungen, Summen-, Produkt-, Quotienten-,
Kettenregel, Umkehrsatz Zeigen Sie, dass jede der folgenden Funktionen differen-
zierbar ist. Berechnen Sie ihre Ableitung.

(a) (%) (reelle Exponentialfunktion) exp : R — R
Tipps:

o Seien g € Rund h € [—%, %} \ {0}. Wir bezeichnen mit Q(h) den verscho-
benen Differenzenquotienten ! von exp zu xg, ausgewertet in h. Schreiben
Sie (h) mittels des Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion als

Q) = esplen)(1 + k), ani=3

o Schéatzen Sie |ay| durch eine geometrische Reihe nach oben ab.
« Zeigen Sie, dass Q(h) — exp(zo) fiir h — 0.
(b) (*) (Produkt) f:R — R, f(z) == xe”
Tipp: Leibnizregel = Produktregel
(c¢) (Produkt) f: R — R, f(z) :=zlogx

Bemerkung: In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass der natiirliche Loga-
rithmus log :]0, co[— R differenzierbar ist mit Ableitung gegeben durch eine
bestimmte Funktion. Sie diirfen das verwenden.

Tipp: Leibnizregel = Produktregel

(d) () [ R\{1} >R, fz):="F1

rz—1

Tipp: Quotientenregel
(e) (Potenzfunktion) p, : R — R, p,(z) :==2" firn € N
Tipps:

¢ Induktion

lsiehe Vorlesung
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e Fiir n =1 ist p; = id linear, also affin. Wir haben diesen Fall schon in der
Vorlesung behandelt.

o Wenn Sie den allgemeinen Fall zu schwierig finden, betrachten Sie dann
zuerst die Falle n = 2, 3.

(f) (Polynom) p: R — R, p(z) := X7_, apx® fiir ag,...,a, € R
Tipps:
o Teilaufgabe (e)
o Produkt- und Summenregel fiir Differenzierbarkeit und Ableitungen
o Induktion

o Wenn Sie den allgemeinen Fall zu schwierig finden, betrachten Sie dann
zuerst das Polynom p(z) := 222 + x.

—n

(g) (Potenzfunktion mit negativem Exponenten) p_,, : R\ {0} = R, p_,(z) ===
firn e N

Tipps:
o Teilaufgabe (e)

o Quotientenregel

(h) tan := U R, wobei
cos

Bemerkung: Sie diirfen verwenden, dass die Kosinus- und die Sinusfunktion
differenzierbar sind mit Ableitungen gegeben durch bestimmte Funktionen.

Tipp: Verwenden Sie eine Rechenregel fiir Ableitungen.

22

(i) (*) (gauBsche Glockenfunktion) f: R = R, f(z) :=e =

Tipp: Kettenregel

G) FR R fa) e e e o)

Tipp: Kettenregel
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(k) (Exponentialfunktion zur Basis b €]0, 00[) := exp, : R — R, exp,(z) := b* :=
exp (a: log(b)) — @ log(b)

Tipps:
o Kettenregel
o Leibnizregel = Produktregel
o Teilaufgabe (a)
(1) (%) n-te Wurzelfunktion g/ :]0, 00[—=]0, oo fir n € N
Tipps:
o Umkehrsatz
o Teilaufgabe (e)

(=1)

(m) (%) (Logarithmus zur Basis b €]1, 00[) := log, := exp; ' := exp, ' :im(exp,) =

10, 00— R
Uberlegen Sie sich zuerst, dass exp, : R —]0, oo[ bijektiv ist.
Bemerkung: Sie diirfen dazu verwenden, dass exp : R —]0, co| bijektiv ist.
Tipps:
o Umkehrsatz
o Teilaufgabe (k)
(n) Arkustangens := (Umkehrfunktion des Tangens tan : }—g, g{ — R) = arctan :=
tant" : R — }—g,g{
Uberlegen Sie sich zuerst, dass tan : }—g, g{ — R bijektiv ist.
Tipps:
o Umkehrsatz
o Teilaufgabe (h)

o Schreiben Sie tan’ in der Form tan’ = ¢ o tan fiir eine bestimmte Funktion
®.
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9.2. Anwendungen des Mittelwertsatzes: strenge Monotonie, gewohnliche
Differentialgleichung

(a) (x) (Ableitung in einem Punkt) Wir betrachten die Funktion
P00 SR f) =

Zeigen Sie, dass es eine Zahl xy €]0, 1] gibt, sodass f'(z9) = e — 1.
Frage: Konnen Sie ein solches xq berechnen?

Tipp: Falls nicht, verwenden Sie dann einen Satz aus der Vorlesung, der besagt,
dass es einen Punkt zy gibt, sodass f'(xo) eine bestimmte Gleichung erfiillt.

(b) (%) (strenge Monotonie) Sei n € N. Zeigen Sie, dass die Potenzfunktion p_,, :
10,00[— R, p_,(z) := 27", streng monoton fallend ist.

Tipps:

« Korollar zum Mittelwertsatz (verschwindende Ableitung impliziert Kon-
stanz, positive Ableitung strenges Wachstum)

» Aufgabe 1(g)

(c) (gewohnliche Differentialgleichung) Fur n € Z definieren wir p,, :]0,c0[—
R, pn(x) := 2™ Sei f :]0, 00[— R eine differenzierbare Funktion, sodass

f(x)

f/ :pflfa d. h. f/(l') = 7, Vx € R\{O}

Zeigen Sie, dass

f=f@pr dh o flz) = f(1)z, Vo e R\ {0}.

Tipp: Argumentieren Sie wie in einem Beispiel in der Vorlesung (Mittelwert-
satz, gewohnliche Differentialgleichung). (Wir haben dort ein Korollar zum
Mittelwertsatz angewendet.)
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9.3. Konvergenz des Quotienten zweier Funktionen, “unbestimmter Grenz-
wert der Form %”, Regel von Bernoulli-de I’'Hospital Fir jede der folgenden
Funktionen h : R\ {0} — R zeigen Sie, dass h an der Stelle zy := 0 von rechts
konvergiert und berechnen Sie lim,~ o h(z).

Tipp: Versuchen Sie, eine der folgenden Methoden anzuwenden:
o Definition der Ableitung
o Quotientenregel fiir Konvergenz von Funktionen an einer Stelle:

Seien X CR", f,g: X = R, 29 € X, sodass f und g an der Stelle 2y gegen 1,
und zg konvergieren und zg # 0. Dann konvergiert g an der Stelle xy gegen i’—g

e Regel von Bernoulli-de I’'Hospital

Bemerkung: Sie diirfen verwenden, dass die Kosinus- und die Sinusfunktion differen-
zierbar sind mit Ableitungen gegeben durch bestimmte Funktionen.

(a) (#) hr) = 2

(b) (5) hla) i=

(¢) () hiz) = ——

CRTE e —

(@) hw)i=

(f) h(z) := f(fi (Wir definieren diese Funktion auf R\ {—1}.)
(8) ha) = <
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9.4. Umkehrsatz

Die Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus, Cosinus hyperbolicus und Tangens hyper-
bolicus sind definiert auf R durch

sinh(x) := %,
cosh(z) := 64_26,
tanh(z) := c-c

e t+e*

(a) Berechnen Sie die Ableitungen der Funktionen sinh(z), cosh(z) und tanh(x)
auf R.

(b) Sei f eine der obigen Funktionen. Bestimmen Sie
It ={z eR; f'(z) > 0}
und bemerken Sie, dass fiir alle drei Funktionen I ein Intervall ist.

(c) Skizzieren Sie die Graphen der drei Hyperbelfunktionen.

(d) Benutzen Sie den Umkehrsatz um zu zeigen, dass die drei Hyperbelfunktionen
auf den entsprechenden Bereichen I; bijektiv sind.
Man schreibt die Inverse der Hyperbelfunktionen als

arsinh = (sinh) ™, arcosh = (cosh)™, artanh = (tanh)™".

Bestimmen Sie die Definitionsbereiche von arsinh, arcosh und artanh.

(e) Bestimmen Sie die Ableitungen von arsinh, arcosh und artanh (als Funktionen
der Hyperbelfunktionen und ihren Inversen).

(f) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen arsinh, arcosh und artanh.
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9.5. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

()

(b)

(c)

Sei
f :=sinocososin := sino(cososin) : R — R

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(i) f'(x) = — cos(z) sin(sin(z)) cos(cos(sin(z)))
(i) f'(x) = cos(z) sin(z) cos(x)
(iii) f'(z) = — cos(sin(— cos(z)))
() f(z) = — cos(x) cos(sin(x)) sin(cos(sin(x)))

Welche der folgenden Ableitungen sind korrekt? (Mehrere Antworten konnen
korrekt sein)

(V) ddx log(2x) = 2log(z)i, Va €]0, 00]
(ii) (exposin)’ = (exp osin) cos

N1
(iii) )()—FOS@),

Vr e R

Es sei f : R — R eine stetige Funktion, die an jeder Stelle in R differenzierbar
ist. Weiter sei f(0) = 0 und f(1) = 1. Dann existiert ein x € [0, 1] mit f'(z) = 1.

(i) Wahr
(ii) Falsch



