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1.
(a)

Losung 10

Aufgabe

Es handelt sich hier um den Fall einer Integration einer gebrochen rationalen Funktion mit Nenner vom
Grad 2 und Zihler vom Grad 1. Wir gehen wie in der Vorlesung vor. Der Nenner 222 — 2z + % hat eine
doppelte Nullstelle z = §. Somit ist 222 — 2z + £ = 2(z — 1)2. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist
somit
11—z 1—x A B
202 -2z +1 2@2-3)2 2-1 N (z—3)%

mit zu bestimmenden Koeffizienten A, B € R. Bringen wir die rechte Seite auf den gleichen Nenner, erhalten
wir die Bedingung

L-o Alw—5)+B : 1—x 1
2z — %)2 T - %)2 und somit 5 =A(x—-31)+B.

Vergleichen der Koeffizienten liefert A = —% und B = 1. Es folgt also

1—= - —%
202 -2z +% -1 (

Die gesuchte Stammfunktion ist damit

1—x 1 1 1 1
7dx:—f/7dx+f/7dx
/2x2—2x+§ 2) z—3 4) (x—1)2

1

T —

1

1 1
— —5 (e - ) - +C= (o - 4)) -

N

4o — 2

N|—=

fiir eine Konstante C' € R.

Es handelt sich hier um den Fall einer Integration einer gebrochen rationalen Funktion mit Nenner vom
Grad 2 und Zihler vom Grad 1. Wir gehen wie in der Vorlesung vor. Der Nenner Q(x) = 22 — 2z + 5
hat keine Nullstellen. Wir wollen also die zu integrierende Funktion in die Form % bringen, mit zu

bestimmenden Koeffizienten A, B € R. Es ist Q(z) = 22 — 22 + 5 und Q'(z) = 2z — 2. Wir mochten also

r+1  A-Q(x)+B A2z —-2)+B
r2—-2r+5 Q(x) 222045

Vergleichen der Koeffizienten liefert A = % und B = 2. Somit haben wir

z+1 L2z -2)+2 1 2 — 2 1
S N Y (e A e S 20— an
/x2—2z+5 v /$2—23:—|—5 T /x2—2x—|—5 vt /x2—2x—|—5 v (*)

- %,((f)) dz=In(|Q(z))+C

2

Es bleibt die Stammfunktion | dx zu finden. Dazu miissen wir den Nenner in der Form (z+3)? 4+«

schreiben. Gesucht ist also

1
2 —2x+5

2?2 =20 +5=(x+P)?+a® undsomit 2®—2z+5=2a?+28z+ 5%+’

Koeffizientenvergleich liefert 3 = —1 und daraus o = 4, also o = 2. Somit ist die fehlende Stammfunktion

1 1 1 r—1
——de = | ———————dx = - t <7)+ .
/x2—2x+5 o /(1‘—1)2—1—22 * 2arcan 2 ¢

Insgesamt folgt somit eingesetzt in (), dass
1 1 -1
/#—;% dx = 3 In(|z? — 2z + 5|) + arctan (xT) +C,

fiir eine Konstante C' € R.
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(c) Mit Partialbruchzerlegung erhalten wir

x 12 1/2
dr = d
/x2—1 v /m—lJra:—&—l v

1
:§(ln|:c—1|—|—ln|x—|—1\)—|—C
1
:§ln|x271\+07
f'(=)

dr =In|(f(z))| + C mit f(z) = 2? — 1 nutzen:

T 1 2x 1
d — — :71 2—1 C
/:CQ*]. z 2/,1:271 2n(|x D+ )

wobeil C' € R ist. Alternativ konnen wir /

fiir eine Konstante C' € R.

2. Aufgabe
(a) Wir finden zuerst eine Stammfunktion von cos3(z) sin(z). Dazu verwenden wir die Substitution u = cos(z).
d
Somit ist d—u = —sin(z) also dx = —Sinl(x) du. Mit dieser Substitution finden wir
x

/cos3(a:)sin(x) dx = /u3 sin(z) _(1 du = —/u3 du = —%4 +C

sin(z)
cos*(z)
=3 ¢
=F(z) + C,

wobei C € R ist. Das gesuchte bestimmte Integral ist also

2
1 1
/ cos®(x) sin(z) dx = F(2r) — F(nr) = —~ + — = 0.
x 4 4
Alternativ: Wir konnen direkt im bestimmten Integral substituieren und dabei auch die Grenzen anpas-
sen. Die Grenzen x = m und « = 27 werden unter der Substitution v = cos(x) zu den Grenzen v = —1 und
u = 1. Die Rechnung ist somit (keine Riicksubstitution notig)

=0.
-1

2 1 1 1 uA
/ cos®(z) sin(z) do = / u® sin(x) du = —/ u® du = Y

-1 sin(z) -1

S+
(b) Wir finden zuerst eine Stammfunktion von + . Dazu verwenden wir die Substitution v = 5 — z. Somit

d
ist ©% = —1 also do = —1 du. Mit dieser Substitution finden wir (u=b—zezr=>5—u)

dx

10 — 1

/5+xdg;:/ 0 u(—l)duz/l——Oduzu—lOln(M)—!—C
S—x U U

=5—z—10ln(j5—2|)+C
=F(z) + C,

wobei C € R ist. Das gesuchte bestimmte Integral ist also

1

5)

/ T e = P(1) = F(~1) = 4 — 10In(4) — 6 + 101n(6) = —2 + 10( In(6) — In(4) ) = —2 + 101n(3/2).
1 55— N————
=In(6/4)=In(3/2)
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Alternativ: Wir kénnen direkt im bestimmten Integral substituieren und dabei auch die Grenzen anpas-
sen. Die Grenzen £ = —1 und x = 1 werden unter der Substitution © = 5 — z zu den Grenzen u = 6 und
u =4 (in dieser Reihenfolge!!). Die Rechnung ist somit (keine Riicksubstitution notig)

1 4 4 6 6
10 — 10 — 10 — 1
/ 5+xdaj:/ 0 u(—l)du:—/ 0 udu:/ 0 uduz/—o—ldu
_15—x 6 U 6 U 4 U 4 U

6
= —2+101n(3/2).
4

= (10In(|u|) — u)

—x
Wir finden zuerst eine Stammfunktion von T Dazu verwenden wir die Substitution v = 1 + /x.

+ vV
d 1
Somit ist - = —— also dz = 2/x du. Substituieren wir im Integral ist

de  2\/x
2—z 2—z (*)/2—(u—1)2
/1+\/de Vv du (u—1)du

u u

Im Schritt (x) haben wir die iibriggebliebenen z mit der gleichen Substitution ersetzt (d.h., u =1+ /z &
x = (u — 1)?). Die obige Stammfunktion kénnen wir ausrechnen

/2—(u—1)22<u_1)du:2/2(u—1)—(u—1)3du:2/2(u—1)—(u3—3u2+3u—1)du

u u u
:2/_“3+3“2_“_lduzz/(—u2+3u—1—1)du
u u
:2(7%3+¥7u—1n(|u|))+0
:—Mw(uﬁ)2—2(1+ﬁ)—21n(|1+\/5|)+c
= F(x)+C,

wobei C € R ist. Das gesuchte bestimmte Integral ist also

4
2—x 8
dr=F(4)—-F(0)=...= - —2In(3).
| T e = @) = FO) = ... = 5 ~203)
Alternativ: Wir kénnen direkt im bestimmten Integral substituieren und dabei auch die Grenzen anpas-
sen. Die Grenzen x = 0 und « = 4 werden unter der Substitution v = 1+ /z zu den Grenzen v = 1 und
u = 3. Die Rechnung ist somit (keine Riicksubstitution notig)

4 3 3 2
2— 2— 2—(u—1
0 1+\/§ 1 U 1 u

3 3 2

wi n 1

w2y [t Dama(- 2 )
1 v s 2
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3. Aufgabe
(a)

(b)
/ eVa da | f)/f ~22dz:2(2—1)ez|5/a:2+2(\/5—1)e\/5.

(c)

D VR
/f(md””—/(l f@) de=In(f(z))+C, CeR.

(d) Wir verwenden (c) mit f(z) = In(z) (fir a,b > 1 und = € [a,b] ist f(z) > 0, wie in (c) gefordert), und
erhalten

Tl @ ’ =In(ln fnna*nln(b)
[ iy de @ m @) = @) - @) =1 (22

4. Aufgabe

(a) Es gilt
2% -1 2?2 +1-2
——dr = —d
/x2+1 v / 2 +1 v

2 1
1——dex= [ 1dx—-2 | ——d
/ 2 +1 v / v /x2+1 v

= 1z — 2arctan (z) + C,

fiir eine Konstante C' € R.

(b) Mit (wiederholter) partieller Integration finden wir

/efw sin(2z)de = —e "sin(2x) +2/ T cos(2z) d

P.I.

1

—e ¥sin(2z) + 2 ( ¥ cos(2x) 2/ * sin(2x) dw)

= —e "sin(2z) — 2e” " cos(2x) — 4 / e ¥sin(2x) dx.

Auflésen nach / e ¥sin(2z) dx ergibt

/e_m sin(2z)dxr = ?e_z(sin(Qa:) + 2cos(2x)) + C,
fiir eine Konstante C' € R.
(c) Wir substituieren u(z) = v/x (wobei z > 0).

d
Damit gilt o und somit dx = 2v/xdu = 2u du und

1
dr 2z’
/eﬁdx = 2/ue“du =4 2w —1)e" +C.
Mit der Riicksubstitution erhalten wir
/eﬁdaﬁ =2(vz —1)eV" + C,

fiir eine Konstante C' € R.
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(d) Mittels Partialbruchzerlegung (siche auch MC) lésst sich der Integrand in eine Summe umschreiben, deren
einzelne Summanden einfach zu integrieren sind:

-z z@+1)(z-1) x+x+1+m—1

dx 1 1 1 1 1
- [ Zdes: dz + = d
/x3—x /x x+2/x—|—1 x+2/x—1 v

1 1
:71n|x|+§ln\x+1|+§ln|x71|+C’
1

=—-In

2

1 1 (PBZ) 1 3 3

1

1— —
22

+ C,

fiir eine Konstante C' € R.
(e) Es gibt (mindestens) zwei Losungswege:
e Mittels Partialbruchzerlegung: Mit 2% — 4 = (x + 2)(x — 2) gilt:

1 A B
;t4:x+2+x—2’ genau wenn A = 1/4 und B = 3/4.

Dann folgt mit Partialbruchzerlegung

r+1 1 1 3 1
_! =1 (lnje+2/+3mn s - 2))
/x2_4dx 4/x+2+x—2dx 4(n|x—|— |+3njz—2|) + C,

wobei C' € R ist.

e Um Substitution anzuwenden, gehen wir wie folgt vor. Zuerst schreiben wir das Integral wie folgt um:

r+1 1 2zdx 1 1 2zdx 1 1
/::;2_4"1j /2 x2_4+/x2_4x /2 x2_4+/4(x—2)x /4($—|—2)$
Setze nun u; (z) = 22 — 4, und du; = 2z dx fiir das erste Integral, us(x) = z — 2 fiir das zweite Integral

und uz(x) = x + 2 fiir das letzte Integral. Folglich ist

rz+1 1 2zdx 1 1
/;c2f4dm_/§gc2f4Jr/zx(:sfz)dm_/4(ae+2)daj
1 1 1 1 1 1

1 1
In(|u|) + I In(|ug|) — 1 In(|ug|) + C

B W~ N~ N =N =
/N N

1 1
Inj2 — 4]) + 3 In(Jz = 21) — 3 I(fe +2]) + C

In(|(z +2)(x ~ 2))) + 7 Il — 21) = 3 Il +20) + C

In(je +2]) + In(j —2])) + iln(|x P iln(\x Lo+ O

1
In(jz — 2)) + 7 Inz +2) + C,

fiir eine Konstante C' € R.

(f) Durch partielles Integrieren erhalten wir

fiir eine Konstante C' € R.
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(g) Mit partieller Integration folgt

/xcos(x) dx = zsin(z) — /sin(x) dx
= zsin(z) + cos(z) + C,
fiir eine Konstante C' € R.

(h) Der Zihler 6z — 2 ist genau die Ableitung des Nenners 322 — 2z — 5. Sei also f(z) = 322 — 2z — 5. Dann
gilt mit der Formel aus der Vorlesung

6x — 2 f B B ,
/3x2—2x75 dr =In|f(z)] = In|32° — 22 — 5[ + C,

wobei C € R ist. Mit Partialbruchzerlegung folgt dquivalent dazu

/ 6z — 2 d / 6z — 2 d 1/ A 4 B d
———dr= | ————doe=5 | —s+——dzx
322 —2x—5 3(x—3)(z+1) 3 x—5 x+4+1

ol [ 3 3
(:>7/75+ de=Inlz— |+l +1]+C,

fiir eine Konstante C' € R und wobei sich (x) durch Auflssen von A+ B =6 und A — 2B = —2 ergibt. Die
Logarithmusgesetze liefern dann noch

Injz — 3|+ In|z+ 1| = In|32° — 22 — 5|.
(i) Mit partieller Integration und dem Hinweis folgt
/x2 cos(z) dr = z%sin(z) — 2 [ zsin(x) d
= (2% — 2)sin(x) + 22 cos(z) + C,

fiir eine Konstante C' € R.
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Multiple Choice

1. Ergebnis: (c¢).
Dies ist eine Anwendung der Formel

[ H@r @i = 3@2 e cer

welche wir nochmals ausfiihrlich beschreiben. Mit der Substitution f(z) = u = sin(z) folgt f'(z) = v’ = cos(z),
also du = cos(z)dz und somit

1 1
/Sin(z) cos(z)dx = /udu = §u2 +C = 5 sin?(z) + C,
fiir eine Konstante C' € R.
2. Ergebnis: (a).

Mit der Substitution x = 2 cosh(u) erhalten wir dz = 2sinh(u) du, und fiir das Integral
4 arcosh(2) arcosh(2)
/ Va?—4ddx = / 4 cosh?(u) — 4 - 2sinh(u) du = 4/ sinh?(u) du
2 0 0

arcosh(2) inh(2 arcosh(2)
= 2/ (cosh(2u) — 1) du =2 (Sm;u) - u) ‘0
0

[ sinh(2arcosh(2))
_s ( .

- arcosh(Q)) = 4v/3 — 2arcosh(2).

Im dritten Schritt haben wir
cosh(2u) — 1

inh2 _
sinh*(u) 5

verwendet. Im letzten Schritt haben wir
sinh(2arcosh(2)) = 2sinh(arcosh(2)) cosh(arcosh(2)) = 4v/3

verwendet.

3. Ergebnis: (b).

b
Wir berechnen In (3) = /Tr msZu‘I;(i&E—)de = [In(cos(z) +2)]° , = In(cos(b) + 2) also muss cos(b) = —1 gelten,

was hier nur fiir b = 27” erfiillt ist.

4. Ergebnis: (b).

Es gilt

i N 1 @+ -1) la(z—1) lr(z+1)
r z+1 2-1  z2@+)(z-1 z@+D@-1) z@@+1)(z-1)
_—(12—1)+%z(171+m+1)

B z(x+1)(x—1)
_—x2+1+%x~2x
z(x+1)(x—1)
1
o3 —a
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