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Multiple Choice

1. Aufgabe [20 Punkte]
MC1. Ergebnis: (A).

Die Funktion y — In(y) ist nur fiir y > 0 definiert. Das bedeutet, dass In(z3+1) nur fiir 2> +1 > 0
definiert ist. Zuletzt gilt

2BH1>0 <= 22>-1 < z>-—1.

MC2. Ergebnis: (B).

Die Funktion y — ¥ ist nur fiir y > 0 definiert. Das bedeutet, dass g(z) = v/In(x) nur fiir
In(z) > 0 definiert ist. Zuletzt gilt

In(z) >0 < z>1.

Der maximale Definitionsbereich der Funktion g(x) = {/In(z) ist daher [1, c0).
MC3. Ergebnis: (C).

Mit der Produktregel folgt

f'(z) = (cos(z))'(1 — x) + cos(z)(1 — z) = —sin(z)(1 — z) — cos(x) = (x — 1) sin(x) — cos(z).

MC4. Ergebnis: (C).

Da x > 0 koénnen wir die logarithmische Ableitung anwenden. Auf beiden Seiten von f(z) = z*

bilden wir den Logarithmus und leiten ab, um zu erhalten

I f'(z)
() = 22,

[n(z%)] = [zIn(2)] = In(z) + 1.

Gleichsetzen und multiplizieren mit f(x) = 2” liefert

f(z) = 2" (In(z) + 1).
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MCS5. Ergebnis: (A).

Wir sind in der Situation £ und mdochten die Regel von de I’'Hopital anwenden:

e "+ 41x . —e 441
m ———=1lim —————— =
z—oo 13+ 421  z—oo 312 + 42

=0.

MC6. Ergebnis: (C).

0

Wir sind in der Situation 0

und mochten die Regel von de I’'Hopital anwenden:

2z — sin(z) cos(x)

lim _ lim 2 — (cos?(x) — sin®(z)) _2-(1-0)

=1.
20 sin(x) 20 cos(x) 1

MCT7. Ergebnis: (B).

Der Fixpunkt  muss die Gleichung
T = arccos(sin(7))

erfiillen. Daher erhalten wir
cos(Z) = sin(x),

und nur T = % erfiillt diese Bedingung.

MCS. Ergebnis: (C).

Die Funktion f ist glatt und es gilt

f'(z) = —2sin(x) und f"(x) = —2cos(z).

Wir sehen somit, dass f offensichtlich nicht konvex ist, da f”(x) > 0 fiir alle x € R nicht erfiillt
ist. Ferner gilt f/(0) = 0 und f”(0) = —2, was bedeutet, dass der Punkt 2o = 0 kein lokales
Minimum, sondern ein lokales Maximum ist. Weiterhin gilt f’(7) = 0 und f”(7) = 2, sodass
zo = 7 ein lokales Minimum ist. Schliesslich kann der Punkt z; = 0 aufgrund von f”(0) = —2
kein Wendepunkt sein.

MC9. Ergebnis: (D).

Da f auf (—2,1) konkav ist, haben wir f”(x) < 0 fiir alle z € (—2,1). Keine der anderen Optionen
trifft zu, da f offensichtlich weder monoton noch konvex ist.
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MC10. Ergebnis: (C).

Da f' > 0 und f” > 0 ist die Funktion f wachsend und konvex. Wir erhalten somit

a<b = f(a) < f(b)

Es ist klar, dass es nicht notwendigerweise einen maximalen Punkt geben muss, indem man zum
Beispiel f(x) = exp(x) wihlt. Das gleiche Gegenbeispiel zeigt, dass f nicht unbedingt konkav
oder monoton fallend sein muss.
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Aufgaben

2. Aufgabe (Priifung Sommer 2020) [5 Punkte]

(a) [1 Punkt] Berechnen Sie die erste Ableitung der Funktion f : (0,00) — R gegeben durch
f(x) = In(2?) — In(2z).

Losung:

Zuerst schreiben wir mit dem Logarithmusgesetzen

f(z) =2In(x) — In(22)
= 2In(z) - ( n(2) + In(z))
— 21n(z) — In(2) - In(x)

= In(z) — In(2),
damit berechnen wir dann 1
fl(z) = .

Alternativ ergibt sich dies auch mit der Kettenregel.

(b) [2 Punkte] Betrachten Sie die Funktion b : R — R mit h(z) = ze=3@~1). Berechnen Sie die
zwei Fixpunkte x; und x5 der Funktion h.

Hinweis: Ein Punkt 7 ist ein Fixpunkt von h, wenn h(z) = 7 gilt.
Lo6sung:

Wir miissen die Fixpunktgleichung = = h(x) 16sen. Diese ldsst sich schreiben, als
0=a(l —e 31,

Diese ist erfiillt, wenn einer der Faktoren null ist. Den ersten Fixpunkt finden wir sofort,
néamlich
%1 - 0

Fiir den zweiten Fixpunkt ist somit Z, # 0 und folglich muss 0 = 1 — e 3@~1

Also 3(Z3 — 1) = 0 und deshalb ist

gelten.

o = 1.
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Betrachten Sie nun die Funktion g : R — R mit g(z) = |z — 1| + |z + 1.

(¢) [1 Punkt] Skizzieren Sie den Graphen der Funktion g fiir x € [—2,2]. Unten finden Sie ein
Ausschnitt des Graphen fiir z € [-2, —1] U [1, 2].

Lo6sung:

Der Graph von g auf [—2, 2] sieht wie folgt aus.

g9(z)
4 4

\ ¥

2 1 2

(d) [1 Punkt] Geben Sie die Punkte z € R an, in denen die Funktion g : R — R nicht
differenzierbar ist.

Losung:

Die Funktion ¢ ist in den Punkten {—1, 1} nicht differenzierbar. In allen anderen Punkten
schon.
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3. Aufgabe (Priifung Winter 2019) [5 Punkte]
xsin(x)

Betrachten Sie den Limes L = lim )
=T L — T

(a) [1 Punkt] Berechnen Sie L.

Losung:

Wir verwenden de I’'Hopital und sehen

I — lim — lim sin(x) + x cos(x) .
T T — T T 1

zsin(z)

Betrachten Sie nun die Funktion f: R — R mit f(z) = e*(z% — 1).

(b) [0.5 Punkte] Berechnen Sie f(1).

Loésung:

Es gilt
f(1) =e(1* = 1) =0.

(¢) [1 Punkt] Berechnen Sie die erste Ableitung der Funktion f.

Lo6sung:

Mit der Produktregel erhalten wir f'(x) = e*(z% + 32% — 1).

Betrachten Sie zuletzt die Funktion g : R — R mit g(z) = 23 — 72? + 13x.

(d) [1.5 Punkte] Bestimmen Sie die Fixpunkte der Funktion g.

Lo6sung:

Um die Fixpunkte zu bestimmen, 16sen wir die Fixpunktlgleichung 2® — 722 4 13z = x.
Deren Losungen sind die Losungen der Gleichung

2} — T2 + 120 = 0 = 2(2® — To + 12).

Die Nullstelle 1 = 0 liest sich direkt ab, und die beiden anderen zo = 3 und z3 = 4
folgen als Losungen der quadratischen Gleichung 22 — 7z + 12 = (z — 3)(x — 4) = 0.

Seite 7 von &



m Mathematik I

Eidgenb’ssische Tthnische Hochschule ijrich PI'Of. Dr. E. W Farkas
Swiss Federal Institute of Technology Zurich 04 1 1 2024

(e) [1 Punkt]Bestimmen Sie den grosstmoglichen Intervall (a,b), sodass die Funktion g auf
(a,b) streng monoton fallend ist.

Losung:

Wir berechnen die Nullstellen von ¢'(x) = 3z? — 14z + 13 mit

7+4/10
T

Damit folgt

db

7—+/10
a:Tun

_7T+V10
-

Zwischen diesen ist die Ableitung negativ und damit die Funktion streng monoton fal-
lend. Sonst haben wir ¢’(x) > 0 fiir alle x € R\ (a, b).
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