s s Analysis 3
mzu rICh Dr. Fabian Ziltener

3. Februar 2025

Aufgaben und Losungsvorschlag
Die folgenden Hinweise sind niitzlich, um bestimmte Aufgaben dieser Priifung zu losen.

Hinweise:

Fiir jedes Vektorfeld X € C?(R3,R?) gilt

Vx(VxX)=V(V-X)=AX.

Sei r € (0,00). Wir schreiben S?(0) := {x eR3 ’ |lz]| = 7’}. Fiir jede stetige Funktion f : S2(0) —

R gilt
o 7 COos (p sin 6
/ fdAer/ / f | rsinpsind | dp | sinfdf.
S2(0) 0 -7

rcos 6

/ZCoszwdwzw

" 4
/SW¢w:f
0 3

1. Boxaufgaben

Instruktionen fiir diesen Teil der Priifung:
o Tragen Sie Thre Losung zu jeder Aufgabe in die Tabelle in der Antwortheft unter Aufgabe 1 ein.

o Tragen Sie jeweils nur das Endresultat ein. Nur dieses wird bewertet. Sie brauchen nichts zu
begriinden.

o Text ausserhalb der Tabelle wird bei der Korrektur nicht beriicksichtigt.

1.A1 [2 Punkte] (Eigenschaften einer PDG) Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als
x,y. (Wir schreiben also einen Punkt in R? als (z,y). Die Standardkoordinaten sind kartesische
Koordinaten.) Wir betrachten die folgende PDG (partielle Differentialgleichung) fiir eine Funktion
u auf R%:

x2+y2—|—uy+uum20.

(i) Geben Sie die Ordnung der PDG an.
(ii) Geben Sie an, ob die PDG linear ist.

(iii) Falls die PDG linear ist, geben Sie dann an, ob sie homogen oder inhomogen ist.

Losung:
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(i) (1 pt) Die Ordnung der PDG ist 1.
(ii) (1 pt) Die PDG ist nicht linear.

1.A2 [2 Punkte] (Typ einer PDG) Wir schreiben die Standardkoordinaten in R?® als 1, g, 23
und betrachten die folgende PDG fiir eine Funktion v auf R3:

Ugy 4 + Ugozy = Uggzs- (1)

(i) Ist diese PDG elliptisch?
(ii) Ist sie hyperbolisch?

Losung:

(i) Die PDG ist nicht elliptisch.
(ii) Sie ist hyperbolisch.

Begriindung: Wir schreiben ¢ := z3. Die PDG (1) nimmt durch Verschieben von Termen

die Form
Uy + Lu = f

an, wobei
Lu=— Y jug, + Y biug, + cu, Az) == (aij(x))ijﬂ =1= 0 1) Vo € R”.
i,j=1 i=1 L

Fiir jedes z € R3? ist die Matrix A(x) symmetrisch und positiv definit. Daher ist die PDG (1)
hyperbolisch.

Da die PDG hyperbolisch ist, ist sie nicht elliptisch.

1.A3 [2 Punkte] (Anfangswertproblem) Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als ¢, z.
Bestimmen Sie die Losung u : [0,00) X R — R des Problems

Uy = Mgy, auf (0,00) x R,
u(t =0,2) = e*, Vr € R,
u(t =0,2) =0, Vr € R.

Losung:

u(t,z) = CHEE () € [0,00) x R

Begriindung: Es handelt sich hierbei um ein Anfangswertproblem fiir die raumlich 1-dimension
Wellengleichung mit
c=3, up(z) = e", v = 0.

Gemaéss einem Satz aus der Vorlesung ist die Losung dieses Problems durch die d’Alembertsche

hle
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Formel gegeben:

ug(x + ct) + ug(x — ct 1 jatet
ult,z) = IR =)L)y
z+3t r—3t
_ 6-56 Lo

1.A4 [2 Punkte] (zwei Integrale) Wir definieren die Funktion

g:R—=R, g(y) = /OO e_<€x2>e’iyxda:.

—0o0

Bestimmen Sie die Funktion

f:R—R, f(x): ! /OO g(y)e™dy.

")

Losung:

)
flz)=e , Ve e R
Begriindung: Wir definieren

h:R =R, h(z) == ei<ezz>.

Wir haben

~ @
i

S KR

wobei wir im letzten Schritt einen Satz aus der Vorlesung iiber die Fourierriicktransformation
angewendet haben. Es gilt also

1.A5 [2 Punkte] (Fouriertransformierte) Sei f € C3(R,C) eine Funktion, sodass f, f’, f" ab-
solut integrierbar sind und f(x), f'(z), f"(x) fir z — +oo gegen 0 konvergieren. Driicken Sie die
Fouriertransformierte von f"” mittels der Fouriertransformierten von f aus. Vereinfachen Sie das
Resultat.

Losung:

Seite 3 von 20



Analysis 3

mzu riCh Dr. Fabian Ziltener

3. Februar 2025

7€) = —ig*f(€), Ve € R

Begriindung: Gemass einem Satz aus der Vorlesung iiber die Fouriertransformation gilt fiir
jedes £ € R,

Frie) =i f(e)
= (1€)*/'(¢)
= (i6)"f(€)

)

= i’ e

1.A6 [3 Punkte] (asymptotisches Verhalten einer Losung) Wir definieren v : R — R als die
2m-periodische Fortsetzung der Funktion

[0,27) >z — |z — 7| € R.

Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als ¢, z und betrachten die Losung u € C? ((0, o0) x R, R)
des Problems

Ut = Ugg,
u(t,y) — v(x) fiur (t,y) — (0,2), Vo € R,
u(t,a:+27r) = u(t,x), Vt >0,z €R.

Konvergiert u(t, 7) fiir t — oo gegen eine reelle Zahl? Falls ja, gegen welche?

Losung:

Ja, gegen 7.

Begriindung (nicht Teil der Aufgabenstellung): Geméss einem Satz in der Vorlesung ist u

gegeben durch L
u(t, l‘) — Z ﬁkeik t+zkm.

Analog zu einem Argument in der Vorlesung gibt es zu jedem e > 0 ein t(, sodass fiir jedes

t > to gilt

Z @ke_k2t+ik$ <eg, vVt > ty, x € R.

Daraus folgt, dass fiir jedes z € R gilt:

1 2 1 27
u(t,x)—>@0:—/ |x—7r|dx:—/ (x —m)dx =
0 ™ Jr
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2. Multiple-Choice-Aufgaben

Instruktionen fiir diesen Teil der Priifung:
o Tragen Sie Thre Antworten in den Multiple-Choice-Antwortbogen ein.

o Esist jeweils genau eine Antwort korrekt: Fiir genau die richtige Antwort gibt es je nach Aufgabe
1, 2 oder 3 Punkte. Wenn bei einer Aufgabe keine Antwort markiert ist, die falsche Antwort
markiert ist oder mehrere Antworten markiert sind gibt es 0 Punkte.

2.MC1 [2 Punkte] (iteriertes Integral) Wodurch ist das folgende iterierte Integral gegeben?

o0 o0 _<z—y>2 4 _itw
/ </ e 2dy) dx

—

(A) 2= e ()

(B) (f

0 ([ e
(D) du

22

&), wobei f(x) := e~ und * die Faltung zweier Funktionen bezeichnet

D rch keinen der obigen Ausdriicke

Losung:

(©)

Begriindung: Wir definieren f : R — C, f(z) := e . Es gilt

[ [ty
= /_Oo (f * )(z)e " dx
=7+ J(©)

= (fH)©) (Satz aus der Vorlesung, Faltung und Fouriertransformation)

0o 2 2
([ i)
—0

2.MC2 [3 Punkte] (Existenz einer Losung) Wir schreiben ¢,z fir die Standardkoordinaten

in (0,00) x R. Welches der folgenden Rand- und Anfangswertprobleme besitzt keine Losung
u € C*(U,R), sodass

lu(t,z)| <t+e*, V() eU?
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(A)
Up = Unpy auf U := (0,00) x R,
u(t,y) »o(x)  fir (fy) - (0,2),  VoeeR\{0},
wobei
e’, falls x > 0,
v(x) =1 0, falls x = 0,
—e ?, falls x < 0.
(B)
Up + Ugy = 0 auf U := (0,00) x R,
u(t,y) — v(x) fur (¢,y) — (0,x), Vr € R,
wobei
(z) = 1 —|z|, falls|z|] <1,
U= o, sonst.
(©)
Up = Ugy auf U := (0,00) x (0,1),
u(t,x) =t fir x — 0, vt € (0, 00),
u(t,x) =t firz — 1, vt € (0, 00)
(D)
Up + Uy =0 auf U := (0,00) x (0,1),
u(t,x) =t fir x — 0, vt € (0, 00),
u(t,z) >t  firz —1, vt € (0,00)
Losung:
(B)

Begriindung dafiir, dass (B) keine Losung mit den gewiinschten Eigenschaften besitzt: Sei
u € C*(U,R) eine Funktion, sodass

Up + Upy = 0 auf U := (0,00) x R,

u(t,z)| <t+e”, V() eU.

Wir definieren

a:U:=(0,1)xR =R,  a(t,z):=u(~t+1,z). (2)
Diese Funktion erfiillt & € C%(U,R),

Uy =Ty,  auf U, (3)

u(f,z)| <1+ <2,  V(,z)el. (4)
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Wir definieren den Warmeleitungskern als die Funktion

K :(0,00) x R —» R, K(t,x) :=

Wir definieren

@:(0,00) xR = R, w@@y:/mzqax—wwLwdy

—0o0

Fiir jedes » € R gilt @(t,y) — u(1, ) fiir (¢,y) — (0,2). Daher folgt aus einem Satz aus der
Vorlesung (Warmeleitungsgleichung auf R, Eindeutigkeit der Losung) und (3,5), dass

i=w aufU. (5)

Geméss dem gleichen Satz ist w glatt. Insbesondere ist w(1,+) : R — R differenzierbar. Da
die Funktion v nicht differenzierbar ist, gilt daher w(1,+) # v. Wegen Stetigkeit von w gibt es
daher ein zy € R, sodass

w(t, o) A v(zo) fir t 1.
Wegen (6,2) gilt

u(t, zo) 7 v(xo) fir t — 0, also u(t,y) 4 v(xo) fir (t,y) — (0, o).

Daher besitzt (B) keine Losung mit den gewiinschten Eigenschaften.

Grund dafiir, dass (A) eine Losung mit den gewiinschten Eigenschaften besitzt: Satz aus der
Vorlesung (Warmeleitungsgleichung auf R)

Losung fiir (C) mit den gewiinschten Eigenschaften: u(t,z) :=1t¢ + % -3
Losung fir (D) mit den gewiinschten Eigenschaften: u(t, z) := ¢ — % + 3

Die folgenden Informationen beziehen sich auf die Fragen 2. MC8 und 2. MC}4.

(Maxwell-Gleichungen im Vakuum, Wellengleichung) Die vier Maxwell-Gleichungen fiir
die elektrische Feldstirke E und das Magnetfeld B sind gegeben durch:

V-Ezg) (6)

V-B=0 (7)

VxE+ 0B =0, (8)

V x B — g0 E = pioj (9)

Wir betrachten den Fall eines Vakuums, d. h., p =0 und j = 0.
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2.MC3 [2 Punkte] Aus welchen Maxwell-Gleichungen folgt, dass E die Wellengleichung 16st!?

(A) (7,8,9)
(B) (7.8,10)
(C) (7,9,10)
(D)

8,9,10)

C

(
(
(
D) (

Losung:

(©)

2.MC4 [2 Punkte]| Aus welchen Maxwell-Gleichungen folgt, dass B die Wellengleichung 16st?

(A)
(B)
(C)
(D)

(7,8,9)

(7,8,10)
(7,9,10)
(8,9,10)

Losung:

(D)

Die folgenden Informationen beziehen sich auf die Fragen 2.MC5 und 2. MC6.

(Laplacegleichung auf einem Ball) Wir schreiben
Bl'(zg) == {x € R"|||lx — x¢]| < 7}

und -
B:(xo) ={zx € R"|||lz — x| < r}.

Sei u € C? (Eg(O), R) eine Losung des Dirichlet-Randwertproblems
Au =0, auf B3(0),
u(z) = 2? auf 0B3(0).
(z1 bezeichnet die erste Komponente von z.)
2.MC5 [2 Punkte] u(0) ist gegeben durch

(A)
(B)
®)
(D)

Wik = WIN N

Losung:

'Damit meinen wir, dass jede Komponente von E die Wellengleichung 16st.
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(D)

Begriindung: Geméss einem Hinweis gilt

o 2 cos psin
/ udA:22/ / u | 2singsind | dp | sinfdf
S2(0) 0 -7
2 2cosd
=4 ( 22 cos? @ dgo) sin® 0 df
0 -7
4
= 167 3 (gemdss Hinweisen),
1
u(0) = VoL, (52(0)) /S 20 udA (Mittelwertprinzip fiir eine harmonische Funktion)
1 4m
- .16 —
4 - 22 3
4
-3

(A) maxu =2 und minu =0
(B) maxwu =4 und minu =0
(C) maxu =2 und minu = —2
(D) maxu =4 und minu = —2
Losung

Begriindung: Das folgt aus dem Maximumprinzip und dem Minimumprinzip fiir harmoni-
sche Abbildungen.

2.MCT7 [2 Punkte] (greensche Funktion) Wir schreiben ® := ®, fiir die Fundamentalldsung der
Laplacegleichung auf R?, R, : R? — R? fiir die Drehung um den Winkel ¢ (im Bogenmass) im
Gegenuhrzeigersinn und
T = (11, —x2), Vo € R%

Welche der folgenden Funktionen? ist eine greensche Funktion fiir das Gebiet

U= {m = (z1,x2) € R? )mg > xl}?

(A) Ga,y) = Dy —2) — (y — Ry R_57)

?Die Funktionen sind auf {(z,y) € U x U |z # y} definiert.
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( Flge
(D) G(z,y) =0(y—2) —®(y— R_gRyx )
Losung:
(A)

Begriindung dafiir, dass (A) eine greensche Funktion fiir U ist: Das folgt aus einer Aufgabe
in Ubungsserie 12 (Greensche Funktion fiir allgemeinen Halbraum). Darin wird ein Satz aus
der Vorlesung verwendet, der besagt, dass Gry (2, y) := ®,(y — ) — ®,(y — T) eine greensche
Funktion fiir den Halbraum R := R"™! x (0, 00) ist.

2.MC8 [3 Punkte] (“kritische Punkte” eines Funktionals) Sei X : B;(0) — R? ein stetiges
Vektorfeld. Wir definieren

A= {u e C*(B}(0),R) |u =0 auf 9B}(0)},
S ASR, S)i= ;/ |vu - x|

Fiir welche der folgenden partiellen Differentialgleichungen sind ihre Losungen, die u = 0 auf
OB2(0) erfiillen, genau die “kritischen Punkte” von S?

(A) Au=V-X
(B) Au=(V-X)u
(C) Au= | X]?
(D) Au=X-Vu
Losung

(A)

Begriindung: Wir definieren die Lagrangefunktion
1
LiBAO) xRXB 3R, Llry6) = e~ X@)*

Das zugehorige Wirkungsfunktional ist S. Gemaéss einem Satz aus der Vorlesung sind die
“kritischen Punkte” von S daher genau die Losungen u € A der Euler-Lagrange-Gleichung
fir L. Es gilt

Lgi(x,y,g) =& — Xi(x), L,=0.
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Die Euler-Lagrange-Gleichung fir L ist daher gegeben durch

2

0=->" (Lfi ( u, Vu))z. + 1L, ( u, vu)
i=1 ¢
2

= - Z(uiﬂz - XZ>11
=1
=—-Au+V-X.
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Offene Fragen

Instruktionen fiir diesen Teil der Priifung:

Tragen Sie Ihre Antworten im Antwortheft in das Feld unter der entsprechenden Aufgabennummer
ein (d.h. Thre Antwort fir Aufgabe 3 sollte in das Feld unter dem Titel ,Aufgabe 3 geschrieben
werden)

Schreiben Sie alle Rechenschritte auf.

Aufgabe 3

(Anfangswertproblem)

3.A1 [4 Punkte] Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als ¢, z. Berechnen Sie die Losung

des Anfangswertproblems

Upp = yy auf (0,00) x R,
u(0,2) =0, Vr € R,
uy (0, 7) = €3, Vo € R.

Vereinfachen Sie das Resultat.

Losung:

Das vorgegebene Problem ist ein Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung mit ¢ = 2,
uo(z) := 0, vo(z) := €3*. Nach der D’Alembertschen Formel ist die Losung u : R? — R dieses
Problems gegeben durch

uo(z +ct) +upg(x —ct) 1 /Hct

u(t, z) = 5 + % vo(y) dy

—ct

y=x—2t
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Aufgabe 4

(Fouriertransformierte)

4.A1 [5 Punkte] Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Funktion

x22e™®, falls x >0,
JiR= R, )= { 0, sonst.

Losung:

Wir definieren

0 sonst.

e”® falls x >0,
g(x) =

Fiir jedes £ € R berechnen wir

96 = [ gl)eds

_ / o(—1-i6)7 .
0

o(—1-i€)z |

= Jim 11—
1
—0—
1€
1
T

=0

Wir definieren id : R — R, id(z) := 2. Wir haben f = id*g und daher

(&) = id%g(¢)

— iidg’(€) (geméss einem Satz aus der Vorlesung)
=i%G"(¢) (geméss einem Satz aus der Vorlesung)
4 i

S dE(1+i)?

B 2

S (1+ig)*
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Aufgabe 5

(Anfangswertproblem)
5.A1 [8 Punkte] Wir definieren die Funktionen

—1, firxz <0,

fir x =0, (10)
1, firz >0,

f:R—=R, f(z) = /Om e dz.

Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als ¢, z. Berechnen Sie eine Losung u € C? ((O, o0) x R, R)
des Anfangswertproblems

Y

I
o

v:R— R, v(x) :

Up = Ugy auf (0,00) x R,
u(t,y) — v(x) fir (¢,y) — (0, ), fir jede Stetigkeitsstelle = von v,

indem Sie u mittels der Funktion f ausdriicken.

Bemerkungen:

» Eine Stetigkeitsstelle von v ist ein Punkt x € R, in dem v stetig ist.

o Sie brauchen die Funktion f nicht zu berechnen.

Losung:

Das vorgegebene Problem ist ein Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung auf R
mit @ = 1 (ohne rdumlich periodische Bedingung). Gemaéss einem Satz aus der Vorlesung ist
die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

_(e— 1/)2

t,x) d
u(t, =5 \/— v(y)dy
I_+1 11

2\/—< +) ( )

0 (@—n)? © (@-y)?

1= —/ e 1 dy, I ::/ e o dy.
oo 0
Mit Hilfe der Substitution 2—?}; = 2 erhalten wir y = = — 2v/tz, dy = —2+/tdz und

I =-— /272 e (=2Vt)dz
= — /OO e 7 2V/1dz. (12)
P

8

Mit Hilfe der Substitution =% = z erhalten wir y = z + 2v/tz, dy = 2v/tdz und

[\
o~

I, = / e * 2V/tdz.

T2t
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Indem wir das mit (12,13) kombinieren, erhalten wir
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Aufgabe 6

(elektrischer Schwingkreis, Minimalstelle eines Funktionals)

6.A1 [3 Punkte] Wir betrachten einen elektrischen Schwingkreis, der aus einem Kondensator und
einer Spule besteht, die parallelgeschaltet sind. Wir schreiben:

o t:= Zeit

e () := Ladung des Kondensators

o (' := Kapazitit des Kondensators
o L := Induktivitdt der Spule

Die Gleichung fiir den elektrischen LC-Schwingkreis lautet:
O+——Q=0 (13)
LC™

Seien tg,t; € R, sodass ty < t1, und @, @1 € R. Wir definieren

./4 = {Q < 02([150,251},]:&) ‘Q(tz) = Qi7 \V/l = 0, 1},

ti /], . 1
S R, S ::/ < E— 2>dt.
A @= [ (50 - 30

Zeigen Sie, dass jede Minimalstelle Q € A von S die Gleichung (14) 16st.

Bemerkung: Falls Sie ein Resultat (zum Beispiel einen Satz) aus der Vorlesung verwenden,
erwahnen Sie das dann.

Losung:

Sei @ € A eine Minimalstelle von S. Wir definieren die Lagrangefunktion

. _ L, 1 5
L:(to,t1) x Rx R = R, L(t,Q,1):= 2] 2C’Q'
Es gilt
Li(t,Q,I)=1LI, Lo = —g. (14)

Das zu L, Qo, Q1 gehorige Wirkungsfunktional ist durch S gegeben. Geméss einem Korollar
aus der Vorlesung erfiillt () daher die Euler-Lagrange-Gleichung fiir £. Diese Gleichung ist
gegeben durch

0= (£:(-Q.Q)), + £a(-Q.Q)

d .
1o~ g (wegen (15))
.1

. 1
d. h. QJFﬁQ_O'
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| Das stimmt mit der Gleichung (14) iiberein. Also erfiillt @) die Gleichung (14).
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Aufgabe 7

(Greensche Funktion)
7.A1 [7 Punkte] Sei U C R" ein C'-Gebiet. Wir definieren
C%(U,R) := {gp € C*(U,R) ’ 3 kompakte Teilmenge K C U : ¢ =0 auf U \ K}.
Eine greensche Funktion fir U ist eine Funktion
G : {(m,y) EUxU‘m;«éy}—)]R,

sodass fiir jedes * € U die Funktion G* := G(z,+) : U\ {z} — R C? ist und die folgenden
Bedingungen erfiillt:

- /UGx(y)ASO(y) dy =¢(x), Ve C(UR), (15)
G"=0 auf oU. (16)

Wir schreiben @ := &3 fiir die Fundamentallosung der Laplacegleichung fiir n = 3. Fiir jedes
x € R? definieren wir

T = (xl,:@, —a:g). (17)
Wir definieren R} := R? x (0, 00) und die Funktion
G: R xR, =R,  G(z,y):=dy—z)—d(y—7). (18)
Zeigen Sie, dass G eine greensche Funktion fiir R? ist.
Hinweise fiir (16):
o Zeigen Sie, dass

- /RB Oz —y)Ap(y) dy = o(x).

Verwenden Sie dazu Substitution, Ableiten unter dem Integral und einen Satz aus der Vorle-
sung. (Sie brauchen den Satz nicht zu beweisen.)

« Wibhlen Sie ein beschrinktes C''-Gebiet V, sodass

V CR3, (19)
p=0auf R \ V. (20)

Schreiben Sie den Ausdruck [, ®(y — Z)Ap(y) dy mittels eines Resultates aus der Vorlesung
(Satz, Hilfssatz usw.) um. (Sie brauchen das Resultat nicht zu beweisen.)

« Verwenden Sie (21).

Losung:
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Sei x € R, Wir zeigen (16) mit U :=R3. Sei ¢ € C?(R3,R). Behauptung:

/Rg (z —y)Ap(y) dy = —p(). (21)
+
Beweis der Behauptung: Wir schreiben

A, :zz@f.

i=1

/R O(x —y)Ap(y) dy = /R O(2)(Ap)(z — 2)dz (Substitution x —y = 2)

=A, /3 O(2)p(r — 2)dz (Ableiten unter dem Integral)
R

= Aw/ O(x —y)e(y) dy (Substitution x — z = y)
R

3
+
—p(x) (geméss dem Satz Liosung der Poissongleichung auf R™).

Das zeigt die Behauptung (22).

Behauptung:
/RS (y — 2)Ap(y) dy = 0. (22)
+
Beweis der Behauptung: Da ¢ € C?(R%,R), gibt es eine kompakte Teilmenge K C R?,
sodass ¢ = 0 auf R? \ K. Da K kompakt und R? offen ist, gibt es ein beschrénktes C'-Gebiet
V, sodass K C V und V C R3. (Wir kénnen V zum Beispiel als einen Ball wéhlen.) Die
Bedingungen (21,20) sind erfiillt.

Wir bezeichnen mit v das nach aussen weisende Einheitsnormalvektorfeld auf 0V und schrei-
ben
Oyp:=Dpv=V¢-v.

Aus (18) folgt, dass & ¢ R3. Wegen (20) gilt daher & ¢ V. Geméss einer Aufgabe aus
Ubungsserie 8 (Fundamentallosung der Laplacegleichung) gilt daher

AD(y—7)=0,Vy V. (23)
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Es gilt
/ By — 7)Ap(y) dy

/ y— ) Ap(y)dy  (wegen (21))

_/Aq) —I) dy—i—/ y—)0,p(y) dy — /8@ —T)p(y) dy

(geméss der zweiten greenschen Identitét)
= / AD(y — T)p(y) dy (wegen (21))
=0 (geméss (24)).

Das zeigt die Behauptung (23). Aus (19,22,23) folgt, dass
~ [ Gwaewdy =~ [ (0y—2) - 0y —2)Aey) dy = (o)
+
Somit erfiillt G die Bedingung (16).
Sei x € RY. Wir zeigen (17). Sei y € OR? = R? x {0}. Es gilt, dass

11
ly —z| = lly — 2|, P=— .
|-l

Daraus folgt, dass
G(z,y) =Py —x) — Py — ) = 0.

Somit erfiillt G die Bedingung (17).
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