s s Analysis 3
mzu rICh Dr. Fabian Ziltener

1. Januar 2025

Aufgaben und Losungsvorschlag

1. Boxaufgaben

Instruktionen fiir diesen Teil der Priifung:
o Tragen Sie Thre Losung zu jeder Aufgabe in die untere Tabelle ein.

o Tragen Sie jeweils nur das Endresultat ein. Nur dieses wird bewertet. Sie brauchen nichts zu
begriinden.

o Text ausserhalb der Tabelle wird bei der Korrektur nicht beriicksichtigt.

Frage Antwort Punktzahl
1

3 i)
ii)

4

o}

6

1.A1 [2 Punkte| (Eigenschaften einer PDG) Wir betrachten die PDG (partielle Differential-
gleichung)

Y= I'Uyy(l'7 y) + eyuxxy('Ia y) = 0.
(i) Geben Sie die Ordnung der PDG an.
(ii) Geben Sie an, ob die PDG linear ist.

(iii) Falls die PDG linear ist, geben Sie dann an, ob sie homogen oder inhomogen ist.

Losung:

(i) Die Ordnung der PDG ist 3.
(ii) Die PDG ist linear.
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| (iii) Die PDG ist inhomogen.

1.A2 [2 Punkte] (Typ einer PDG) Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als zy, zs.
(Wir schreiben also einen Punkt in R? als (z1,79). Die Standardkoordinaten sind kartesische
Koordinaten.) Wir betrachten die folgende PDG fiir eine Funktion u auf R?:

2
Ugpzy — COS(T2)Uyp, = T — BUgyz; — 2Ugyzy-

(i) Ist diese PDG elliptisch?
(ii) Ist sie hyperbolisch?

Losung:

(i) Die PDG ist elliptisch.
(ii) Sie ist nicht hyperbolisch.

In der Aufgabenstellung wurde keine Begriindung verlangt. Die nachfolgende Begrindung
ist als Unterstiitzung zur Priifungsvorbereitung gedacht.

Begriindung: Indem wir Terme auf die linke Seite bringen, kénnen wir die PDG in der
folgenden Form schreiben:

11Uy 2y + 2012Uz, 25 + A22Ugyzy + b1Usy + botig, + cu = f,

Il
=
—
—~

8
oy

8
N

&
-

wobei ajy =3, a2 =1, agn =1, bi(x1,22) := —cos(xz), by =0, ¢

Die Diskriminante der PDG ist gegeben durch
DZ:a11a22—a%2:3'1—12:2>0. (1)

Da D positiv ist, ist die PDG geméss einer Proposition aus der Vorlesung elliptisch und
nicht hyperbolisch.

1.A3 [2 Punkte| (Anfangswertproblem, Abhingigkeitsgebiet) Wir betrachten die Losung
u:[0,00) x R — R des Problems

g (t, x) = 4y, (t, ), fir allet > 0, z € R,
u(0,2) =0, fur alle z € R,
u(0,2) =0, fur alle x <0,
u(0,7) = ™) — 2% — 1, fir alle z > 0.

(i) Bestimmen Sie das Abhéngigkeitsgebiet von (¢, z) := (1, —3).
(ii) Bestimmen Sie u(t =1l,0= —3).

Losung:
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(i) [:L’ —ct,x + ct} = [-5,—1].

(i) u(t=12=-3)=0

N—

Begriindungen:

(i) Es handelt sich bei diesem Problem um ein Anfangswertproblem fiir die rdumlich 1-
dimensionale Wellengleichung mit

0, fir alle z <0,

¢=2 uo =0, vo() = { e — 22 — 1, fir alle z > 0.

Das Abhéngigkeitsgebiet fiir ein solches Problem ist [m —ct,x + ct|.
(ii) Im Abhéngigkeitsgebiet sind ug und vy gleich 0.

Alternative ausfiihrlichere Berechnung: Gemass einem Satz aus der Vorlesung ist die
Losung dieses Problems durch die d’Alembertsche Formel gegeben:

u(t,x) := vo(y)dy

uo(x + ct) +ug(x —ct) 1 patet
L

2 2c Jx

=0+0 fir (¢t,x2) = (1,-3), da dann [x —ct,x+ ct} in (—o0, 0] enthalten ist.

—ct

1.A4 [2 Punkte] (zwei Integrale) Wir definieren die Funktion
g:R—R, g(y) == / e~ sin(z)e ¥ dx.
Bestimmen Sie die Funktion

f:R—=R, f(x) ::/ g(y)e™dy.

Losung:

f(x) = 2me " sin(z), Vo € R

Begriindung: Wir definieren
h:R— R, h(z) == e * sin(x).

Wir haben

f=2rg
= 21h
= 2mh,
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wobei wir im letzten Schritt einen Satz aus der Vorlesung tiber die Fourierriicktransformation
angewendet haben. Es gilt also

f(z) = 2rh(z) = 2me™" sin(x), Vx € R.

1.A5 [2 Punkte] (Fouriertransformierte) Wir betrachten eine stiickweise stetige, absolut inte-
grierbare Funktion u : R — R. Wir definieren

v:R—R, v(z) == u(x —1).

Driicken Sie die Fouriertransformierte von v mittels der Fouriertransformierten von u aus.

Losung:

0(€) =e*au(f), V€ R
Begriindung: Fiir jedes £ € R gilt
(&) = /Oo u(z — 1)e " dx

= u(y)e *WHdy  (mittels der Substitution y = 2 — 1)
= su(e).

1.A6 [3 Punkte] (asymptotisches Verhalten einer Losung) Wir definieren v : R — R als die
Zickzackfunktion, d. h. die 27-periodische Fortsetzung der Funktion

[—7,7m) 3z — |zl

Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als ¢, z und betrachten die Losung w : [0, 00) xR — R
des Problems

Up = Ugg,
u(0,x) = v(z), Vo € R,
u(t,x + 27r) —u(t,z), Vt>0, xR,
Konvergiert u(t,0) fiir t — oo gegen eine reelle Zahl? Falls ja, gegen welche?

Losung:

ja, gegen 7

Begriindung: Gemaéss einem Satz in der Vorlesung ist u gegeben durch

u(t, l‘) _ Z @ke—k%-i—ikx.

Analog zu einem Argument in der Vorlesung gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ty, sodass fir jedes
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t >t gilt
Z o e—k2t+z’kx
0#£k=—00,...,00
Daraus folgt, dass fiir jedes z € R gilt:
(t,) = = o [ lald
x Up = — x|dx
Uit 0 21 J—x

<eg,

Vit > to, x € R.
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2. Multiple-Choice-Aufgaben

2.MC1 [2 Punkte] (iteriertes Integral) Seien f,g: R — C stiickweise stetige absolut integrier-
bare Funktionen, sodass f beschrankt ist. Wodurch ist das folgende iterierte Integral gegeben?

/_O:o (/_O:o fla—y)g(y) dy) e 8y
(/OO fla —i&zdx> (/_O:O g(x)e—zfmdx>

=

(A)
(B) fg(¢)
(C) (f*9)(&), wobei x die Faltung zweier Funktionen bezeichnet
(D) durch keinen der obigen Ausdriicke
Losung:
(A)
Begriindung:
[ ([ 1@ =gt dy) e Eda
= / (f * 9)(x)e “"dx
= [ *9(8)
= (f9)(¢) (Satz aus der Vorlesung, Faltung und Fouriertransformation)

- (L) (o)

2.MC2 [3 Punkte] (Anfangswertproblem fiir partielle Differentialgleichung) Wir definieren
die Funktion
1—|z|, falls|z| <1,

v:R =R, v(x) = { 0 <onst.

Wir schreiben ¢,z fiir die Standardkoordinaten in (0,00) x R. Sei u € CQ((O, 00) X R,R) eine
Losung des Anfangswertproblems
Up = Ugy
u(t,y) — v(x) fur (t,y) — (0, ), Vo € R.
Wir nehmen auch an, dass
lu(t, z)| < e, Vt € (0,00), x € R.
Hinweis: Es gilt

1 (2— y)2
/ dy < /7.

—1
Welche der folgenden Aussagen stimmt?
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(A) u(1,2) =0
(B) 0<u(l,2) <1
(C) u(1,2)=1
(D) u(1,2) > 3

Begriindung: Wir definieren den Warmeleitungskern als die Funktion

_s?
e 4

2Vt

Gemadss einem Satz aus der Vorlesung (Wérmeleitungsgleichung auf R, Eindeutigkeit der
Losung) gilt

K :(0,00) x R — R, K(t,x) =

u(t, z) = / T Ko —yuy)dy,  Y(tz) € (0,00) x R.

—00

Fir (t,x) = (1,2) erhalten wir insbesondere

12 = 3 [

_(2-y? y>2

2\/—/ v(y) dy (da v(y) =0, falls |y| > 1) (2)

> 0,

da v > 0 und v(0) = 1 > 0. Aus (2), dem Hinweis und der Tatsache v < 1 folgt, dass
u(1,2) < 3. Daher gilt (B).

2.MC3 [2 Punkte] (elektrostatisches Potential, Poissongleichung) Die vier Maxwell-Gleichungen
fir die elektrische Feldstirke E und das Magnetfeld B sind gegeben durch:

vV-E=X (3)
€0

V-B=0 (4)

VxE+0,B =0, (5)

V x B — oo E = poj (6)

(i) Wir nehmen an, dass E und B zeitlich konstant sind, d. h. nicht von ¢ abhédngen. Wir kénnen
E und B also als zeitunabhingige Vektorfelder auf R? auffassen, d. h. als Abbildungen E, B :
R3 — R3. Aus welcher der vier Maxwell-Gleichungen folgt, dass E ein Potential besitzt?

Losung:
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()

Begriindung: Da wir annehmen, dass B zeitlich konstant ist, gilt 9,B = 0. Mittels (5)
folgt daraus, dass V x E = 0. Da R? einfach zusammenhingend ist, ist E gemiss einem
Satz aus Analysis 2 daher konservativ, d. h. E besitzt ein Potential, d. h. eine Funktion

¢ : R> - R, sodass E = —V¢. (Wir verwenden hier die in der Physik gebriuchliche
Vorzeichenkonvention.)

(ii) Aus welcher der vier Maxwellgleichungen folgt, dass dieses Potential die Poissongleichung
erfullt?

Losung:

(3)

Begriindung: Da V¢ = —E, folgt aus (3), dass

Ap=V -Vo=-V.E=-".

€0

2.MC4 [4 Punkte] (partielle Differentialgleichung auf der Kreisscheibe) Sei u € C? (ET(O), R)
eine Losung des Dirichlet-Randwertproblems

Au =0, auf B?(0),
u(z,y) = 2* auf 9B} (0).

27 3 s 3
/ COS™ = — / COS™ .
s 0

(i) Hinweis: Es gilt

u(0,0) ist gegeben durch
(A) 0
(B) 1
(€) —1

(D) keine der obigen drei Zahlen

Losung:

(A)

Fiir eine Begriindung siche Ubungsserie 9 (Laplacegleichung auf der Kreisscheibe, Poisson-
Formel, Maximum- und Minimumprinzip).

(ii) Welche der folgenden Aussagen stimmt?
(A) maxu =1 und minu = —1
(B) maxu =8 und minu = —8
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(C) maxu = v/2 und minu = —+v/2
(D) Die obigen drei Aussagen sind falsch.

Losung:

(A)

Fiir eine Begriindung siche Ubungsserie 9 (Laplacegleichung auf der Kreisscheibe, Poisson-
Formel, Maximum- und Minimumprinzip).

2.MC5 [2 Punkte] (Invarianz des Laplace-Operators) Welche der folgenden Aussagen ist
wahr?

(A) A(fo®)=(Af)o ® fiir jede Abbildung ® € C* (RZ,R2> und jede Funktion f € C*(R?* R)

(B) Es gilt A(f o ®) = (Af) o ® fiir jeden C?-Diffeomorphismus @ : R? — R? und jede Funktion
f € C*(R%R). Es gibt eine Abbildung ® € C? (RQ,RZ) und eine Funktion f € C2(R2,R),
sodass A(f o ®@) # (Af)o .

(C) Es gilt A(f o®) = (Af) o @ fiir jede euklidische Transformation! ® : R? — R? und jede
Funktion f € C?*(R% R). Es gibt einen C?-Diffeomorphismus ® : R? — R? und eine Funktion
f € C*(R* R), sodass A(f o ®) # (Af)o ®.

(D) Es gilt A(fo®) = (Af)o® fiir jede Drehung von R?. Es gibt eine euklidische Transformation
® : R? — R? und eine Funktion f € C?(R? R), sodass A(f o ®) # (Af)o .

Losung:

(C)

Fiir eine Begriindung siche Ubungsserie 12 (Invarianz des Gradienten und des Laplace-
Operators unter euklidischer Transformation, Invarianz der Divergenz unter bijektiver affiner
Transformation).

2.MC6 [3 Punkte] (“kritische Punkte” des Wirkungsfunktionals) Sei g : 9B7(0) — R eine
stetige Funktion. Wir definieren

A= {u € C’Q(Ff(O),]R) ‘u = g auf 83%(0)}.

Fiir welche der folgenden Funktionen L sind die “kritischen Punkte” des zugehorigen Wirkungs-
funktionals S, gerade die Losungen des folgenden Randwertproblems?
—Au=u auf Bi(0)
u=g auf 9B?(0)
'Das bedeutet, dass ® den euklidischen Abstand erhilt.
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(A) L(z,9.8) = [l ~
(B) L(r5.€) = 316>~y

(€) Liz.y.©) = ¢]* = 5

2
(D) L(z,.€) = ol - &

Losung:

(D)

Fiir eine Begriindung siche Ubungsserie 13 (Variante der Poisson-Gleichung).
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Offene Fragen

Instruktion fiir diesen Teil der Priifung:

o Schreiben Sie alle Rechnungsschritte auf.

Aufgabe 3

(Fourierkoeffizienten, Anfangswertproblem mit periodischer Bedingung)

Wir definieren v : R — R als die 2m-periodische Fortsetzung der Funktion

v:1[0,27) —

3.A1 [9 Punkte] Berechnen Sie die (komplexen) Fourierkoeffizienten von v.

Vereinfachen Sie das Resultat.

Losung:

R,

v(x) = (x —m)

Fir £k = 0 haben wir
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Fir k£ # 0 haben wir

=5 1 2 —tkx
Vg :—/ v(z)e " dx
2m Jo
1

2 .
:%/0 (x — m)%e " dy

1 2 —ikx|*= 2m 27r —ikx

(mittels partieller Integratlon)

1 2 —ik2 2 —ik-0 1 ( —ik
- - k2w % ——— (9 o ikx

(mittels partieller Integration)

(776’““2” _ (_ﬂeﬂ‘k-o) +0

/ 2€kadl’>)

=0
+ 2k?

3.A2 [3 Punkte] Bestimmen Sie eine stetige Funktion u : [0, 00) x R — R, welche auf dem Gebiet
(0,00) x R die PDG
Ut = Ugy
16st, die Anfangsbedingung
u(0,z) = v(z), Vo € R,

erfiillt und rdumlich 27-periodisch ist. Formulieren Sie Thre endgiiltige Losung als die Summe
einer konstanten Funktion und von Funktionen der Form f(t,x) = g(t)cos(kx) oder f(t,x) =
g(t) sin(kx). (Es kann sein, dass nur gewisse dieser Funktionen vorkommen.)

Bemerkung: Falls Sie die erste Teilaufgabe nicht l6sen konnten, dann diirfen Sie hier annehmen,
dass Uy = %3 und Uy = ’“2—4, fiir £ # 0. Sagen Sie in diesem Fall, dass Sie diese Annahme machen.
(Das ist nicht die richtige Losung zur ersten Teilaufgabe.)

Losung:

Das vorgegebene Problem ist ein Anfangswertproblem fiir die Wérmeleitungsgleichung mit
a = 1 und raumlich 27-periodischer Bedingung. Geméss einem Satz aus der Vorlesung ist die
Losung dieses Problems gegeben durch

fL‘) — Z //U\kefk2t+ikx
k=—00
2 0 ey
T _02¢44-0x 2 —k?t _ikx 2 —(=0%t i(=0)z
3 Z k2 Z:l (—6)?
7T2

—E—szz " cos(kz).

Formel fiir v auf der Grundlage der falschen Fourierkoeffizienten vy = -, v, = %
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fiir £ # 0:
u(t,z) = Y b etk
k=—00
- l —0%t+i-0z + i k! okt ik - —(—E)Qtei(—f)r
2 =1 2
™ 4
=5 + Z kte ™" cos(kx).
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Aufgabe 4

(Anfangswertproblem)

4.A1 [4 Punkte] Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als ¢, z. Berechnen Sie die Losung
u des Anfangswertproblems

Uy = gy auf (0,00) x R,
u(0,2) =0, Ve e R
uy (0, 1) = €**, Vo € R.

Losung:

Das vorgegebene Problem ist ein Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung mit ¢ = 3,
up = 0, vo(x) := €2*. Nach der D’Alembertschen Formel ist die Losung u : R? — R dieses
Problems gegeben durch

ug(x + ct) + ug(z — ct 1 jatet
u(t,z) == ( ) 5 ( ) + 270/%@ vo(y) dy
1 z+3t
=0+ - e2ydy
x—3t
2y 43t
6-2 y=x—3t
62x+6t _ 621761%
- 12
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Aufgabe 5

(Anfangswertproblem)
5.A1 [5 Punkte] Berechnen Sie eine Losung des Anfangswertproblems

Up = Ugy auf (0,00) x R,
u(0,z) = e ®, Va € R.

Bemerkung: Sie diirfen ohne Herleitung verwenden, dass
/ e dx = /7.

Losung:

Das vorgegebene Problem ist ein Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung auf
R mit @ = 1 und v(z) := e~ * (ohne raumlich periodische Bedingung). Wir definieren den
Warmeleitungskern als die Funktion

22

e 4t
o0/t

Gemadss einem Satz aus der Vorlesung ist eine Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

K :(0,00) x R — R, K(t,x) =

ultw) = [ K(t.x = y)oly)dy

1 o0 (z—y)?
= — e a  Ydy. 7
2\/ it /—oo 4 ( )

Wir verwenden die Substitution

L y—x+2

= — = 0/tz + 1 — 2, dy = 2v/tdz.
i Y Y

Wir erhalten

(z —y)? —((y—sz:)2+2(y—x)-2t+4t2>
4t 4t
=22 —z+t
o _ww? 2 et
:/ e & ydy:/ e e 2v/tdz

= 2v/mte "

wobei wir die Gleichheit [ e **dz = /7 verwendet haben. Indem wir das mit (7) kombi-
nieren, erhalten wir

u(t,z) = e *.
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Aufgabe 6
(Inhomogene PDG)

6.A1 [3 Punkte] Berechnen Sie eine Losung w des Anfangswertproblems

—T

wy(t, ) — wee(t,z) =€
w(0,z) =0
Bemerkung: Sie diirfen Aufgabe 5 verwenden. Falls Sie Aufgabe 5 nicht 16sen konnten, dann

diirfen Sie annehmen, dass eine Losung zu jener Aufgabe durch u(t,z) = €% gegeben ist. (Das
ist keine richtige Losung.)

Losung:

Wir verwenden das Prinzip von Duhamel. Dazu suchen wir eine Funktion v der Variablen
s>0,t>0, z €R, sodass fiir jedes s > 0 die Funktion v(s,«,+) die (homogene) Warmelei-
tungsgleichung

vi(s,t, ) — Vg (s, t,2) =0

sowie die inhomogene Anfangsbedingung

v(s,t=s,x)=e€", Vr e R
erfiilllt. Aus der Losung zu Aufgabe 5 folgt, dass die Funktion
—z+t—s

v(s, t,z) :=u(t—s,x)=e

diese Bedingungen erfiillt. Wir definieren

Wegen des Prinzips von Duhamel 16st diese Funktion das Anfangswertproblem

—T

wy(t,x) — we(t,z) =e
w(0,2) =0
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Aufgabe 7

(Eindeutigkeit der Losung der Poisson-Gleichung)
7.A1 [3 Punkte] Wir betrachten die offene Einheitskreisscheibe
B? = {(x,y) € R2‘m2+y2 < 1}

und zwei stetige Funktionen
f:B* =R, g:0B* = R.
Zeigen Sie, dass die Losung des Dirichlet-Randwertproblems fiir die Poissongleichung
Au=f auf B2,
u(z,y) = g(zo,y0) fur (z,y) = (2o, Y0), (o, yo) € OB?,

eindeutig ist, d. h., falls ug, u; Losungen dieses Problems sind, dann gilt ug = u;.

Bemerkung: Diese Aussage war ein Korollar in der Vorlesung. Die Aufgabe ist es, dieses Korollar
zu beweisen. Sie diirfen dazu Satze aus der Vorlesung anwenden, ohne diese zu beweisen.

Losung:

Um die Eindeutigkeit der Losung des Dirichlet-Randwertproblems fiir die Poissongleichung
zu zeigen, verwenden wir das Maximumprinzip. Dieses Prinzip besagt, dass eine harmonische
Funktion ihr Maximum auf dem Rand ihres Definitionsbereichs annimmt. In unserem Fall ist
der Definitionsbereich die Einheitskreisscheibe B2, und der Rand ist der Einheitskreis 0 B2.

Seien 1 und u; Losungen des Dirichlet-Randwertproblems

Au=f in B? (8)
u(z,y) = g(wo,y0) fir (z,y) — (zo,y0), V(x9,y0) € 0B, 9)

Wir betrachten einen Punkt (z,y) € B?. Wir zeigen, dass ug(z,y) = ui(z,y). Dazu zeigen
wir zuerst, dass uo(x,y) < ui(x,y). Wir betrachten die Funktion w := u; — up. Indem wir (8)
verwenden, erhalten wir

Aw =Au; — Aug=f — f=0.
Aus (9) folgt, dass

w(z,y) = ui(z,y) —uo(w,y) — g(wo,y0) — 9(x0, y0) = 0 fiir (x,y) = (20, %0), ¥(z0,%0) € 0B,

Die Funktion w ist also harmonisch und nimmt auf dem Rand den Wert 0 an. Mit Hilfe des
Maximumprinzips folgt daraus, dass w < 0. Aus dem Minimumprinzip folgt, dass w > 0. Also
gilt w =0, d. h.

Uy = Uy,

wie behauptet.

Seite 17 von 17



