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Vorwort

Im Herbstsemester 2024 halte ich an der ETH Ziirich die Vorlesung Analysis 3 (Parti-
elle Differentialgleichungen) fiir Studentinnen und Studenten der Studiengénge Infor-
mationstechnologie und Elektrotechnik und Rechnergestiitzte Wissenschaften. Diese
Notizen ergénzen die folgende Literatur fiir dieses Fach:

Y. Pinchover, J. Rubinstein, An introduction to Partial Differential Equations, Cam-
bridge University Press, Cambridge, 2005.

L. C. Evans, Partial differential equations, 2nd ed., Graduate Studies in Mathematics,
American Mathematical Society, Providence, RI, 2010.

S. J. Farlow, Partial Differential Equations for Scientists and Engineers, Dover Books
on Mathematics, NY.

Ich hoffe, dass Thnen meine Notizen beim Versténdnis des Stoffes helfen werden. Riickmeldungen
sind willkommen! Bitte schicken Sie diese an fabian.ziltener@math.ethz.ch .

Fabian Ziltener, ETH Ziirich






Kapitel 0

Ausblick auf die Vorlesung:
Definition einer PD(, Beispiele

0.1 Einleitung, Maxwellgleichungen

Bemerkung. In dieser ersten Vorlesungsstunde mochte ich Thnen einen Ausblick auf
die Vorlesung geben. Ich erwarte nicht, dass Sie alles gleich vollstindig verste-
hen werden. Wir werden die Details in spidteren Vorlesungsstunden ausar-
beiten.

Grob gesagt, ist eine partielle Differentialgleichung (PDG) eine Gleichung fiir eine ge-
suchte Funktion, in der die Funktion und ihre partiellen Ableitungen (auch hoherer
Ordnung) auftreten. Solche Gleichungen beschreiben zahlreiche physikalische und che-
mische Gesetze. Dabei spielt die gesuchte Funktion die Rolle einer physikalischen oder
chemischen Grosse, die vom Ort und manchmal von der Zeit abhéngt.

Ein Beispiel aus der Physik ist die Wellengleichung, die unter anderem die Aus-
breitung von Schallwellen und elektromagnetischen Wellen beschreibt. (Siehe die Vor-
lesungen Physik I (ITET, RW) und Elektromagnetische Felder und Wellen (ITET:
4. Semester, RW: Wahlfach, 6. Semester). Ein weiteres Beispiel ist die Diffusionsglei-
chung, die beschreibt, wie sich die rdumliche Verteilung einer Stoffmengenkonzentra-
tionen zeitlich entwickelt. Die Schrédingergleichung beschreibt die Zeitentwicklung
eines quantenmechanischen Systems. (Siehe die Vorlesung Physics II (ITET).)

Die Maxwell-Gleichungen sind ein System von partiellen Differentialgleichungen,
welche die Zeitentwicklung des elektrischen und des magnetischen Feldes beschreiben.

3
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Sie sind gegeben durch (in SI-Einheiten):

p

V-E = — Gauflsches Gesetz fiir das elektrische Feld (1)
€o
V-B =0 Gaufisches Gesetz fiir das magnetische Feld (2)
V xE+ 0;B=0 Faradaysches Induktionsgesetz (3)

V x B — o0 E = ppj Amperesches Gesetz mit Maxwellschem Verschiebungsstrom

(4)

t = Zeit

V=V, = 0 = rjumlicher Gradient

E := elektrische Feldstéirke (gesuchte Funktion von ¢ und x)
B := Magnetfeld (gesuchte Funktion von ¢ und x)

p := Ladungsdichte

j := elektrische Stromdichte

go := elektrische Feldkonstante ~~ 9-107'2F/m

o := magnetische Feldkonstante = 1.3-107N/A?

(Siehe die Vorlesungen Physik II (RW) und FElektromagnetische Felder und Wellen
(ITET: 4. Semester, RW: Wahlfach, 6. Semester).) Die Maxwell-Gleichungen sind nach
James Clerk Maxwell benannt, siehe Abbildung

Bemerkungen. [Maxwellgleichungen]

e Die Maxwellgleichungen beschreiben zusammen mit dem Lorentzkraftgesetz die
klassische Elektrodynamik, d. h., die Zeitentwicklung des elektrischen und ma-
gnetischen Feldes sowie die Bewegung der Ladungen.

e Im Vakuum folgt aus den Maxwell-Gleichungen die Wellenglez’chungﬂ. (Siehe
Ubungsserie 1.)

Lsiehe Abschnitt [0.3
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o

Abbildung 0.1: James Clerk Maxwell, 1831-1879, schottischer Physiker.

Ein Ziel der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es, eine gegebene Diffe-
rentialgleichung zu 16sen. Im besten Fall wird die Losung durch eine Formel gegeben.
Ein Ziel dieser Vorlesung ist es, solche Formeln fiir die Wellengleichung, die Diffusions-
gleichung und die Laplace-Gleichung (siehe Abschnitt zu behandeln. Ein weiteres
Ziel ist es, Eigenschaften der Losungen einer gegebenen PDG zu beschreiben. Zum Bei-
spiel konvergiert die Losung der Diffusionsgleichung bei isolierenden Randbedingungen
gegen den Mittelwert der Anfangsbedingung, wenn die Zeit gegen unendlich geht. (Die
Losung gibt die zeitliche Entwicklung der Stoffmengenkonzentration einer diffundieren-
den Substanz an. Die Anfangsbedingung gibt die Konzentration zum Beginnzeitpunkt
an.)

Die Vorlesung Analysis 3 bildet unter anderem die Grundlage fiir die Vorlesung Nu-
merical Methods for Partial Differential Equations (RW, Grundlagenfach).

0.2 Partielle und gew6hnliche
Differentialgleichungen, Beispiel:
Transportgleichung

Um den Begriff einer PDG prézise zu machen, erinnern wir uns, dass N = {1,2,...} die

Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0 bezeichnet. Wir fixieren n € N und eine offene

Teilmenge U C R™ (zum Beispiel U = R"). Wir betrachten eine Funktion

u:U — R,
d. h. eine Abbildung, die jedem Punkt x € U eine reelle Zahl zuordnet. Wir schreiben

1 n
CL’Z(Il,...,.’En):(Z‘ O 1 )
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u ist also eine reellwertige Funktion der n Variablen x4, ... ,xn.ﬂ Wir fixieren eine
natiirliche Zahl k.

Definition 0.1. Eine partielle Differentialgleichung (PDG) der Ordnung k fiir u ist
eine Gleichung der Form

F(ZE, u(x), partielle Ableitungen von u bis zur Ordnung k im Punkt a:) =0,Vzx e,

(5)

wobei F eine feste Funktion ist[]

Bemerkungen. Im Englischen heisst eine partielle Differentialgleichung partial diffe-
rential equation, abgekiirzt PDFE.

Fir ¢ = 1,...,n ist die partielle Ableitung von u nach der i-ten Variablen z; die
Funktion u,, : U — R, die definiert ist durch

Uy, () == f'(23), wobei
f(t) = U(Il, R t, Litly-- - ,.’L‘n>.

«

Bemerkung. [Schreibweise “:="] Der Doppelpunkt in “:=" driickt aus, dass die linke

Seite durch die rechte Seite definiert wird.

Wir schreiben fiir diese Ableitung auch

ou
= Uy, .

0w = Oy, u 1= o, .

Beispiel. [(hohere) partielle Ableitung] Wir betrachten den Fall n = 2 und die Funk-
tion v : R? — R, u(x) := x,25. Die partiellen Ableitungen von F sind gegeben durch

Nhu(r) = Uy, (x) = uls, 22) (1) = 22,
Oru(x) = gy () = u(w1,+) (22) = 21,
aQalu(x) = Uz, (33') (um)wz(x) =1= Upgmy (%)

(Hier bezeichnet wu(+,z9) die Funktion von R nach R gegeben durch wu(e,z9)(t) :=
u(t, z2).) Alle anderen (hoheren) partiellen Ableitungen sind gleich 0.

2Manchmal werden wir fiir die i-te Variable einen unteren Index verwenden, also x; schreiben.
Manchmal werden wir dafiir stattdessen einen oberen Index verwenden, also z* schreiben. Wenn die
Gefahr besteht, den oberen Index mit einer Potenz zu verwechseln, werden wir einen unteren Index
verwenden.

3Wir nehmen an, dass diese Funktion nicht beziiglich aller partiellen Ableitungen k-ter Ordnung
konstant ist.
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Wir betrachten jetzt zuerst den eindimensionalen Fall, also n = 1. Dann héngt die
Funktion u nur von einer reellen Variablen ab. Eine PDG ist dann dasselbe wie eine
gewohnliche Differentialgleichung (GDG).

Beispiele. [gewohnliche Differentialgleichung] Betrachte zum Beispiel den Fall U = R
und k£ =1, d. h. eine GDG der Ordnung 1.

e Sei f: R — R eine stetige Funktion und die Funktion F' gegeben durch
F(% y()ayl) =y — f(x).
Gemiiss entspricht diese Funktion der GDG

F(z,u(z),v(z)) = (z) — f(z) =0, Vz € R,
d. h. /(z) = f(z), Vo € R. (6)

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass fiir jede
Konstante ¢ € R die Funktion

u(z) :/Oxf(t)dt—l—c

die Gleichung ([6) 16st und dass das die einzigen Losungen dieser Gleichung sind.
Das haben Sie in Analysis 1 gelernt.
e Sei a € R und die Funktion F' gegeben durch
F(%yo,yl) = Y1 — ayo-
Gemaéss entspricht diese Funktion der GDG
F(z,u(z), v (z)) = (x) — au(z) = 0, Vo € R,
d. h. ¥/ (z) = au(z), Yz € R. (7)

Diese GDG beschreibt zum Beispiel radioaktiven Zerfall. Dabei spielt x die Rolle
der Zeit t. Die allgemeine Losung ist gegeben durch

u(z) = ce,

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Dass diese Funktion die Gleichung
lost, folgt durch Nachrechnen. (Rechnen Sie das nach!) Dass sie die einzige
Losung der Gleichung ist, folgt aus dem Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof
fiir GDG. Siehe [Str, Satz 6.5.1, p. 145].

Sei jetzt n € N allgemein.
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Beispiel. [Transportgleichung]

e Eine einfache partielle Differentialgleichung, die keine GDG ist, ist die Transport-
gleichung mit konstanten Koeffizienten. Wir schreiben die Standardkoordinaten
in U :=R"" als t,zy,...,x, und kiirzen ab x = (:cl, e ,xn) Fiir eine partiell
differenzierbare Funktion u : R — R bezeichnen wir mit

Ug,
Vu:=V,u:=

ul‘n

den Gradienten beziiglich x. Erinnerung an Lineare Algebra: Das euklidische
innere Produkt auf R™ ist definiert durch

VW = zn:viwi = NW1 + ...V Wy.
i=1
Sei v € R™. Die Transportgleichung zum Vektor v ist gegeben durch
u +v-Vu=0. (8)
Sei g : R™ — R eine stetig differenzierbare Funktionﬂ Wir definieren die Funktion

u: R R, u(t,r) == gz — tv). (9)

Diese Funktion 16st die Transportgleichung . Es gilt ndmlich

ut—i-v-Vu:—ngi(x—tv)vi—F%Vg(x—tv)
i=1

(mit Hilfe der Kettenregel aus Analysis 2)
=—Vyg(x —tv) -v+v-Vg(z — tv)
=0.

(Fiir Details zur Kettenregel siche Ubungsserie 2.)

Bemerkungen. [Transportgleichung]

*Wir schreiben also einen Punkt in R™™ als (¢,z1,...,2,) = (t,z). Die Standardkoordinaten
sind kartesische Koordinaten.
®Das bedeutet, dass die ersten partiellen Ableitungen von g existieren und stetig sind.



0.3. LAPLACE-, WELLEN-, WARMELEITUNGSGLEICHUNG, ... 9

r —tv x

Abbildung 0.2: Anfangsverteilung: blau, transportierte Verteilung: griin.

e Wir betrachten den Fall m = 3 und interpretieren die Koordinate ¢ als die Zeit.
Die Gleichung beschreibt dann den Transport einer chemischen Substanz u
in einer Stromung mit konstanter Geschwindigkeit v, ohne Quellen, Senken und
Diffusion. u spielt hierbei die Rolle der Stoffmengenkonzentration. In dieser Si-
tuation ist g = u(0,+), also die Konzentrationsverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Gemaiss der Losungsformel @ gilt darum, dass u(t,+), die Konzentrationsvertei-
lung zum Zeitpunkt ¢, durch die um tv transportierte (d. h. verschobene) An-
fangsverteilung g gegeben ist. (Siche Abbildung[0.2]) Das rechtfertigt den Namen
Transportgleichung fiir (8)).

e In einer allgemeineren Form der Transportgleichung darf der Vektor v vom Zeit-
punkt ¢ und vom Ort z abhéngen. Das bedeutet, dass v dann ein sogenanntes
zeitabhingiges Vektorfeld auf U = R™ ist. Die allgemeinere Transportgleichung
beschreibt den Transport einer chemischen Substanz in der Stromung, die durch
die zeit- und ortsabhéngige Geschwindigkeit v(t, z) gegeben ist. Das gilt, falls die
transportierende Fliissigkeit inkompressibel, d. h. nicht zusammendriickbar ist.

Beispiel. [keine PDG]| Die Gleichung
u'(z) =u(x —1)

ist keine partielle Differentialgleichungﬂ weil sie nicht die Form hat. Das Pro-
blem ist, dass das Argument (x — 1) der Funktion u sich vom Argument (z) ihrer
Ableitung unterscheidet. Diese Gleichung ist eine sogenannte retardierte Differential-
gleichung (English delay differential equation).

0.3 Laplace-, Wellen-, Wiarmeleitungsgleichung

In dieser Vorlesung werden wir die drei grossen partiellen Gleichungen behandeln,
namlich:

e die Laplace-Gleichung

6im Sinn dieser Vorlesung
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Abbildung 0.3: Pierre-Simon Laplace,  Abbildung 0.4: Siméon Denis Poisson,
1749-1827, franzosischer Mathematiker,  1781-1840, franzosischer Physiker und
Physiker und Astronom. Mathematiker.

e die Wellengleichung

e die Wirmeleitungsgleichung = Diffusionsgleichung

Um diese Gleichungen aufzuschreiben, brauchen wir die folgende Definition.

Definition 0.2. Der Laplace-Operator A ist gegeben durch

“ "9 0
o 2, __
Ay = E Oiu = E o axiu. (10)
i=1 i=1

Sei jetzt f : R™ — R eine Funktion. Die inhomogene Laplace-Gleichung mit Inhomo-
genitit f (oder Poisson-Gleichung) ist gegeben durch

Au = f. (11)
Diese Gleichung ist nach Pierre-Simon Laplace und Siméon Denis Poisson benannt, sie-

he die Abbildungen[0.3][0.4] Sie ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Wir definieren némlich die Funktion F' durch

F<x7yvyla--'7ynvy117"'ay1n>yn17"'aynn) = (Zyu> —f(l’)
=1

"Hier kommen Variablen Yi; vor, die von zwei Indizes ¢ und j abhéngen.
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Dann ist die inhomogene Laplacegleichung gegeben durch
0 = Au(z) — f(x)
i=1
= F(m, U(T); sy (T); - U, (T)5 Uy (T) - Uy, (T)5 Uy (), -+ 5 Uy, (37)>

(Wir setzen hier u,,,(v) fiir die Variable y;; ein.) D. h. , die Gleichung hat
die gewiinschte Form . Die (inhomogene) Laplacegleichung ist der Prototyp einer
elliptischen PDG. Sie bestimmt zum Beispiel das elektrostatische Potential u, das durch
eine Ladungsverteilung — f erzeugt Wirdﬁ Der Fall f = 0 entspricht der (homogenen)
Laplace-Gleichung PDG

Au = 0. (12)

Im Fall n = 3 beschreibt diese Gleichung zum Beispiel den Gleichgewichtszustand einer
chemischen Substanz. Dabei ist u die Stoffmengenkonzentration. (Siehe die Bemerkun-
gen unten nach der Diffusionsgleichung (14)).)

Wir schreiben jetzt (t,z) = (t, Ty, - ,azn) fir die Koordinaten in R"*! und fassen ¢
als die Zeit und x als den Ort auf. Die Wellengleichung ist die PDG

Uy = C2AUJE| (13)

wobei ¢ > 0 eine reelle Konstante ist, die Ausbreitungsgeschwindigkeit genannt wird.
Diese Gleichung ist der Prototyp einer hyperbolischen PDG. Im Fall n = 3 beschreibt
die Gleichung zum Beispiel die Ausbreitung einer Schallwelle. Dabei ist u der Schall-
druck. Die Gleichung beschreibt auch die Schwingung einer Saite.

Die Warmeleitungsgleichung (oder Diffusionsgleichung) ist die PDG
U = (IAU, (]‘4)

wobei a > 0 eine reelle Konstante ist. Diese Gleichung ist der Prototyp einer paraboli-
schen PDG. Die Gleichung bestimmt, wie sich die rdumliche Temperaturverteilung in
einem Gebiet zeitlich entwickelt. Dabei ist n = 3, u die Temperatur und a die Tempera-
turleitfihigkeit. Die Gleichung beschreibt auch die Zeitentwicklung der (Stoffmengen-
JKonzentration einer diffundierenden chemischen Substanz, wobei dann n = 3, u die

8Hier haben wir die physikalischen Einheiten so gewshlt, dass die elektrische Feldkonstante g
gleich 1 ist.

9Hier und im Folgenden ist Au immer noch die Summe der zweiten partiellen Ableitungen nach
allen Variablen z;, wie in ‘ Aw enthilt also keine Ableitungen nach t.
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Konzentration und a der Diffusionskoeffizient sind[f% Das werden wir im Abschnitt [0.5]
im Fall sehen, in dem w nicht von x; und x5 abhéngt.

Das System ist genau dann im Gleichgewicht, wenn sich die Konzentration (in der
Zeit) nicht #indert, d. h. wenn u; = 0. In diesem Fall wird die Diffusionsgleichung

zur Laplacegleichung (12)).

Die Losungen der drei Typen von PDG (elliptisch, hyperbolisch, parabolisch) haben
verschiedene Figenschaften. Zum Beispiel konvergiert die Losung der Warmeleitungsgleichung
bei isolierenden Randbedingungen gegen den Mittelwert der Anfangsbedingung, wenn

die Zeit gegen unendlich geht. Das bedeutet, dass sich Temperatur- und Konzentrati-
onsunterschiede iiber die Zeit hinweg ausgleichen. Fiir eine Losung der Wellengleichung

gilt diese Eigenschaft nicht. Stattdessen pflanzt sich eine solche Losung immer weiter

fort.

0.4 Ein paar allgemeine Bemerkungen

Der oben erwihnte Satz von Picard-Lindelof garantiert, dass jede gewohnliche DG
eine Losung besitzt, mindestens fiir kurze Zeit. Im Gegensatz dazu gibt es partielle
Differentialgleichungen, wofiir keine Losung existiert. Des Weiteren ist fiir einige PDG
nicht bewiesen, dass es eine Losung gibt. Ein beriithmtes Beispiel dafiir ist die Navier-
Stokes-Gleichung, die viskose Fliissigkeiten beschreibt. Das Clay Mathematics Institute
hat eine Million US-Dollar fiir einen Beweis ausgelobt, dass diese Gleichung eine glatte
Losung besitzt.

Fiir die meisten PDG gibt es keine konkrete Losungsformel. Fiir viele PDG gibt es
aber einen Beweis dafiir, das eine Losung existiert. Da wir uns in dieser Vorlesung nur
mit PDG beschéftigen werden, wofiir es eine Losungsformel gibt, werden wir also nur
mit einem kleinen Teil der Theorie der PDG behandeln.

0.5 Konzentration einer diffundierenden
chemischen Substanz, Diffusionsgleichung

Diffusion ist der ohne #ussere Einwirkung eintretende Ausgleich von Konzentrations-
unterschieden in Stoffgemischen. Dieser Ausgleich findet aufgrund der thermischen Be-

10Wir nehmen hier an, dass die Substanz nicht chemisch reagiert.
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Abbildung 0.5: Adolf Fick, 1829-1901, deutscher Physiologe

wegung der Teilchen statt. Als ein Beispiel sorgt Diffusion dafiir, dass sich ein Tropfen
Tinte in einen Behélter mit Wasser ausbreitet, wenn man ihn hineingibt.

Das zweite Gesetz von Fick besagt, dass die Zeitentwicklung der (Stoffmengen-)Konzentration
einer diffundierenden chemischen Substanz durch die Diffusionsgleichung beschrie-
ben wird. Zum Abschluss dieser einfithrenden Vorlesung leite ich dieses Gesetz wie
versprochen im Fall her, dass die Konzentration nicht von x; und zy abhéngt. (Um
das Gesetz in der allgemeinen Situation herzuleiten, benttigen wir den Gaufischen In-
tegralsatz (Divergenzsatz), den Sie in Analysis 2 kennengelernt haben.) Wir schreiben:

c(t,x) := Konzentration der Substanz zum Zeitpunkt ¢ am Ort x (in molm™3)

Wir nehmen das Folgende an:

(a) Es gibt keine chemischen Reaktionen, also keine Quellen oder Senken fiir die Kon-
zentration. Das bedeutet, dass die zeitliche Verdnderung der totalen Stoffmenge
in jedem offenen Teilgebiet V' C U gleich der Stoffmenge ist, die insgesamt pro
Zeiteinheit in das Gebiet V' hineinfliesst.

Gesetz 0.3 (zweites Gesetz von Fick). Unter dieser Annahme gibt es eine Konstante
a =D, sodass die Konzentration u = c¢ die Diffusionsgleichung erfillt, d. h.

¢, = DAc. (15)

Dieses Gesetz ist nach Adolf Fick benannt, siche Abbildung (0.5

Bemerkung. Die Konstante D heisst der Diffusionskoeffizient.
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Wir leiten das Gesetz im Fall her, dass ¢ nicht von x; und x5 abhéngt. Die Her-
leitung beruht auf dem ersten Gesetz von Fick. Um dieses zu formulieren, schreiben wir:

v(t,z) := Geschwindigkeitsvektor der Substanz (Flissigkeit) zur Zeit ¢ am Ort «

J := cv = Stoffmengenstromdichte

Die euklidische Norm der Stoffmengenstromdichte,

ist die Stoffmenge, die pro Flachen- und Zeiteinheit durch eine infinitesimale Flache
fliesst, worauf j senkrecht steht.

Gesetz 0.4 (erstes Gesetz von Fick). Die Teilchenstromdichte j ist proportional und
entgegengerichtet zum Gradienten der Konzentration, d. h., es gibt eine Konstante
D > 0, sodass

j =—DVe. (16)

Intuitive Herleitung des Gesetzes [0.4: Wir betrachten die Situation, in der die
Konzentration linear von z abhé'mgtlﬂ und sich zeitlich nicht &ndert. Durch eine geeig-
nete Wahl des Koordinatensystems kénnen wir dann annehmen, dass es Konstanten
a, B > 0 gibt, sodass

c(t,r) = —axs + 0, fir t € R, 23 < 0. (17)

Aus Symmetriegriinden ist die Stoffmengenstromdichte j dann iiberall und zu allen
Zeiten gleich und parallel zur z3-Richtung. Um zum Beispiel zu sehen, dass j parallel
zur x3-Richtung ist, drehen wir das Koordinatensystem um die x3-Achse. Dann bleibt
die Konzentration c gleich. Daher bleibt auch j gleich. Das bedeutet, dass j parallel zur
x3-Achse ist. Es ist intuitiv einsichtig, dass Teilchen in (positiver) x3-Richtung fliessen,
da dadurch die Konzentration ausgeglichen WiI‘d.lE Des Weiteren ist es naheliegend,
dass ||j|| proportional zum Unterschied der Konzentrationen in in den Punkten 0 und

Hmit additiver Konstante
12¢ nimmt gemiss (17)) in 23-Richtung ab.
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(0,0,—1) ist. D. h. , es gibt eine Konstante D > 0, sodass

171l = D(c(t,0,0,—1) — ¢(t,0))

=Da  (gemiss (I7))
= Dlcy,|

= D||V¢| (da Ve = (0,0, ¢)).
Da j in z3-Richtung zeigt und V¢ in negative x3-Richtung zeigt, folgt, dass
j=—DVce,

d. h., das Gesetz gilt, falls die Konzentration linear von x abhéngt und sich zeit-
lich nicht dndert. In der allgemeinen Situation folgt das Gesetz aus diesem Spezialfall,
indem wir ein kleines Teilgebiet um einen gegebenen Punkt z € R3 anschauen und c
durch eine lineare Funktion anndhern. [J

Bemerkung. In dieser intuitiven Herleitung haben wir angenommen, dass Teilchen
in Richtung tieferer Konzentration fliessen und dass die Stromdichte proportional zum
Unterschied der Konzentrationen in zwei festen Punkten ist[¥] Diese Annahmen kénnen
mit Hilfe der statistischen Mechanik begriindet werden.

Herleitung des Gesetzes im Fall, dass ¢ nicht von z; und z, abhingt:
Zur Vereinfachung der Notation betrachten wir nur den Fall U = R3. (Das ist keine
wirkliche Einschréinkung.) Wir fixieren ein Interval I = (z3,z; ). Wir schreiben V fiir
das Gebiet, das durch 0 < x1,29 < 1, x3 € I gegeben ist. Da ¢ nicht von x; und x5
abhéngt und die Flidche des Quadrates 0 < x1, 29 < 1 gleich 1 ist, gilt:

+
T3

(totale) Stoffmenge in V' zum Zeitpunkt ¢t = / c(t, Ty, Ta, xg) dxs, (18)

T3

wobei (z1,72) € R? beliebig ist. Da ¢ nicht von x; und x, abhingt, ist der Gradient

von ¢ gegeben durch
0

Ve(t,x) = 0
Cas (1, 7)
Wir fixieren (z1,z5) € R®. Wegen des ersten Gesetzes von Fick gilt (16]). Also ist j
parallel zur x3-Achse. Daher fliesst keine Substanz aus den Seitenfléchen von V' heraus,
und es gilt:

Stoffmenge, die pro Zeiteinheit ins Gebiet V' hineinfliesst
:j3(t7$17x27'r3_) _jg(t,ﬂ?l,l'g,x;_) (]‘9)



KAPITEL 0. AUSBLICK AUF DIE VORLESUNG: DEFINITION EINER PDG,
16 BEISPIELE

o, 1

/%

Abbildung 0.6: Durch den Boden fliesst pro Zeiteinheit die Stoffmenge j3 (t, T1,T9, Ty )
in das Gebiet V' (roter Pfeil). Durch den Deckel fliesst pro Zeiteinheit die Stoffmenge
J3 (t, X1, T, :c;,r) aus dem Gebiet V' (roter Pfeil).

1
in

(Siehe Abbildung [0.6]) Es gilt:

13Das ist sinnvoll, falls die Konzentration wie angenommen, linear vom Ort abhéingt.
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ot
/ 8,50(75, 1, To, xg) dxs
.

3
+

d [*s
= % .
3

(Das folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.

c(t, w1, w2, w3) dus

Dieser Satz gehort zur sogenannten Masstheorie.)
d

= aStoffmenge in V zum Zeitpunkt ¢ (wegen (18))

:j3(t;l’17x2>l‘§) _j3(t7x17$27x;) (20)
(aufgrund von und unserer Annahme (@), S.

= —Dec,, (t, X1, :L*g,xg) + Dcy, (t, T, xg,a:;) (wegen des Gesetzes von Fick, )

+
T3

= Dcmgxg (tv .1'1,33'2,.1’3) de?

T3

wobei wir im letzten Schritt den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
verwendet haben. Da dies fiir alle Intervalle I = (23, x4 ) gilt, folgt, dass

atC(t,fEth,xi;) - Dczg:ﬂg (t7$1,x2,ﬂ?3) = DAC(t7x17I27x3)J

d. h., die Diffusionsgleichung gilt. O






Kapitel 1

Linearitit einer PDG, Typen
linearer PDG zweiter Ordnung
(elliptisch, hyperbolisch,
parabolisch), Anfangs- und
Randbedingungen, Trennung der
Variablen

1.1 Linearitit einer PDG, Superpositionsprinzip

Eine PDG heisst linear g. d. w. E] in ihr die gesuchte Funktion und alle ihre partiellen
Ableitungen nur zur ersten Potenz, also linear, auftreten (falls sie iiberhaupt auftreten).
Die folgende Definition macht das prézise.

Definition 1.1 (lineare PDG). Wir nennen eine PD@| linear g. d. w. sie in die
folgende Form gebracht werden kann, indem wir Terme auf die linke oder rechte Seite
verschieben:

< endliche Summe von Produkten der Form: )
Funktion von x mal w oder (hohere) partielle Ableitung von u

— f@). (L)

Im Full f =0 nennen wir eine solche PDG homogen, sonst inhomogen.

lgenau dann, wenn
2oder ein System partieller DG

19
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Die oben genannten PDG, mit denen wir uns in dieser Vorlesung befassen werden, sind
alle linear. Solche Gleichungen sind im Allgemeinen einfacher zu behandeln als nicht
lineare PDG.

Beispiele. [(nicht-)lineare Differentialgleichungen]

e Die Transportgleichung , die (homogene) Laplace-Gleichung , die Wellen-
gleichung und die Wirmeleitungsgleichung sind alle linear und homo-
gen. (Um das zu sehen, schreiben wir zum Beispiel die Wellengleichung um als
Uy — 2Au = 0.)

e Die Poisson-Gleichung ist linear und inhomogen (falls f # 0).

Bemerkung. [homogene Linearitit] Eine PDG ist linear und homogen g. d. w. ihre
rechte Seite gleich null ist und ihre linke Seite linear von der gesuchten Funktion u
abhéngtf] D. h. , wenn wir fiir die linke Seite 7'(u) schreiben, dann gilt

T(au) = aT'(u), T(u+v)=T(u)+T(v),
fiir jede reelle Zahl a und alle geniigend differentierbaren Funktionen wu,v. Das recht-

fertigt die Bezeichnung lineare PDG.

Aus dieser Bemerkung folgt das Superpositionsprinzip. Um dieses zu formulieren, er-
innern wir uns an das Folgende aus der linearen Algebra: Eine (endliche reelle) Line-
arkombination der Funktionen w4, ..., u, ist eine Funktion der Form aiuq, + ... + asuy,
wobei ay, ..., a; reelle Zahlen sind.

Proposition 1.2 (Superpositionsprinzip). Jede (endliche) Linearkombination von Lisungen
einer linearen und homogenen PDG lost die PDG ebenfalls.

Beispiele. [Superpositionsprinzip|

e Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung
u’ = u. (1.2)
Diese Gleichung ist linear, da wir sie umschreiben kénnen als
"+ (-1)-u=0

und sie dann die Form (1.1]) hat. (Die Koeffizienten 1 und —1 sind (konstante)
Funktionen von z.) Die Funktionen

uy(x) == e", ug(x) :=e "

3nachdem wir alle Terme, die (partielle Ableitungen von) u enthalten, nach links gebracht haben
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l16sen die GDG ([1.2)). Gemiss Proposition (Superpositionsprinzip) 16st daher
fiir alle reellen Zahlen aq, as die Funktion

U= auy + asus, u(z) = are® + agze™ ",

ebenfalls die GDG ([1.2)). Wir kénnen das auch direkt iiberpriifen. Es gilt

u = (a1u1 + ang)”

= (ayu + agulz)’ (da Ableiten eine lineare Operation ist)
= ajuy + agul (da Ableiten eine lineare Operation ist)

= a Uy + asus (da u; und uy die GDG ([1.2)) 16sen)

= u.

Also lost u die GDG ((1.2)).

e Betrachte die (homogene) Laplacegleichung (12),
Au =0, (1.3)
im Fall n = 2. Die Funktionen
uy(z) := e™ sin(zy), us(x) := " cos(xq)
losen diese PDG. (Rechnen Sie das nach!) Gemiéss Proposition |1.2| (Superpositi-
onsprinzip) 16st daher fiir alle reellen Zahlen a;, a; die Funktion
U= a1Uq + asus, u(z) = a1 sin(xs) + age™ cos(zs)
ebenfalls die PDG ([1.3). (Rechnen Sie das direkt nach!)

Bemerkung. [Superpositionsprinzip| Fiir eine nichtlineare PDG gilt das Superpositi-
onsprinzip im Allgemeinen nicht. Ein Beispiel dafiir ist die GDG

u' = u’. (1.4)

Diese Gleichung ist nicht linear, da auf der rechten Seite u quadratisch vorkommt. Die

Funktion
(z) !
U ==
T

16st die Gleichung (1.4). (Rechnen Sie das nach!) Wenn a eine reelle Zahl ist, dann 16st
au die GDG ({1.4)) nur in den Féllen ¢ = 0 und a = 1. Es gilt ndmlich

(au)? = a*u?
= a*u (da u die GDG (|1.4)) 16st)
= a(au)'.
Die rechte Seite ist genau dann gleich (au)’, wenn a = 0 oder a = 1 ist. Das bedeutet,

dass au die GDG ({1.4]) nur in diesen zwei Féllen 16st. Daher gilt das Superpositions-
prinzip fiir die GDG (1.4)) nicht.
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1.2 Typen linearer PDG zweiter Ordnung
(elliptisch, hyperbolisch, parabolisch)

Eine lineare PDG zweiter Ordnung heisst elliptisch, falls in jedem Punkt die Matrix
der Koeffizienten der zweiten partiellen Ableitungen positiv definit ist. Der Prototyp
einer elliptischen PDG ist die Laplacegleichung. Losungen homogener elliptischer PDG
erfiillen das Maximumprinzip, welches besagt, dass die Losung ihr Maximum (und
Minimum) auf dem Rand annimmt.

Um Elliptizitat einer PDG zu erkldren, erinnern wir uns an den Begriff der positiven
Definitheit aus der linearen Algebrall Sei n € N und

aiy ... Qip

A = (aij)f

ij=1 =
Ap1 ... Qpp

eine reelle n x n Matrix.

Beispiel 1.3. Wenn n = 2 ist, dann hat so eine Matrix die Form
(all a12>
az ax/’

Die Matrix A heisst positiv definit g. d. w. giltP}

n

vl Ay = Z a;viv; > 0, Yo € R™\ {0} H (1.5)

ij=1

Beispiel 1.4. Sei A\q,..., \, positive reelle Zahlen. Dann ist die Diagonalmatrix
M O - 0
diag (A1, ..., An) = 0 A2
: .0
0 -+ 0 M\,

4Dieser Begriff spielte auch in Analysis 2 bei der Charakterisierung kritischer Punkte einer Funk-
tion eine Rolle.

5Fiir eine Matrix M ist hierbei M7 die transponierte Matrix.

6Seien A und B Mengen. Wie Sie in Analysis 1 gelernt haben, ist das (relative) Komplement von
A in B (oder die mengentheoretische Differenz von A in B) die Menge B\ A:= {be B|b ¢ A}, also
die Menge aller Elemente b von B, die nicht in A liegen. In stellen wir die Bedingung v” Av > 0
also an jeden Vektor v in R™, der nicht in {0} liegt, d. h., nicht gleich 0 ist.
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positiv definit, da fiir jeden Vektor 0 # v € R" gilt:

UT dlag ()\1, ey )\n)U = Z U@'>\ivi

i=1
i=1
Insbesondere ist die Einheitsmatrix
1 0 0
1= — 0 1
T |
0 --- 0 1

positiv definit. Andererseits ist die Diagonalmatrix diag ()\1, cee )\n) nicht positiv de-
finit, falls eine (oder mehrere) der Zahlen Ay, ..., \, negativ oder null ist. (Warum?)

Bemerkungen. [Positive Definitheit] Wir nehmen an, dass die Matrix A symmetrisch
ist, d. h. AT = A.

(i) Dann ist A genau dann positiv definit, wenn alle ihre Eigenwerte (strikt) positiv
sind. Das folgt aus Beispiel und dem Spektralsatz aus der linearen Algebra,
der besagt, dass jede symmetrische Matrix diagonalisiert werden kann. (Im dia-
gonalen Fall sind die diagonalen Eintrage A, ..., \, gerade die Eigenwerte der
Matrix.)

(ii) Die Determinante einer quadratischen Matrix A ist das Produkt ihrer Eigenwerte,
d. h.
det A=A+ Ay,

wobei A, ..., A, die Eigenwerte der Matrix A sind (mit Vielfachheiten).
(iii) Wir betrachten den Fall n = 2. Gemaéss gilt dann det A = A\ \y. Die Determi-
nante von A ist daher genau dann positiv, falls die Eigenwerte von A nicht null

sind und dasselbe Vorzeichen haben. Wegen ({ij) ist das genau dann der Fall, wenn
A oder —A positiv definit ist.

Seien jetzt U eine offene Teilmenge von R™ (zum Beispiel U = R") und
aij,bi,c,f:U%R, i,jzl,...,n
stetige Funktionen. Wir betrachten die PDG

n

ij=1 i=1
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Definition 1.5 (elliptische PDG). Fine lineare PDG zweiter Ordnung heisst elliptisch

g. d. w. sie durch Verschieben von Termerﬂﬂ in die Form (1.6)) gebracht werden kann,
und dabei fiir jeden Punkt x € U die Matrix (aij (:z:))z] symmetrisch und positiv definit
15t.

Beispiel. [elliptische PDG] Die (inhomogene) Laplacegleichung
Au=f
ist elliptisch. Um das zu sehen, definieren wir

o J 1, fallsi =y, N -
aij{() = 0y = { 0, fallsi £ 0 @=0 cla)=0

Die Laplacegleichung ist gegeben durch

f=Au
= i Uz,
i=1
- Z (01 = aij)taya, + Z(O = bi)ug, + (0 = c)u.
irj y

Sie hat also die Form ([1.6]). Wir haben

(aij(x) = 5ij)ij = ]]_7
die Einheitsmatrix. Diese Matrix ist symmetrisch und positiv definit, wie wir in Beispiel
[1.4] gesehen haben. Daher ist die Laplacegleichung gemiss Definition [L.5] elliptisch, wie
behauptet.

Um die Eigenschaften hyperbolisch und parabolisch zu definieren, betrachten wir nun
eine offene Teilmenge U des R"!. Wir schreiben die Standardkoordinaten in R*™! als
t,rq,... ,xnm Seien

aij, by, e, f U — R, ,7=1,...,n

"von der linken Seite auf die rechte Seite oder umgekehrt

8Wir erlauben auch, dass beide Seiten der Gleichung mit der gleichen Konstante ungleich 0 mul-
tipliziert werden.

95”- heisst Kronecker-Delta.

YOWir schreiben also einen Punkt in R™™ als (¢,21,...,2,) = (t,2). Die Standardkoordinaten
sind kartesische Koordinaten.
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stetige Funktionen. Wir definieren den Operator L durch

n n

Lu = — Z Uijlg; + Z biug, + cu. (1.7)

ij=1 i=1
Wir betrachten die partiellen Differentialgleichungen

uy + Lu = f, (1.8)

up + Lu = f. (1.9)
Definition 1.6 (hyperbolische, parabolische PDG). FEine lineare PDG zweiter Ord-
nung heisst hyperbolisch (respektive parabolisch) g. d. w. sie mittels Verschieben von
Termen und einer lokalerﬂ Koordinatentransformation in die Form (respektive
(L.9)) gebracht werden kann, sodass fir jeden Punkt (t,x) € U die Matriz (a;(t, x))”
symmetrisch und positiv definit ist. (Diese Matriz steckt gemdss in Lu drin.)

Beispiele. [hyperbolische, parabolische PDG]

(i) Die Wellengleichung
Uy = Au

(mit ¢ > 0) ist hyperbolisch. Um das zu sehen, definieren wir
aij(t,z) == 26, bi(t,x) :=0, c(t,z) == 0.
Die Wellengleichung ist gegeben durch

0=uy — Au

n

= U — Z CQUJ?Z'J%
=1

= Ut — Z QiU a + Z(O = bl)uxl + (0 = C)U.
@] i

Sie hat also die Form (L.8). Wir haben (a;;(x)) = ¢*1. Diese Matrix ist symme-
trisch und positiv definit, wie wir in Beispiel gesehen haben. Daher ist die
Wellengleichung geméss Definition (|1.6)) hyperbolisch, wie behauptet.

(ii) Die Warmeleitungsgleichung
u = aAu

(Ipit a > 0) ist parabolisch. Das folgt aus einem zu analogen Argument.
(Uberpriifen Sie das!)

UMit lokal meinen wir, dass die Koordinatentransformation nur in einer (méglicherweise kleinen)
Umgebung eines gegebenen Punktes definiert ist.
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Bemerkung. [hyperbolische, parabolische PDG im Fall U C R?] Wir betrachten den
Fall n = 1. Dann ist U eine Teilmenge von R""! = R?, und die Koordinaten sind ¢, ;.
In diesem Fall ist eine lineare PDG zweiter Ordnung genau dann hyperbolisch, wenn
sie mittels Verschieben von Termen und einer lokalen Koordinatentransformation in
die Form

Ugg — A11Ug 2, + D1Ug, +cu = f

gebracht werden kann, wobei ay; > 0. (Warum?) Eine dhnliche Aussage gilt fiir Para-
bolizitét.

Im Fall, indem U eine offene Teilmenge von R? ist, kénnen wir Elliptizitit und Hyper-
bolizitét wie folgt charakterisieren. Wir betrachten eine lineare PDG zweiter Ordnung
und schreiben sie in der Form

A11Ug, 2, + 2012Ug, 20 + Q22Uszyy + DUz, + botly, + cu = f. (1.10)

Wir definieren die Diskriminante dieser PDG als
D := ayiay — a,. (1.11)
Proposition 1.7 (Elliptizitit und Hyperbolizitdt im Fall U C R?). Wir nehmen an,

dass U eine weg—zusammenhdngendﬁ offene Teilmenge von R? ist. Die PDG ([1.10))
181

(i) elliptisch genau dann, wenn D > 0,
(ii) hyperbolisch genau dann, wenn D < 0.

Bemerkungen 1.8. (i) Falls die PDG (1.10)) parabolisch ist, dann ist D = 0. Falls
D = 0 ist, dann ist die PDG ({1.10)) jedoch nicht unbedingt parabolisch (im Sinne
der Definition . Ein Beispiel dafiir ist die PDG

Ugpyz, = 0.
Fiir diese PDG ist D = 0, aber wir kénnen diese Gleichung nicht mittels Ver-

schieben von Termen und einer lokalen Koordinatentransformation in die Form

(1.9) bringen, wobei (ai;(z)) fiir jedes z positiv definit ist, d. h. aj;(z) > 0.

12Das bedeutet, dass alle Punkte in U miteinander durch einen stetigen Weg innerhalb von U
verbunden werden konnen, d. h., dass U nicht aus mehreren unverbundenen Teilen besteht. Ein
Beispiel ist U = R2.
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(ii) Die in dieser Vorlesung gebrauchten Definitionen von Elliptizitéit, Hyperbolizitét
und Parabolizitit sind in der reinen Mathematik géingig. Sie werden®| zum Bei-
spiel im Buch [Eval0] von L. C. Evans verwendet[] In der angewandten Ma-
thematik werden diese Begriffe stattdessen oft nur im Fall definiert, dass U eine
Teilmenge von R? ist. Die PDG wird dann elliptisch, hyperbolisch oder para-
bolisch genannt, je nachdem, ob ihre Diskriminante D grosser 0, kleiner 0 oder
gleich 0 ist. Siehe zum Beispiel das Buch von St. J. Farlow [Far93), Seite 6]. Fir
die Eigenschaften elliptisch und hyperbolisch stimmt diese Definition wegen Pro-
position mit der hier gebrauchten Definition {iberein. Fiir die Eigenschaft
parabolisch weicht sie jedoch von der hier gebrauchten Definition ab. (Siehe Be-
merkung (fi).) Der Vorteil der hier gebrauchten Definition ist, dass damit nur
PDG parabolisch genannt werden, deren Losungen gewisse Eigenschaften haben,
die als charakteristisch fiir parabolische Gleichungen gelten.

Teil ({i) von Proposition folgt aus der Bemerkung .

Beispiele. [elliptische und hyperbolische PDG im Fall von U C R?] Wir betrachten
den Fall U = R2.

e Wir betrachten die PDG
(1+ xf)uxlxl + Upywy = —Usgay + 2y, + 3u. (1.12)

Um zu iiberpriifen, welchen Typ diese PDG hat, verschieben wir die rechten
Terme auf die linke Seite. Damit erhalten wir

1
(1+ x%)uxm + 2 —Upyzy + Ugory — 2Uy, — 3u = 0.

2
Diese PDG hat die Form (|1.10]), wobei
1
an(r) =1+17, ap= 5 = I, by=-2, bp=0, c=-3.

Die Diskriminante (1.11]) der PDG ist daher gegeben durch

Diskriminante(z) = ay1(2)ags(r) — a2, ()

=(1+23)-1— (%)2

> 0, Ve e U.
Gemiss Proposition ist die PDG (|1.12]) daher elliptisch.

13in leicht abgewandelter Form
1Giehe die Seiten 312, 399 und 372 in diesem Buch.



KAPITEL 1. LINEARITAT EINER PDG, TYPEN VON PDG, ANFANGS- UND
28 RANDBEDINGUNGEN, TRENNUNG DER VARIABLEN

e Wir betrachten die PDG
Ugyoy + (4 + fo)uxlxz + Ugyry = 2Uy, + 31 (1.13)

Um zu iiberpriifen, welchen Typ diese PDG hat, verschieben wir die rechten
Terme auf die linke Seite. Damit erhalten wir

Ugyoy + 2+ (2+ T3 Ugyay + Uy, — 2Ugy — 3u = 0.
Diese PDG hat die Form , wobei
an =1, ap@)=2+z], ap=1, b =-2 b=0, c=-3
Die Diskriminante der PDG ist daher gegeben durch

Diskriminante(z) = ay;(z)ags () — aiy(z)
=1-1—(2+2%)"
<1-—4
<0, Vo e U.

Geméss Proposition ist die PDG ([1.13|) daher hyperbolisch.

Bemerkungen. [Typen partieller DG]

e Die drei Typen elliptisch, hyperbolisch und parabolisch schliessen sich gegenseitig
aus. D. h. | falls eine PDG einen der drei Typen hat, dann hat sie keinen anderen
der drei Typen.

e Nicht jede lineare PDG zweiter Ordnung hat einen der drei hier beschriebenen
Typen. (Siehe die Beispiele unten.)

Beispiele. [PDG, die keinen der drei Typen haben| Die folgenden PDG sind linear
und zweiter Ordnung, aber weder elliptisch noch hyperbolisch noch parabolisch. Sie
konnen namlich in keine der drei entsprechenden Formen gebracht Werden.ﬁ

o U=R?
Upyzy = OH

5Fiir die elliptische Form ist das einfach zu sehen. Es ist auch einfach zu sehen, dass die Glei-
chungen weder die hyperbolische Form noch die parabolische Form haben. Sie kénnen auch
nicht durch eine Koordinatentransformation lokal auf eine dieser Formen gebracht werden. Das ist
schwieriger zu beweisen.

16Vergleiche mit Bemerkung H
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o n =4, U=R4

Uazlzl + ul‘QZQ - uz3z3 - uz4z4 - 0

Bemerkung. [Terminologie] Der Grund fiir die Terminologie elliptisch ist, dass eine
Matrix A = (aij)njzl genau dann positiv definit ist, wenn die Gleichung

7
E (Zl'jl'ifﬂj =1
ij

ein Ellipsoid in R™ beschreibt. (Im Fall n = 2 ist ein Ellipsoid dasselbe wie eine Ellipse.)

Der Grund fiir die Terminologie hyperbolisch, parabolisch ist analog.

1.3 Anfangs- und Randbedingungen anhand der
Beispiele der Wirmeleitungs- und
Wellengleichungen

In physikalischen und chemischen Anwendungen beschreiben partielle Differentialglei-
chungen alleine ein System meistens noch nicht vollsténdig. Das System wird jedoch oft
vollstandig beschrieben, wenn wir zusétzlich zur Differentialgleichung noch Anfangs-
und Randbedingungen hinzunehmen. Diese Bedingungen werden oft durch den expe-
rimentellen Aufbau vorgegeben.

Betrachten wir zum Beispiel die Warmeleitungsgleichung im Fall einer Raumdimensi-
on. Diese Gleichung beschreibt zum Beispiel die zeitliche Entwicklung der Temperatur-
verteilung in einem diinnen geraden Metallstab. Wir konnen eine bestimmte Tempera-
turverteilung zum Anfangszeitpunkt vorgeben, indem wir den Stab an verschiedenen
Stellen erhitzen oder abkiihlen. Diese Vorgabe entspricht einer Anfangsbedingung. Wir
schreiben z_ und x, fiir den linken und rechten Endpunkt des Stabes. Der Stab wird
dann durch das Interval [z_, z] beschrieben. Wir schreiben

u(t, z) := Temperatur des Stabes zum Zeitpunkt ¢ am Ort z
to := Anfangszeitpunkt
ug := vorgegebene anfingliche Temperaturverteilung

Die Anfangsbedingung ist dann
u(to, ) = uo(z), Vo e [z, zq]. (1.14)

Wir konnen auch den Stab an beiden Enden zu jeder Zeit auf 0°C kiihlen, indem wir
diese Enden in Eiswasser legen. Diese Vorgabe entspricht einer Randbedingung. Sie wird
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durch die folgenden Gleichungen ausgedriickt:
u(t,z_) =0, u(t,z4) =0, vt > 0. (1.15)

Diese Gleichungen sind sogenannte Dirichlet- Randbedingungen. Allgemein sind Dirichlet-
Randbedingungen Bedingungen von der Form

u = g auf dem Rand von U[}

wobei U das Gebiet ist, worauf die gesuchte Funktion u definiert ist, und g eine vorge-
gebene Funktion ist. Im Falle einer linear PDG nennen wir Dirichlet-Randbedingungen
homogen, falls ¢ = 0. Die Randbedingungen sind also homogen. Die zeitliche
Entwicklung der Temperaturverteilung wird durch die Anfangs- und Randbedingungen
eindeutig festgelegt. Das wiederspiegelt sich in der Tatsache, dass es eine
eindeutige Losung der Warmeleitungsgleichung gibt, welche diese Bedingungen 16st.
(Das werden wir spéter sehen.)

Statt die Enden des Stabs in Eiswasser zu legen, konnen wir sie (und den Rest des
Stabs) nach aussen isolieren. Die Enden geben dann keine Wirme an die Aussenwelt
ab, d. h., die Warmestromdichte ist an den Enden gleich 0. Geméss dem Fourierschen
Gesetz ist die Warmestromdichte proportional und entgegengerichtet zum Gradien-
ten der Temperatur u, also zu u, in unserem raumlich-eindimensionalen Fall. (Dieses
Gesetz ist analog zum Gesetz von Fick fiir die Stoffmengenstromdichte einer chemi-
schen Substanz.) Die Temperaturverteilung erfiillt daher die sogenannten Neumann-
Randbedingungen

uz(t,xz_) =0, ug(t,xy) =0, vt > 0. (1.16)
Allgemein sind Neumann-Randbedingungen Bedingungen von der Form

(Ableitung von u in Richtung von V) = g auf dem Rand von U

wobei v(z) fir jeden Punkt auf dem Rand des Gebiets U der nach aussen zeigende
Einheitsvektor ist, der senkrecht auf dem Rand von U steht. (Im Fall (1.16) wird
dieser Vektor durch v(t,z,) = (1,0) und v(t,z_) = (—1,0) gegeben.)

Welche Art von Anfangs- und Randbedingungen zu einer eindeutigen Losung der ge-
gebenen partiellen Differentialgleichung fiihrt, hangt vom Typ der Gleichung ab. Zum
Beispiel erhalten wir bei der Wellengleichung eine eindeutige Losung, wenn wir so-
wohl die Funktion zum Anfangszeitpunkt als auch die Zeitableitung der Funktion zum
Anfangszeitpunkt vorgeben. Die Funktion zum Anfangszeitpunkt alleine bestimmt die

176der auf einem Teil des Randes von U
18gder auf einem Teil des Randes von U
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- VB t«‘.
Abbildung 1.1: Joseph Fourier, 1768-1830, franzosischer Mathematiker und Physiker.

zukiinftige Zeitentwicklung in diesem Fall nicht. Das entspricht der Tatsache, dass es
nicht reicht, ein Foto einer Welle zu sehen, um vorauszusagen, in welche Richtung die
Welle sich bewegen wird. Im rdumlich eindimensionalen Fall zum Beispiel ist unklar,
ob sich die Welle nach links oder nach rechts bewegen wird.

Aus den hier genannten Griinden werden wir in den folgenden Abschnitten oft Anfangs-
und Randbedingungen zu einem Problem vorgeben.

1.4 Losungsmethode der Trennung der Variablen,
Anwendung auf Wiarmeleitungsgleichung

Trennung der Variablen

Trennung der Variablen, auch Fourier-Methode genannt, ist eine Methode zum Losen
einer partiellen Differentialgleichung der Form

Summe von Termen = 0,

wobei in jedem Term nur Ableitungen (auch hoherer Ordnung) nach einer Variable vor-
kommen. Beispiele fiir solche Gleichungen sind die Laplacegleichung, Wellengleichung
und Wirmeleitungsgleichung. (Uberpriifen Sie das!) Die Methode ist nach Joseph Fou-
rier benannt, siche Abbildung Sie beruht auf dem Ansatz, dass die gesuchte Funk-
tion eine bestimmte Kombination von Funktionen einer einzelnen Variablen ist. Die
Kombination kann zum Beispiel die Summe oder das Produkt sein. Der Produktansatz
ist zum Beispiel gegeben durch

u(zy, ... xn) = ur(z1) - up (@),

wobei x1, ..., z, die Standardkoordinaten in R"™ bezeichnen. Die Methode der Trennung
der Variablen besteht aus den folgenden Schritten:
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(i) Setze den Kombinationsansatz fiir die gesuchte Funktion u in die PDG ein. Da-
durch erhalten wir gewohnliche Differentialgleichungen fiir die Funktionen der
einzelnen Variablen.

(ii) Lose diese GDG und fiille die gefundenen Losungen der GDG in den Ansatz fiir
u ein.

(iii) Priife nach, ob die gefundene Funktion u die PDG tatséchlich 16st.

Im néchsten Unterabschnitt illustrieren wir diese Methode, indem wir damit eine von
Parametern abhéngige Losung der rdumlich eindimensionalen Warmeleitungsgleichung
(WLG)

Up = AUy (1.17)

finden. (Diese PDG beschreibt die zeitliche Entwicklung der Temperaturverteilung in
einem Stab.) Mittels dieser Losung losen wir anschliessend ein bestimmtes Anfangs-
und Randwertproblem fiir die WLG. Zur Vereinfachung wéahlen wir unsere physikali-
schen Einheiten so, dass gilt:

a=1.

Anwendung der Trennung der Variablen auf die
Wairmeleitungsgleichung

Methode der Trennung der Variablen, Produktansatz:
Schritt @), Einsetzen des Ansatzes: Wir nehmen an, dass u eine Losung der WLG
(1.17) (mit @ = 1) ist, fiir die es zwei Funktionen 7": [0,00) — R und X : [0,7] — R
gibtl"”] sodass u durch das Produkt
u(t,x) =T(t)X(x) (1.18)
gegeben ist. Wir setzen diesen Ansatz in die WLG (1.17)) (mit @ = 1) ein und erhalten
THX(z) =THX"(x), Vtel0,00),ze€]0,n]. (1.19)

Schritt , entstandene GDG l6sen:
Fall T =0 oder X = 0: Dann ist wegen (1.18) auch

u=0. (1.20)

19Wir nehmen an, dass die Funktion 7T stetig differenzierbar und die Funktion X zweimal stetig
differenzierbar ist.
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Fall T'# 0 und X # 0: Wir wéhlen ein z( € [0, 7], sodass X (z¢) # 0, und definieren

_ X//(:EO)
X (o)

(Wir diirfen durch X (z¢) teilen, da X (x¢) # 0.) Aus (1.19) mit x = x, folgt, dass

T(t) = \T(1),  Vteloo0).

A

eR. (1.21)

Das ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir 7. Wie Sie in
Analysis 2 gelernt haben, ist die allgemeine Losung dieser Gleichung gegeben durch

T(t) = ce™ Wi, (1.22)

wobei ¢ eine Konstante ist. Da T' # 0, gibt es ein ¢y € [0, 00), sodass T'(ty) # 0. Aus

(CI9L21) folgt, dass

T(to) _ X"(w0) _ \
T(t)  X(zo)

(Wir diirfen auf der linken Seite durch T'(tg) teilen, da T'(tg) # 0.) Aus (1.19)) mit
t =ty folgt daher, dass

X"(x) = AX(2), V. (1.23)
Das ist eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir X.

Fall )\ # 0: Wie Sie in Analysis 2 gelernt haben, ist die allgemeine Losung der GDG
(1.23) dann gegeben durch

X(z) = cyeV™ 4 eV vz, (1.24)

wobei ¢y € C[Y| Konstanten sind. (Hierbei haben wir gebraucht, dass A # 0.) Indem

wir ((1.22]]1.24)) in den Produktansatz (|1.18]) einsetzen, erhalten wir
u(t,z) = T(H)X (z) = M (CheV™ + C_e™V7), (1.25)
wobei C4 1= ccy.

Fall A\ > 0: Da wir annehmen, dass 7" und X reelle Werte annehmen, nimmt u wegen
ebenfalls reelle Werte an. Indem wir diese Bedingung in einsetzen, erhalten
wir, dass

Ci: e R

Fall A < 0: Dann ist v/ eine imaginiire Zahl. Da u reelle Werte annimmt, folgt aus

(E23), dass -
Cf — C+.

20Wir bezeichnen mit C die Menge der komplexen Zahlen.
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Fall \ = 0: Dann folgt aus ((1.23)), dass

Wie Sie in Analysis 2 gelernt haben, folgt hieraus, dass es Konstanten ¢, ¢; gibt, sodass
X(x) = a1z + ¢o. Indem wir das zusammen mit (1.22)) in den Produktansatz (1.18)
einsetzen, erhalten wir

u(t,z) = " (Chz + Cy) = Chz + Cy, Cy = ccy, Cy = ccy. (1.26)

Zusammenfassend erhalten wir: Wenn u die WLG (1.17) (mit a = 1) 16st und ein
Produkt der Form (1.18]) ist, dann ist u gegeben durch (1.25) mit A # 0, oder durch
(1.26]), wobei C, C, Cy Konstanten sind.

Schritt (iii), nachpriifen, ob die gefundene Funktion u die WLG 18st: (1.20):
Die Nullfunktion u = 0 16st die WLG.

(1.25)): Wir haben

%6)\15 — )\eAt’
d
— eV = xeV,
dx
d2
darum  —— eV = (VA)2e¥e,
dzx?

Eine analoge Rechnung zeigt, dass

d2
@efﬁx _ (_ﬁ)Qefﬁx'

Fiir die Funktion u, gegeben durch (|1.25)), folgt, dass
Ut = AU = Ugg,

d. h., u 16st die WLG ([1.17)) (mit a = 1). Eine weitere Rechnung zeigt, dass die Funktion
die WLG ebenfalls 16st. Also 16sen alle gefundenen Funktionen tatséchlich die
WLG. Zusammenfassend haben wir mittels der Methode der Trennung der Variablen
das Folgende gezeigt.

Proposition 1.9 (Produktlésung der Warmeleitungsgleichung). Die reellwertigen Lisungen
u der raumlich eindimensionalen WLG

Ut = Ugyg,
die als ein Produkt der Form

u(t,z) =T ()X (x)



1.4. LOSUNGSMETHODE DER TRENNUNG DER VARIABLEN, ANWENDUNG
AUF WARMELEITUNGSGLEICHUNG 35

geschrieben werden konnerfY, sind genau die Funktionen
u(t, r) = e (C’wﬁx + C’,e*ﬁ“) , (1.27)

wobei
A€ (0,00),Cx €R oder A € (—00,0),Cy € C, sodass C_ = Cy,

sowie die Funktionen
U(t, [L’) = Chx + O, Cy, Ch € R. (128)

Bemerkungen. [Trennung der Variablen]

e Bei der Trennung der Variablen verwenden wir die heuristische Methode eines
Ansatzes. Wir nehmen dabei an, dass die Losung unseres Problems eine bestimm-
te Form hat. (In unserem Fall ist die Form ein Produkt.) Ein Grund, warum
dieser Ansatz zum Ziel gefiithrt hat, ist, dass wir dadurch die Moglichkeiten ein-
geschrinkt haben. (Bei weniger Moglichkeiten ist es einfacher, die Losung zu
finden.) Ein anderer Grund ist, dass wir damit das Problem auf ein einfacheres
Problem reduziert haben, ndmlich von einer PDG auf eine GDG.

e Die mit Trennung der Variablen gefundene Losung ist meistens nicht die all-
gemeine Losung. Das ist im Beispiel der Wéarmeleitungsgleichung der Fall, da
wegen des Superpositionsprinzips auch lineare Kombinationen der gefundenen
Losungen die WLG 16sen.

e Die Methode liefert nicht immer eine Losung.

e In Analysis 1 haben Sie eine Methode zur Losung einer gewdhnlichen DG kennen-
gelernt, die ebenfalls den Namen Trennung der Variablen trigt. Damit konnen

wir eine GDG der Form
dy

2 — g(w)hly)

16sen, indem wir alle Terme, die x enthalten, nach rechts bringen und alle Ter-
me, die y enthalten, nach links bringen und danach integrieren. Diese Metho-
de ist der hier geschilderten Methode ahnlich, aber nicht identisch, da wir hier
unabhdngige Variablen voneinander trennen, um aus einer PDG eine GDG zu
erhalten, wihrend bei der Methode aus Analysis 1 eine GDG gelost wird, indem
die unabhdingige von der abhdngigen Variablen getrennt wird.

21Hierbei nehmen wir an, dass T stetig differenzierbar und X zweimal stetig differenzierbar ist.
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Losen eines Anfangs- und Randwertproblems fiir die
Wirmeleitungsgleichung

Wir betrachten nun das folgende Anfangs- und Randwertproblem fiir die WLG:

Up = Ugg, (1.29)
u(t,0) =0, wu(t,m) =0, vt € [0, 00), (1.30)
u(t =0,2) = up(x) := 3sin(z) — sin(2z), Vo € [0, 7. (1.31)

Wie im Abschnitt erklédrt, beschreibt dieses Anfangs- und Randwertproblem die
zeitliche Entwicklung der Temperaturverteilung v in einem Metallstab, dessen End-
punkte bei x_ = 0 und z, = 7 liegen und durch Eiswasser konstant auf 0°C gekiihlt
werden, wobei der Stab durch punktuelles Erhitzen so prapariert wird, dass seine Tem-
peraturverteilung zum Beginnzeitpunkt ¢ = 0 durch die Funktion uy gegeben ist.

Zur Losung des Problems machen wir den Ansatz, dass u durch eine lineare Kom-
bination von (reellwertigen) Produktfunktionen ist, welche die WLG ( und die
Randbedingung (1.30)) 16sen. Sei nun u zunichst eine Produktlésung der WLG (11.29).
Gemaéss Proposition @ aus dem letzten Unterabschnitt ist « dann durch oder
(1.28) gegeben. (Die Funktion u = 0 hat jede dieser zwei Formen.)

Fall (1.27) (u(t,x) = e (C’ eV 4 (O e ‘fz)) Die Randbedingungen ([1.30]) impli-

zieren, dass

Cy 4+ C_ = u(0,0) =0, (1.32)
CreV™™ + Ce™V = (0, 7) = 0. (1.33)
Bedingung ([1.32)) ergibt
Indem wir das in (1.33) einsetzen und mit e¥*™ multiplizieren, erhalten wir
Cy (e —1) =0. (1.35)

Wegen der Anfangsbedingung ([1.31]) ist Cy # 0. Aus (|1.35)) folgt daher, dass

627T\/X =1.

Hieraus folgt, dass es eine ganze Zahl k gibt, sodass

VA = ki.
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(Wir haben daher A < 0.) Wir erhalten

u(t,z) = Che ¥t (e“m - e_“m) (wegen ((1.27)11.34)))
= Cu®(t,z),
u®(t, z) := e ¥ sin(kx), C:=2iCy (1.36)

(wegen der Eulerschen Formel e = cosx + isinz).

Fall (1.28) (u(t,x) = Ciz + Cp): Dann folgt aus den Randbedingungen ([1.30), dass
Cy =0 und C} =0, also, dass u = 0.

Die Funktion u®) (gegeben durch (T.36])) 16st tatsichlich die Randbedingungen (T.30)).
Fiir ¢ = 0 ist sie gegeben durch

u®) (0, z) = sin(kx).
Indem wir das mit der Funktion ug aus ((1.31)) vergleichen, sehen wir, dass die Funktion
u = 3u —u®

die Anfangsbedingung 16st. Die WLG ((1.29) ist linear und homogen, und u ist
eine (endliche) Linearkombination der Losungen u™™, u der WLG. Wegen des Su-
perpositionsprinzips (Proposition 16st daher u auch die WLG. Da wu eine lineare
Kombination von Losungen der Randbedingungen ist und diese Randbedin-
gungen homogen sind, 16st u diese Bedingungen ebenfalls. Zusammenfassend ist u
also eine Losung des Anfangs- und Randwertproblems fiir die Warmeleitungsgleichung

, wie gewiinscht.

Bemerkung. Die obige Losung unseres Anfangs- und Randwertproblems ist eine end-
liche Linearkombination der Funktionen u®. Spéter werden wir sehen, dass auch gewis-
se unendliche Linearkombinationen der Funktionen u*) (gegeben durch ([1.36)) sinnvoll
sind. Mittels Fouriertheorie kann die allgemeine Losung der WLG als eine solche un-
endliche Linearkombination geschrieben werden. Das kann man verwenden, um eine
Losung der WLG mit homogenen Randbedingungen und beliebigen Anfangsbedingun-
gen zu finden.






Kapitel 2

Wellengleichung, Druckwellen,
d’Alembertsche Formel fiir die
Losung der raumlich
1-dimensionalen Wellengleichung

Druckwellen (insbesondere Schallwellen) in einem Festkorper, einer Flissigkeit oder
einem Gas erfiillen die Wellengleichung. Wir leiten das fiir ebene Wellen in einem
Kristallgitter aus dem zweiten Gesetz von Newton her. In diesem Fall erhalten wir die
1-dimensionale Wellengleichung. Die d’Alembert-Formel beschreibt die Losung dieser
Gleichung, die Anfangsbedingungen an die gesuchte Funktion und ihre Zeitableitung
erfiillt.

2.1 Herleitung der Wellengleichung fiir eine ebene
Druckwelle in einem Kristallgitter

Wir betrachten ein Kristallgitter, das aus Teilchen (Atomen oder Molekiilen) besteht.
Siehe die Abbildung [2.1] Die Teilchen sind also auf regelméissige Weise angeordnet.
Wir nehmen an, dass das Gitter kubisch primitiv ist. Das bedeutet, dass die Teilchen
sich im Falle des Gleichgewichtszustandes in den Punkten (il, 19, ig)d = (i1d, 12d, igd)
befinden, wobei i1, is, i3 ganze Zahlen sind und d > 0 eine Konstante ist EI (d ist der
Abstand zwischen zwei benachbarten Teilchen, die sich auf einer Geraden befinden,

1Zur Vereinfachung nehmen wir hier an, dass die Teilchen Punktteilchen sind. Des Weiteren ver-
nachléssigen wir die thermische Bewegung der Teilchen. Wir nehmen also an, dass die Teilchen im
Gleichgewichtszustand in Ruhe sind.

2Ein Beispiel fiir ein kubisch primitives Gitter ist Pyrit.

39
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Abbildung 2.1: Kristallgitter.

die parallel zu einer Koordinatenachse ist.) Zum Beispiel befinden sich Teilchen in den
Punkten

(0,0,0)d = (0,0,0), (1,0,0)d = (d,0,0), (1,—1,2)d.

Wir betrachten eine longitudinaleﬂ ebene Druckwelle, die sich in z;-Richtung ausbrei-
tet. Die Druckverteilung héngt also nur von der x;-Koordinate ab. Wir schreiben:

p(t,x1) := (mechanische) Spannung (= Druck) in x;-Richtung zum Zeitpunkt ¢ am
Ort x = (xl,xg,xg).

Im Folgenden zeigen wir, dass die Funktion p die 1-dimensionale Wellengleichung
ptt = C2px1x1 (21)

erfiillt, wobei die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ wie folgt gegeben ist. Wir schreiben

p := Massendichte des Kristallgitters

3 Longitudinal bedeutet, dass die Auslenkung der Teilchen in der Ausbreitungsrichtung erfolgt.
Eine longitudinale Welle heisst auch Ldngswelle.
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po := Massendichte im Gleichgewichtszustand

Wir fassen die Spannung p als eine Funktion von p auf. (Wir kénnen p durch Zusam-
menpressen in x1-Richtung verdndern und dadurch eine Spannung erzeugen.) Es gilt

dann
[dp

Bemerkungen. e Das bedeutet, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit umso grosser
ist, je hirter das Material ist, weil dann die Spannung p schnell zunimmt, wenn
wir die Dichte durch Zusammenpressen erhohen.

e Dieser Zusammenhang ist intuitiv plausibel.
e Die Dichtednderung beim Zusammenpressen ist in der Praxis minim, aber sie

spielt hier eine Rolle.

Um die Wellengleichung ({2.1]) herzuleiten, schreiben wir:

a;j(t) :=z1-Auslenkung des Teilchens i = (il = 7,19, ig) zur Zeit t

(aus der Gleichgewichtslage)
:<x1—Koordinate dieses Teilchens zur Zeit t) — 7d.

Siehe die Abbildung [2.1]

(Im Gleichgewichtsfall haben wir also a; = 0 fir alle j = ..., —1,0,1,....) Wir nehmen
das Folgende an:

(i) Ein Teilchen ¢ erfahrt nur Kréfte von den Teilchen in seiner eigenen (2, z3)-Ebene
und in den direkt links und rechts daneben liegenden (z3, x3)-Ebenen. (Das ist
eine sinnvolle Ndherung.)

(ii) Die Kraft, die ein Teilchen ¢’ auf i ausiibt, ist zentral, d. h., sie zeigt in Richtung
des Verbindungsvektors zwischen ¢ und 4’.

(iii) Die Krafte hiangen linear von der Auslenkung des Systems aus der Ruhelage ab.
(Diese Annahme ist sinnvoll, da die Auslenkungen klein sind und wir daher mit
den linearisierten Kriften arbeiten konnen.)

Aus Symmetriegriinden heben sich die zo-Komponenten aller Krifte, die auf das Teil-
chen ¢ wirken, auf. Dasselbe gilt fiir die z3-Komponenten. Aus den obigen Annahmen
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folgt, dass

F; := z;-Komponente der totalen Kraft auf Teilchen i = (z'1 = j, 19, 2'3)
= k(aj+1 — CLJ') — k(aj — Cljfl). (23)

wobei k£ > 0 eine Konstante ist. (Wir kénnen uns k als die totale Federkonstante
vorstellen, die den Kriften zwischen ¢ und allen benachbarten Teilchen entspricht.)
Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir

T = XT.

Der Gleichgewichtsabstand d ist sehr klein (Grossenordnung 1A = 107'°m). Daher
konnen wir die Teilchenauslenkung als eine Funktion der z-Koordinate (und der Zeit)

auffassen. Wir schreiben dafiir
a(t,x). (2.4)
Wir haben
a(t, jd) = a;(t).
(Urspriinglich ist a(t,z) nur fir x = jd definiert. Wir ersetzen diese Funktion einer
diskreten Variablen jetzt also durch eine Funktion einer kontinuierlichen Variablen.)

Gemaiss der Definition der Ableitung als Grenzwert eines Differenzenquotienten kénnen
wir ndhern:

. A1 — Gy
" t — d ~ M’
i = jal) 41
az(t,7d) —az(t, (7 — 1)d i1 —a; — (a; —a;_
anrlt gy AN 20U DY G m 6 m )
d d?
Wir schreiben
m := Masse eines Teilchens
Wir haben
may(t, jd) = ma;
=F, (wegen des zweiten Gesetzes von Newton)

~ kd®a,,(t, jd) (wegen (2.32.5)).

Im Limes d — 0 [ erhalten wir also

ay(t, ) = ag(t, ), Vt,z € R, (2.6)
kd?

4Wir lassen hier gleichzeitig d gegen 0 und j so gegen unendlich gehen, dass = jd konstant
bleibt.
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Die Auslenkung der Teilchen aus der Gleichgewichtslage erfiillt also die Wellenglei-
chung. Wir zeigen jetzt, dass dasselbe fiir die Spannung p gilt: Dazu fixieren wir j € Z
und betrachten die zum Teilchen (4, 0,0) gehérende (primitive) Elementarzelle. Das ist
der Wiirfel, der die Ecken

(7,0,0), (J+1,0,0), (J,1,0), (7,0,1)

enthélt. Der Wiirfel in Abbildung [2.1]ist diese Elementarzelle, um —d in zo-Richtung
verschoben. p, die mechanische Spannung (=Druck) in z;-Richtung ist die Kraft pro
Fldche, die von rechts auf ein Fliachenstiick wirkt, das parallel zur (xs, z3)-Ebene ist.
Da es ein Teilchen pro Elementarzelle gibt, ist die Spannung gegeben durch

Kraft auf Teilchen (7, 0,0) von rechts

t,x =jd) =
p(t,e = jd) rechte Seitenfléche der Elementarzelle
~ k(aj_l,_l - aj)
Ajr1 — G,
d
a(t, (j + 1)d) — a(t, jd)
=C 5
d
. k
wobei C:= T (2.8)

Indem wir den Abstand d gegen 0 gehen lassen, dann erhalten wir hieraus
p(t,x) = Ca,(t, ), Vt,x € R. (2.9)
Wir erhalten

Pt = C(am)tt
= C(att)x
= CPayyy (wegen (12.6)))

2
= C Pzxz-

D. h. , p erfiillt ebenfalls die Wellengleichung mit Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢. Um
¢ zu berechnen, schauen wir, was passiert, wenn wir die rechte Seitenfliche einer Ele-
mentarzelle um Az in x;-Richtung auslenken. (Der Wiirfel in Abbildung ist eine
Elementarzelle dar.) Wir schreiben

V := Volumen der Elementarzelle = d?

AV := (Zuwachs dieses Volumens bei Auslenkung um Azx) = d*Ax

po := Massendichte im Gleichgewichtszustand = 3 = 73
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Ap = Verdnderung der Dichte bei Auslenkung um Az
Ap := (Verdnderung der) Spannung bei Auslenkung um Az
Es gilt

m
po+dp =

und darum

Ap~ —PAg. (2.10)
Andererseits gilt
totale Zugkraft von rechts auf ein Teilchen bei Auslenkung um Az kAx

Ap = =— .
b Seitenflache des Wiirfels d?
Indem wir das mit (2.10) kombinieren, erhalten wir
Ap kAz d
Ap & pAz
_ kd?
S om
=c*  (wegen (2.7)). (2.11)

Die Auslenkung Az ist im Vergleich mit d sehr klein. Daher kénnen wir ndherungsweise
Az und darum Ap gegen 0 gehen lassen. Dabei wird (2.11)) zur Gleichheit

2

P (o) = .

dp

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Druckwelle ist also durch

[dp
c= d—p(PO)

gegeben, wie in (2.7) behauptet.
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Bemerkung. [Wellengleichung fiir Druckwelle]

e In dieser Herleitung der Wellengleichung fiir eine Druckwelle haben wir mathe-
matisches Modell eines Teiles der physikalischen Realitdt erstellt. Dazu haben
wir die Realitdt idealisiert, zum Beispiel durch folgende Vereinfachungen:

— Die betrachteten Teilchen sind Punktteilchen.

— Die Wechselwirkung zwischen den Teilchen ist klassisch mechanisch.

— Die Wechselwirkung ist nicht relativistisch. (Die verwendete Form des zwei-
ten Newtonschen Gesetzes ist nicht relativistisch.)

— Wir nehmen an, dass die Teilchen im Gleichgewichtszustand in Ruhe sind.

— Wir haben den Abstand d zwischen zwei benachbarten Teilchen gegen 0
gehen lassen.

— Wir haben den Verhiltnis % gegen 0 gehen lassen. (Axz := Auslenkung

eines Teilchens aus der Gleichgewichtslage)

Die Annahmen auf S. 1] sind ebenfalls Vereinfachungen. Dieser Prozess
der Idealisierung ist typisch fiir die Modellbildung.

e Dass wir den Abstand d und das Verhéltnis % gegen 0 gehen lassen, fithrt dazu,
dass unser Modell Ableitungen physikalischer Grossen enthélt. Wir erhalten auf
diese Weise nédmlich rdumliche Ableitungen der Auslenkung a und der mechani-
schen Spannung p.

2.2 Allgemeine L6sung der raumlich
1-dimensionalen Wellengleichung

Sei n = 1 und ¢ > 0. Wir schreiben die Standardkoordinaten in R"*! = R? als ¢, x und
betrachten die rdumlich 1-dimensionale Wellengleichung

Uy = CUgy. (2.12)
Der folgende Satz gibt eine Formel fiir die allgemeine Losung dieser Gleichung.

Satz 2.1 (allgemeine Losung der rdumlich 1-dimensionalen Wellengleichung). FEine
zweimal stetig differenzierbare Funktion u : R* — R [dst die PDG (2.12) genau dann,
wenn es zweimal stetig differenzierbare Funktionen vy : R — R g¢ibt, sodass

u(t,z) =vy(x+ct) +v_(x —ct), Vt,x € R. (2.13)
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Beweis: S.

Seien vy : R — R Funktionen. Wir definieren
uF(t,z) = vi(z £ ct). (2.14)

Fiir eine feste Zeit ¢ ist u®(t,+) = vi(- + ct) [| die um ¢t nach links (in negative
x-Richtung) verschobene Funktion v,. Das bedeutet, dass die Funktion u, eine mit
Geschwindigkeit ¢ nach links laufende Welle darstellt. Mit einer Welle meinen wir
dabei eine Funktion des Ortes, die sich in eine Richtung fortbewegt. Analog stellt die
Funktion u~ eine mit Geschwindigkeit ¢ nach rechts (in positive z-Richtung) laufende
Welle dar.

Wir nennen eine nach links (rechts) laufende Welle eine Riickwartswelle (Vorwértswelle).
Gemiss Satz ist die allgemeine Losung der eindimensionalen Wellengleichung al-
so durch die Summe einer Riickwértswelle und einer Vorwértswelle. Das rechtfertigt
den Namen Wellengleichung. Der Satz beschreibt die Losungen der Wellengleichung in
einer rdumlichen Dimension vollsténdig.

Beispiel. Wir definieren

v(y) =cos(y),  v-(y) = —cos(y),
u(t,z) = vy(z+ct) +v_(x — ct) = cos(x + ct) — cos(z — ct).

Die Funktion u ist die Uberlagerung von nach rechts und links laufenden Kosinuswellen.
Der Additionssatz fiir den Kosinus besagt

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb.

(Dieser Satz folgt aus der Eulerschen Formel.) Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir die
Funktion u wie folgt umschreiben:

u(t, z) = cosx cos(ct) — sinxsin(ct) — cos x cos(—ct) + sin z sin(—ct)

= —2sin(ct) sin z.

In diesem Beispiel ist u also ein Produkt einer Funktion der Zeit und einer Funkti-
on des Ortes, d. h. eine stehende Welle. Zu den Zeitpunkten ¢t = %(g + lmr), k =

,—1,0,1,..., ist sin(ct) = £1 und daher der Betrag der Amplitude der stehenden
Welle in jedem Punkt zeitlich maximal. Die Vorwirtswelle und die Riickwartswelle
interferieren dann konstruktiv. Zu den Zeitpunkten t = '%’r, k= ...,—1,0,1,..., ist
sin(ct) = 0 und daher der Betrag der Amplitude der stehenden Welle in jedem Punkt
zeitlich minimal. Die Vorwértswelle und die Riickwéartswelle interferieren dann destruk-
tiv.

®Damit meinen wir die Funktion x — u™ (¢, ).
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Bemerkung. Stehende Wellen treten bei Schwingungen einer Saite auf, deren En-
den festgehalten werden. (Eine eingespannte Saite erfiillt die Wellengleichung. Siehe
Ubungsserie 3.)

Beweis des Satzes Beweis der Implikation “u 16st (2.12)) <= es gibt vy ...":
Wir nehmen an, dass es solche Funktionen vy gibt. Wir definieren u® wie in (2.14).
Wir haben

uf (t,x) = v (x + ct)e, also uy(t,z) =0 (x+ ct)c?,
uf(t,x) =v(x+ct)-1, also uf (t,2)=0v](z+ct)- 1%

+ o 2,,+
und darum w;; = c*u;,

d. h., u™ 16st die Wellengleichung (2.12)). Eine analoge Rechnung zeigt, dass

ut_t (ta l‘) = (_C)qu_x(t’ IE),

d. h., u~ 16st die Wellengleichung ([2.12)). Wegen des Superpositionsprinzips 16st da-
her die Funktion u = ut + u~ ebenfalls die Wellengleichung (2.12). Das beweist die
Implikation “u 16st (2.12) <= es gibt vy ...".

Die umgekehrte Implikation “u 16st (2.12) = es gibt vy ...” haben wir in Ubungsserie
2 bewiesen. Dabei haben wir die Tatsache verwendet, dass die Wellengleichung unter
der Koordinatentransformation

(21, 22) == (t, ) := = (2 + ct,x — t)

N | —

in die Gleichung

Wayzy = 0

fiir eine Funktion w iiberfiihrt wird. (In Ubungsserie 2 wird die Variablentransformation
¢ = 1~ betrachtet.)

Das beweist den Satz 2.1l OJ

Bemerkung. Um die Implikation “u 16st =—> es gibt vy ...” zu beweisen,
nehmen wir an, dass u die Wellengleichung 16st und leiten daraus Bedingungen an
u her, die uns schliesslich auf die Formel fithren. Diese Implikation entspricht
also einer Herleitung der Losungsformel. Das ist analog zur Herleitung der Formeln
fiir die Produktlosungen der Wérmeleitungsgleichung. (Siehe Proposition
L9 in Abschnitt .4
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2.3 d’Alembertsche Formel fiir die Lésung der
riumlich 1-dimensionalen Wellengleichung

Wir fixieren zwei Funktionen ug, vy : R — R und betrachten die 1-dimensionale Wel-
lengleichung

Uy = CPUyy, Vr e R, t eR, (2.15)
zusammen mit den Anfangsbedingungen

u(t =0,2) = up(z), Ve e R (2.16)

u(t =0,2) = vo(x), Vo e R. (2.17)

Wir nennen die PDG (2.15]) zusammen mit den Bedingungen (2.16}2.17)) ein Anfangs-

wertproblem oder Cauchy-Problem. Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, be-
schreibt die PDG zum Beispiel ebene Druckwellen in einem Kristallgitter. In
diesem Beispiel legt die Anfangsbedingung die Spannungsverteilung (=Druck-
verteilung) zum Zeitpunkt ¢ = 0 fest. Die Anfangsbedingung legt die zeitliche
Ableitung des Drucks zum Zeitpunkt ¢t = 0 fest.

D’Alembertsche Formel

Das Anfangswertproblem (2.152.16}2.17)) hat eine eindeutige Losung, die durch die
d’Alembertsche Formel gegeben ist:

Satz 2.2 (Losung des Anfangswertproblems fiir die rdumlich 1-dimensionale Wellen-
gleichung, d’Alembertsche Formel). Wir nehmen an, dass ug zweimal stetig differen-
zierbar isf)| und dass vy stetig differenzierbar ist. Die folgenden Aussagen gelten:

(i) Die Funktion

o 1 z+ct
W SR, uftx) = T Tz ) /

5 + 2% vo(y)dy, (2.18)

—ct

ist zweimal stetig differenzierbar und lost das Anfangswertproblem fir die Wel-
lengleichung, (2.15)]2.16|2.17).

(ii) Diese Funktion ist die einzige zweimal stetig differenzierbare Lisung des Anfangs-
wertproblems.

Beweis: S. (6l

Dieser Satz ist nach Jean-Baptiste le Rond d’Alembert benannt, siche Abbildung [2.2]
Wir betrachten ein physikalisches System, das durch die eindimensionale Wellenglei-

6Das bedeutet, dass die zweiten partiellen Ableitungen von ug existieren und stetig sind.
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Abbildung 2.2: Jean-Baptiste le Rond d’Alembert, 1717-1783, franzoésischer Mathema-
tiker und Physiker.

chung beschrieben werden kann, zum Beispiel eine ebene Druckwelle oder elektroma-
gnetische Welle. Der Satz impliziert dann, dass die Zeitentwicklung des Systems
vollstandig durch die Anfangsbedingungen an die Funktion und ihre Zeitableitung fest-
gelegt wird. Mit Hilfe dieses Satzes erreichen wir also folgendes Ziel der Physik fiir
Phénomene, die als ebene Wellen beschrieben werden kénnen:

Ziel. Bestimme die zukiinftige Entwicklung eines physikalischen Systems in Abhdngigkeit
vom gegenwdrtigen Zustand des Systems.

Ein System, fiir welches die zukiinftige Entwicklung durch den gegenwirtigen Zustand
bestimmt wird, heisst deterministisch. Der Satz [2.2] liefert also eine deterministische
Beschreibung von ebenen Wellen.

Bemerkungen. e Fiir Wellen wird der gegenwértige Zustand durch die Funktion
zum Zeitpunkt ¢ = 0 und ihre Ableitung zum Zeitpunkt ¢ = 0 beschrieben.

e Das ist analog zum (eindimensionalen) Federschwinger, den wir in Analysis 2 be-
handelt haben. Dieser wird durch eine gewthnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung beschrieben. Der gegenwiirtige Zustand des Systems wird durch Aus-
lenkung des Federschwingers und seine Geschwindigkeit, also die Zeitableitung
seiner Auslenkung beschrieben. Damit ist seine Zeitentwicklung festgelegt. Dass
fiir Wellen und den Federschwinger der gegenwirtige Zustand durch analoge Da-
ten (eine Grosse und ihre Zeitableitung) beschrieben wird, ist plausibel, da unser
Modell fiir Druckwellen ein System von Teilchen in einem Kristallgitter ist, die
wir als gekoppelte Federschwinger (ohne Dampfung) auffassen konnen. (Siehe

Abschnitt [2.1])
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Beispiel. [Losung des Anfangswertproblems (AWP) fiir die 1-dimensionale Wellen-
gleichung, d’Alembertsche Formel] Wir betrachten das AWP

U = Uiy, (2.19)
u(t =0,2) = up(x) := sin(z), Vo € R, (2.20)
u(t = 0,2) = vo(z) := ccos(x), Vo e R. (2.21)

Gemdss Satz ist die eindeutige Losung dieses Problems gegeben durch

sin(x + ct) + sin(x — ct 1ot
u(t,z) = ( ) 5 ( ) + %/ ccos(y)dy
x—ct
sin(x 4+ ct) + sin(xz — ct 1 . y=a-+ct
= ( ) ( ) + —sin(y)
2 2 y:x—ct

= sin(z + ct).

Wir priifen nach, dass diese Funktion das AWP ([2.19} 2.21)) tatséchlich 16st: Geméss
der Kettenregel gilt
ug(t, r) = cos(x + ct)e, daher wy(t,z) = —sin(z + ct)c?,
uz(t,z) = cos(x 4+ ct) -1, daher 1w, (t,z)=—sin(z+ct)-1-1

und daher g (t, 2) = Cug,(t, ).
Also erfiillt u die Wellengleichung (2.19). Des Weiteren gilt
u(t =0,z) =sin(z + ¢ - 0) = sin(z), u(t = 0,2) = cos(z + c- 0)c = ccos(z).

Also erfiillt u auch die Anfangsbedingungen ([2.20}2.21).

Abhéangigkeitsgebiet und Einflussgebiet
Wir schreiben u fiir die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (2.15]2.16)/2.17)

fiir die rdumlich eindimensionale Wellengleichung. Sei ¢ > 0 und z € R. Wir definieren
das Abhdngigkeitsgebiet des Punktes (t,x) als die Menge aller Punkte z, sodass u(t, x)
vom Wert einer der beiden Anfangsbedingungen im Punkt x, m abhéngt.

Gemiiss Satz ist u durch die d’Alembertsche Formel (2.18) gegeben, also durch

ug(x + ct) + up(z — ct) N 1 /‘”Ct

u(t,z) = 5 % vo(y)dy.

r—ct

Die Funktion ug spielt dabei die Rolle der Anfangsbedingung fiir die Funktion « selbst.
Die Funktion vy spielt die Rolle der Anfangsbedingung an die Zeitableitung von u. Aus

d. h. von ug(zg) oder von vy(zg) (oder von beiden Werten)
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tA

(t,x)

X’ =x+c(t’-t) X’ =x-c(t’-t)

>
X-Ct X+Ct X

Abbildung 2.3: Griin: Abhéngigkeitsgebiet des blauen Punktes (¢, x), das Intervall [:1: —
ct,x + ct] .

der d’Alembertschen Formel folgt, dass der Wert der Funktion u an der Stelle (¢, z) von
der Anfangsbedingung ug in den Punkten x+ ¢t und x — ct sowie der Anfangsbedingung
vo auf dem Interval

[ — ct, x + ct]

abhéngt, nicht aber von den Werten von uy und vy ausserhalb dieses Intervalls. Das
Abhéngigkeitsgebiet von (¢, x) ist daher durch das folgende Intervall gegeben:

Abhéngigkeitsgebiet von (t,x) = [z —ct,x+ ct].
Siehe Abbildung 2.3]

Bemerkung. [Geometrische Interpretation des Abhéngigkeitsgebiets] Das Abhéngigkeitsgebiet
wird durch die unteren Endpunkte der roten und der violetten Strecke eingegrenzt wird,
wobei:

rote Strecke = Weg des blauen Punktes, wenn wir der Vorwértswelle in negativer
Zeitrichtung bis zum Zeitpunkt 0 folgen = Menge aller Punkte (¢, 2") der Form

(t',2"), wobei a'=x+c(t —t), 0<t <t

violette Strecke = Weg des blauen Punktes, wenn wir der Riickwartswelle in negativer
Zeitrichtung bis zum Zeitpunkt 0 folgen = Menge aller Punkte der Form

(t',2"), wobei o' =x—c({t —t), 0<t <t
Siehe Abbildung 2.3
Das Abhéngigkeitsgebiet eines Punktes (¢,z) gibt an, fiir welche Punkte xy die An-

fangsdaten in z, einen Einfluss auf die Losung der Wellengleichung im Punkt (¢, x)
haben. Wir stellen uns jetzt umgekehrt die folgende Frage:
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x’=a-ct’

a x-ct b X+ct

Abbildung 2.4: Oranges, sich nach oben unendlich ausdehnendes Trapez: Einflussgebiet
des braunen Intervalls [a,b]. Der blaue Punkt (¢,z) liegt in diesem Einflussgebiet.
Sein griines Abhéngigkeitsgebiet schneidet das braune Intervall [a,b]. Der schwarze
Punkt (¢,z) liegt nicht im Einflussgebiet des braunen Intervalls [a,b]. Sein griines
Abhéngigkeitsgebiet schneidet das braune Intervall [a, b] nicht.

Frage. Fir welche Punkte (t,x) in der Halbebene t > 0 beeinflussen die Anfangsdaten
auf einem festen Interval [a,b] die Lisung der Wellengleichung im Punkt (t,x)?

Diese Menge von Punkten heisst das Einflussgebiet des Intervalls [a, b]. Es enthélt einen
Punkt (¢,x) genau dann, wenn das Abhéngigkeitsgebiet von (¢, x) das Intervall [a, 0]
schneidet, also wenn [a: —ct,x + cﬂ N [a, b] nicht leer ist, das heisst

r+ct>a und z—ct <b.

Siehe Abbildung 2.4]

Daraus folgt, dass ein Signal, das zum Zeitpunkt ¢ty = 0 an einem Ort x, ausgesendet
wird, sich mit der Geschwindigkeit ¢ nach links und rechts ausbreitet. Diese Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit ist also endlich.

Wir betrachten jetzt den folgenden Fall.

Fall: Es gibt ein u,, € R, sodass die Anfangsdaten ug und vy die folgenden Bedingungen
erfiillen:

Uy = Uso auf R\ [a, 0], (2.22)
vo =0 auf R\ [a, b], (2.23)

b
/ vo(y)dy = 0. (2.24)

Bemerkungen. e Die Bedingungen (2.22][2.23)) entsprechen einem Anfangssignal,
das im Gebiet [a, b] lokalisiert ist.
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e Diese Bedingungen sind physikalisch sinnvoll. Siehe Bemerkung [2.4].

Wir fixieren einen Punkt z. Die Losung u des AWPs (12.15 2.17) nimmt in x nach
einer gewissen Zeit dann den konstanten Wert u., an. Um das zu prézisieren, definieren
wir

{x—a b—l‘}
t, := max , .
c c

Es gilt
u(t, ) = Ueo, Vit > t,. (2.25)

Sei ndmlich ¢ > t,. Dann ist ¢ > =%, d. h.

x —ct < a. (2.26)
Des Weiteren ist ¢ > b_Tz, d. h.
x+ct>b. (2.27)
Wir haben
uop(x + ct) + ug(z — ct 1ot
LR BT R W
T—ct

(geméss der d’Alembertschen Formel ((2.18]))

| Ueo F Uso n 1 [°
2 2¢ J,
—us  (wegen ([221)).

Das zeigt (2.25]), wie behauptet.

Die Menge aller Punkte (t,z), fiir welche ¢t > ¢,, bildet einen nach oben gedffneten
Winkel, siehe die Abbildung [2.5] In diesem Winkel nimmt u also den konstanten Wert
Ugo Al

vo(y)dy (wegen (12.2612.27)) und (2.22}2.23)))

Wir kénnen den hier betrachteten Fall wie folgt charakterisieren:

Proposition 2.3. Seiu € C*(R? R) die Lisung des Anfangswertproblems (2.15)2.16/{2.17)
und us € R. Die Bedingungen (2.2412.23)2.24)) sind genau dann erfillt, wenn es Funk-
tionen vy € C*(R,R) und Konstanten v gibt, sodass

u(t,z) = vp(x +ct) +v_(z — ct), Vi, x € R,
vy =08 auf R\ [a,b],

v+ 07 = U
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>ty

>
X

Abbildung 2.5: Griin: Menge aller Punkte (¢, z), fiir welche ¢ > t,, wobei wir = festhal-
ten. Blau: Menge aller Punkte (¢, z), fiir welche ¢ > t,. (Hier variiert auch z.) Auf der
blauen Menge nimmt « im betrachteten Fall den Wert u,, an.

Beweis: Die Implikation “<=" folgt aus direkten Rechnungen, wobei wir fiir (2.24)) den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung verwenden. Die Implikation “=—"
kann mit Hilfe von Satz 2.1] bewiesen werden. [J

Proposition besagt, dass u die Summe einer Riickwérts- und einer Vorwértswelle
ist, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Gebiet [a, b] lokalisiert ist. (Ausserhalb dieses Gebietes
ist die Welle konstant.) Die Bedingung t > t, besagt, dass diese beiden Wellen die
Stelle x passiert haben. Es ist daher anschaulich klar, dass u(t,x) = uy fiir t > ¢,.

Siehe Abbildung

Bemerkung 2.4. [physikalische Relevanz der Bedingungen an die Anfangsdaten, ebe-

ne Druckwelle] Die Bedingungen ([2.22[2.23|2.24)) fiir ug, vy sind physikalisch sinnvoll.
Um das zu sehen, betrachten wir die mechanische Spannung u = p einer ebenen Druck-

welle in einem Kristallgitter. (Siehe Abschnitt (2.1]).) Wir schreiben A(t, x) := a(t, x)

8Die hier abgebildete Funktion ug ist nicht stetig, da sie in den Punkten z = a und z = b
Spriinge aufweist. Die Funktion v ist daher nicht partiell differenzierbar. Die d’Alembertsche Formel
liefert trotzdem eine Funktion, die die Wellengleichung in einem schwachen Sinn 16st (im Sinne der
Distributionen). Das Wort schwach wird in diesem Kontext zum Beispiel im Buch [Eval0] definiert.
Die Theorie schwacher Losungen partieller Differentialgleichungen geht iiber den Rahmen unserer
Vorlesung hinaus.
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N /

t>t,

N/
N

Abbildung 2.6: IHlustration der Proposition . Wir nehmen an, dass die (zueinan-
der dquivalenten) Voraussetzungen dieser Proposition erfiillt sind. Die Funktionen u*
sind durch u*(t,z) = vi(x & ct) gegeben. u™ ist die Riickwirtswelle und u~ die
Vorwiértswelle. Im hier abgebildeten Fall sind v3* = 0 und s = v3° + 0> = 0. Fiir
t > t;, d. h. nachdem die Welle einen Punkt x passiert hat, ist u(t,z) = ue. Das
hier abgebildete u® entspricht dem Fall, dass ug(z) = 1 fiir € [a,b], up(z) = 0, fiir
x & [a,b], vo =0.

fiir die Auslenkung aus der Ruhelage eines Teilchens zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle z.
(Siehe (2.4).) Wir nehmen an, dass es Konstanten p.., vo, € R gibt, sodass

p(t=0,2) = peo fir jedes x € R\ [a, 0], (2.28)
At =0,2) = v fir jedes x € R\ [a, b]. (2.29)

Die Bedingung ([2.29)) bedeutet, dass sich die Teilchen zum Zeitpunkt ¢ = 0 ausserhalb
von [a,b] mit der gleichen Geschwindigkeit v, ﬂ bewegen. Durch einen geeigneten
Versuchsaufbau kénnen wir erreichen, dass die Bedingungen (2.28][2.29) erfiillt sind.

Wir betrachten die Anfangsfunktionen fiir u = p:
up :=p(t=0,), vo = p(t=0,-)

Wir zeigen, dass diese Funktionen die Bedingungen ([2.22)|2.23)12.24)) erfiillen. Geméss
(2.28) erfiillt ug die Bedingung ([2.22)) mit us 1= poo. Wir definieren die Konstante C'

%in die gleiche Richtung
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wie in . Gemiiss gilt p = C'A, und daher
pe(t =0,2) = CAL(0, 2)
= CA,(0,2) (wegen des Satzes von SchwarzED. (2.30)
Wegen folgt hieraus, dass
p(t=0,2) =0 fir jedes x € R\ [a, b].

Somit erfiillt fiir v = p die Anfangsfunktion vy := w,(t = 0,-) die Bedingung ([2.23]).
Aus (2.30)) folgt auch, dass

b b
[ w0ty = [ (40.0.5)dy
= C' (A+(0,b) — A¢(0,a)) (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

= C(veo — Vo) (geméss ([2.29))
= 0.

Somit erfiillt vy := p(t = 0, ) die Bedingung ([2.24). Die Bedingungen (2.22}|2.23]/2.24])

sind daher physikalisch sinnvoll.

Beweis der d’Alembertschen Formel

Beweis des Satzes ({): Dass die Funktion u (gegeben durch (2.18))) zweimal stetig
differenzierbar ist, folgt aus den Voraussetzungen, dass uy zweimal stetig differenzierbar
ist und dass vg stetig differenzierbar ist.

Wir iiberpriifen, dass u die Wellengleichung erfiillt: Mit Hilfe der Kettenregel
finden wir

Oyug(x + ct) = ug(z + ct)e
= OPug(z + ct) = uf (z + ct)c?,
Dptig(z + ct) = ug(x + ct)
= Qug(z + ct) = uf (z + ct),
also  OPug(z + ct) = E0up(x + ct). (2.31)
Eine analoge Rechnung zeigt, dass
OPug(z — ct) = (—c)?0?ug(x — ct). (2.32)

(Uberpriifen Sie das!) Wir fixieren einen Punkt = € R und definieren die Funktionen

[ R—=R, f(t) ==z + «t, Vo:R =R, Vo(z) == /Zvo(y)dy.
0
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Wir haben "y
/ vo(y)dy = Voo f(t), Vt.
0

Wir erhalten

x+ct
o / voly)dy
0

= (Voo f)'(t)
=Vy(f(t)f () (wegen der Kettenregel)

= wo(f(t))e
(wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung aus Analysis 1)
= vg(x + ct)c. (2.33)

Hieraus folgt mit Hilfe der Kettenregel, dass

z+ct
33/ vo(y)dy = vp(x + ct)c?. (2.34)
0

Aus einer analogen Rechnung folgt, dass

x+ct
o / vo(y)dy = vy(x + ct).
0

Durch Kombination mit (2.34]) erhalten wir

x+ct x+ct
% [ w3 [ wwdy (2.35)
0 0

Eine analoge Rechnung zeigt, dass

xr—ct x—ct
o [ iy = (0202 [ wlu)dy (2.36)
0 0
Wir haben
x+ct x+ct 0 x+ct xr—ct
[ wdr= [ wwdy s [ wwd= [ wtdy - [ ws
x—ct 0 x—ct 0 0
(2.37)

Indem wir ([2.31}2.32}2.35|12.36)) mit der Formel ({2.18]) fiir u kombinieren, erhalten wir

2
Ut = C Ugy-

(Uberpriifen Sie das!) Also erfiillt « die Wellengleichung (2.15)).
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Eine kurze Rechnung zeigt, dass u die Anfangsbedingung ([2.16)) erfiillt. (Rechnen Sie
das nach!) Wir zeigen, dass u (2.17), die Anfangsbedingung fiir die Zeitableitung,
erfiillt. Mittels der Kettenregel erhalten wir

_ug(z +c-0)c+uy(x —c-0)(—c)

1 x+ct xr—ct
Ou(t = 0,z) = 5 + 2—3t (/ vo(y)dy — / vo(y)dy>
c 0 0

(wegen (2.18)), der Kettenregel und (2.37)))
vo(z 4+ ¢-0)c —vg(x — ¢ - 0)(—c)

t=0

—0 + 5
c
(wegen (2.33) und einer analogen Rechnung fiir das zweite Integral)
=g ().

Also erfillt u die Anfangsbedingung (2.17) und damit das AWP fiir die Wellenglei-
chung, ([2.152.16]2.17)). Das beweist ().

(ii): Dass die Funktion (2.18) die einzige Losung des AWPs ([2.152.16]2.17)) ist, folgt
aus Satz indem wir mit Hilfe der Anfangsbedingungen die Funktionen vy in der

Formel
u(t,r) =vi(x +ct) +v_(z —ct)

bestimmen. Wir erhalten auf diese Weise die Formel (2.18)). Siche das Argument in
[DL, 2.2 The Cauchy problem and d’Alembert’s formula, S. 21-22]. Das beweist
und schliesst den Beweis des Satzes 2.2/ ab. O

2.4 Inhomogene lineare PDG, Prinzip von
Duhamel

Das Prinzip von Duhamel ist eine allgemeine Methode, um eine Lésung fiir eine inho-
mogene lineare Evolutionsgleichung zusammen mit homogenen Anfangsbedingungen
zu finden. Damit meinen wir eine PDG der Form

Ofu+ L(u) = f, (2.38)

wobei k € N und L nur Ableitungen nach den rdumlichen Variablen x1, ..., x, enthélt.
Die Losung ist ein Integral, in dem Losungen v der homogenen PDG

OFv+ L(v) =0

vorkommen, die bestimmte Anfangsbedingungen erfiillen. Wir wenden diese Methode
auf die Warmeleitungsgleichung und die Wellengleichung an.
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Bemerkungen. e Eine PDG der Form (12.38)) heisst Evolutionsgleichung, da sie

formal eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die Funktion ¢ — u(t,+) ist und
daher angibt, wie der Zeit-t-Zustand u(t,+) des betrachteten Systems evolviert,
d. h., sich zeitlich entwickelt.

Die Inhomogenitét f ist ein sogenannter Quellenterm (source term). In Anwen-
dungen spielt sie zum Beispiel die Rolle einer Energie- oder Stoffzufuhr oder einer
dusseren Kraft.

Sei n € N. Wir schreiben die Standardkoordinaten in R**! als t, 2 = (xl, e ,xn). Sei
L ein (linearer) Differentialoperator auf R"™! in dem keine Ableitungen nach der Zeit
vorkommen. Damit meinen wir eine Abbildung, die eine Funktion u auf einen Ausdruck

der folgenden Form abbildet{]

L(u)

( endliche Summe von Produkten der Form: )
Funktion von ¢, x mal u oder (héhere) rdumliche partielle Ableitung von u /

Beispiele. [Evolutionsgleichungen, physikalische Relevanz]

L =0,
L(u) :=e™7t9,,

k=1 L=-A= =", 02 (Laplace-Operator). Dann ist eine inho-
mogene Warmeleitungsgleichung. Diese Gleichung beschreibt zum Beispiel die
zeitliche Temperaturentwicklung in einem Gebiet, indem geheizt (oder gekiihlt)
wird. Die Inhomogenitidt (= Quellenterm) f beschreibt dann die durch Heizen
zugefithrte Energie pro Volumen und Zeit. Die PDG beschreibt auch Diffu-
sion einer Stoffmenge bei gleichzeitiger externer Stoffzufuhr. Die Inhomogenitét

f beschreibt dann die externe Zufuhr.

k=2, L =—A.In diesem Fall ist eine inhomogene Version der Wellen-
gleichung. Diese Gleichung beschreibt zum Beispiel Schwingungen einer Saite,
die durch eine dussere Kraft angetrieben wird. Die Inhomogenitidt (= Quellen-
term) f beschreibt dann die Kraft pro Liange. Die PDG beschreibt auch die
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Medium, das Ladungen und
Strome enthélt. Die Inhomogenitit f enthédlt dann Ableitungen der Ladungen
und Strome.

HMit einer (hoheren) rdumlichen partiellen Ableitung meinen wir eine (héhere) partielle Ableitung
nach den Variablen x1,...,x,.
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Sei k£ € N und f eine stetige Funktion von ¢t > 0 und x € R"™. Wir betrachten die
inhomogene PDG mit homogenen Anfangsbedingungen

OFu+ L(u) = f, (2.39)
u(t=0,2) = Pu(t =0,2) =0, (2.40)
OF u(t=0,2)=0 Vo eR" (2.41)

(Die 0-te Zeitableitung von u, &u, ist die Funktion u selber.) Wir schreiben

‘= max {k:, Ordnung von L}
Satz 2.5 (Prinzip von Duhamel). Sei v eine ¢ mal stetig differenzierbare Funktion von
$>0,t>0 und x € R", sodass fir jedes s € [0,00) die Funktion u := v(s,e,*) H die

homogene PDG
OFu+ L(u) =0, (2.42)

die homogenen Anfangsbedingungen

u(t = s,z) = Ou(t = s,+) =0, (2.43)

OF2u(t = s,+) =0, (2.44)
und die inhomogene Anfangsbedingung
O tult =s,2) = f(s,°), (2.45)
lost. Dann l6st die Funktion
t
u:[0,00) x R" — R, u(t, x) ::/ v(s,t,x)ds (2.46)
0
die inhomogene PDG ([2.39)) und die homogenen Anfangsbedingungen . 2.41).

Beweis: p. [64}
Dieser Satz ist nach Jean-Marie Duhamel benannt, siche Abbildung [2.7]

12Die Ordnung von L ist die Ordnung der hochsten partiellen Ableitungen, die L nimmt. Zum
Beispiel ist die Ordnung des Laplace-Operators L := A gleich 2.
13Damit meinen wir die Funktion u(t, r) := v(s, ¢, ).
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Abbildung 2.7: Jean-Marie Duhamel, 1797-1872, franzosischer Mathematiker und Phy-
siker.

Bemerkung. Das Prinzip von Duhamel reduziert eine inhomogene PDG mit homoge-
nen Anfangsbedingungen auf die entsprechende homogene PDG mit homogenen und in-
homogenen Anfangsbedingungen. Das neue AWP ist oft einfacher zu losen. Ein Problem
auf ein anderes zu reduzieren, das einfacher losbar ist, ist eine wichtige mathematische
Strategie.

Bemerkungen 2.6. [Zeitverschiebung]

e Sei L ein Differentialoperator, dessen Koeffizientenfunktionen in der Zeit ¢ kon-
stant sind. Sei g : R” — R, w : [0,00) x R" — R eine Losung des AWPs (mit

U= w)
Ofu+ L(u) =0, (2.47)
Ou(t =0,+) =0, (2.48)
OF2u(t =0,+) =0, (2.49)
OFu(t=0,") =g. (2.50)
Sei s € R. Dann 16st die Funktion
u:=w:[s,00) x R" = R, w(t,z) =w(t—s,z)

das AWP (2.42/[2.43]. .. [2.4412.45)) mit f(s,+) := g. (Uberpriifen Sie das!)

e Das bedeutet, dass die zeitverschobene Funktion w das zeitverschobene AWP
16st.
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Beispiel 2.7. [Duhamel-Prinzip fiir inhomogene Wirmeleitungsgleichung] Wir be-
trachten die inhomogene Wiarmeleitungsgleichung in einer rdumlichen Dimension

(ur — uge) (8, 2) = sin(x), Vit € [0,00), z € R, (2.51)
zusammen mit der homogenen Anfangsbedingung
u(t =0,+) = 0. (2.52)

Hier ist
n=1, k=1, L=-0 f(t,r)=sin(v).

Wir definieren

w:R? > R, w(t,z) := e tsin(x),
v:R3 5 R, v(s,t, x) ::w(t—s,x).

Wie wir gesehen haben@, 16st u := w die homogene Wirmeleitungsgleichung
Uty — Ugy = 07

d. h. (2.47). Trivialerweise erfiillt u := w auch die homogenen Anfangsbedingungen
(2.48,,. . - da es diese im Fall £k = 1 nicht gibt, da dann £ — 2 = —1 < 0. Des
Weiteren erfiillt v := w die inhomogene Anfangsbedingung

u(t = 0,+) = sin,

d. h. - mit g := sin. Geméss Bemerkung [2 lést die zeitverschobene Funktion

w = v(s,*) deshalb das AWP (2.422.43].. j 2.45) mit f(t,) := g := sin. Wir

konnen also das Prinzip von Duhamel (Satz [2. anwenden. Wir definieren

u(t,z) = /t (s,t,x)ds

= / SlIl
0

_st‘

e o sin(r)
= (1 —e™") sin(x).

Geméss dem Prinzip von Duhamel 16st diese Funktion die inhomogene PDG ([2.39)),

d. h.(2.51)) und die homogenen Anfangsbedingungen (2.40}. . . , d. h.(2.52)) . (Uberpriifen

Sie das auch mittels einer direkten Rechnung!)

4Giche (1.36]).
15Da k = 1, gibt es nur eine Anfangsbedingung.
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Beispiel. [Duhamel-Prinzip fiir inhomogene Wellengleichung] Wir betrachten die in-
homogene Wellengleichung in einer rdumlichen Dimension

(uy — uae) (t, 2) = g(x) := cos(x), Vt € [0,00), x € R, (2.53)
zusammen mit den homogenen Anfangsbedingungen

u(t =0, =0, (2.54)
w(t=0,+) = 0. (2.55)

Hier ist
n=1 k=2 L=-02 f(tz)=cos(x).

Wir definieren

w R R, wit,z) = sin(x + t) g sin(x — 15)7

v:R3 5 R, v(s,t, x) ::w(t—s,x).

Gemiiss Satz [2.2]16st v := w das AWP fiir die Wellengleichung

Hu—0u=0  d h ([2.47),
u(t=0,=0  d h @248... a9
Owu(t = 0,+) = cos d. h. (2.50).

(Das folgt auch aus direkten Rechnungen.) Geméss Bemerkung erfiillt die zeit-

verschobene Funktion w = w(s,+,+) deshalb das AWP ([2.422.43]. .. ]2.44[2.45)) mit
f(t,+) := cos. Wir konnen also das Prinzip von Duhamel (Satz anwenden. Wir

definieren

u(t,z) = /Otv(s,t,x)ds

_ [Tsin(z+t—s)—sin(x —t+ )
_ /0 .
cos(x +t—s)+cos(z —t+s)
2 s=0
cos(x +t) + cos(x — t)
2

ds

t

= cos(z) —

Gemiss dem Prinzip von Duhamel 16st diese Funktion die inhomogene PDG ([2.39)),

d. h.(2.53) und die homogenen Anfangsbedingungen (2.40}... 2.41]), d. h.(2.54}2.55).
(Uberpriifen Sie das auch mittels direkter Rechnungen!)
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Beweis des Satzes (Prinzip von Duhamel): Wir zeigen, dass der Satz im Fall
k = 2 gilt. Dazu zeigen wir, dass die Funktion u die inhomogene PDG ({2.39)) 16st. Wir
definieren die Funktion

w:R? -5 R, w(o,T) == / v(s, T, x)ds. (2.56)
0
Geméss (4.24) haben wir
¢
u(t,z) = / v(s,t,z)ds = w(t,t), vt > 0.
0

Gemiss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fiir die Ableitung
von w nach der ersten Variablen o

wy(o,7) =v(o, T, 1). (2.57)

Gemiss dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenﬂ diirfen wir in ([2.56))
unter dem Integral nach der zweiten Variablen 7 ableiten. Damit erhalten wir

w,(o,7) = / v (s, 7, x)ds (2.58)
0
Wir haben
u(t, x) = wy(t,t) + w,(t,1) (wegen der Kettenregel)
t
=w(t,t,x) +/ v (s, t,x)ds (wegen ([2.57)12.58))) (2.59)
0

t
= / v (s, t,x)ds (wegen der homogenen Anfangsbedingung ([2.43).
0
(2.60)

Indem wir nochmals nach t ableiten, erhalten wir mittels einer zu (2.59) analogen
Rechnung

ug(t, x) =v(t,t, ) —l—/o v(s, t, x)ds
=f(t,z) —/0 (L(v(s,=+))) (t,x)ds (wegen ([2.42)))

=f(t,z) — (L </0tv(s,-,-)ds>) (t,x)

(weil L gemiss Voraussetzung linear ist und keine Ableitungen nach t enthélt)
=f(t,z) — L(u) (wegen (4.24)).

1"Dieser Satz gehort zur sogenannten Masstheorie.
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Also gilt
O2u+ L(u) = f,

d. h., u 16st die inhomogene PDG ([2.39). Des Weiteren gilt

0
u(t=0,z) = / v(s,t,z)ds =0,
0
u(t =0,2) =0 (wegen (2.60))).
Daher erfiillt u die homogenen Anfangsbedingungen (2.40}2.41)). Das beweist den Satz

im Fall £ = 2. In der allgemeinen Situation folgt der Satz aus einem &hnlichen
Argument, wobei wir vollstéindige (mathematische) Induktion nach k verwenden. [J

Bemerkung. [heuristischer Grund fiir das Prinzip von Duhamel] Intuitiv folgt das
Prinzip von Duhamel aus Superposition. Um das zu verstehen, betrachten wir als
Beispiel das AWP fiir die inhomogene Warmeleitungsgleichung in einer réumlichen
Dimension,

u(t =0,+) = 0. (2.62)

(Im Fall f(¢,+) := sin haben wir dieses AWP in Beispiel [2.7| gelost.) Sei v eine Funktion
von s > 0,1 > 0,2 € R, sodass fiir jedes s € [0, 00) die Funktion

u:=v(s,e*)

das AWP Uy — Uy = 0, (2.63)
u(t=s,+) = f(s,*) (2.64)
16st. Um heuristisch zu zeigen, dass die Funktion (4.24) das AWP

ut_umx:fa

u(t =0, ) =0
16st, fixieren wir m € N und ¢ € N. Wir definieren

ti = %,

fr= £ 0,00) x R 5 R, filt, ) = Xjo_yan) (D (E, 7). (2.65)

¥Der Ausdruck (L(v(s,++))) (t,z) ist die Funktion L(v(s,,+)) an der Stelle (t,x). Wir wenden
hier L auf die Funktion v(s,-,) der Variablen ¢,z an.
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(xa := charakteristische Funktion der Menge A.) Wir definieren

w; =u™ :[0,00) x R — R,

0, falls t < #;_, (2.66)
wi(t,z) == (t—tic1) f(ti, @), fallst;y <t <ty (2.67)
1\Ys . 'U(tl', t, ,fC)
. falls t; < t. (2.68)
m

Wir nehmen nun an, dass m gross ist. Dann 16st v := u; die PDG

néherungsweise (auf [0, 00) x R). Gemiss gilt ndmlich f;(¢,+) = 0 fiir t € [0,¢;_1).
Gemadss 16st u; die PDG daher fiir ¢ € [0,¢;_1). Sei jetzt ¢t € (t;-1,1;). Da
m gross ist, ist %, also die Zeitspanne zwischen ¢;_; und t;, klein. Gemaéss ist
daher (u;).(t,+) klein und darum

((wi)e = (wi)za) (,0) = (ui)e(t, )
= f(t;,*) (geméss )
~ fi(t,*) (dat~t;).

Also 16st u; die PDG (2.69) néherungsweise fiir ¢ € (t;_1,1;). Geméss 16st
u; die PDG fiir t € (t;,00). Geméss (2.662.67)) ist u; bei t = t;_; stetig. Daher
16st diese Funktion die PDG bei t = t,_; in einem schwachen Sinn.ﬁ Geméiss
ist u; bei t = t; stetig. Sie 16st die PDG daher bei t = ¢; in einem

schwachen Sinn. Also 16st u; diese PDG ndherungsweise iiberall, wie behauptet.

Gemaiss ([2.65)) gilt
F=Y f

1€EN

Wegen des Superpositionsprinzipﬂ 16st

u™ = Z ugm)

YDas Wort schwach wird in diesem Kontext zum Beispiel im Buch [Eval(] definiert. Die Theo-
rie schwacher Losungen partieller Differentialgleichungen geht iiber den Rahmen unserer Vorlesung
hinaus.

20Wir verwenden hier eine Version des Superpositionsprinzips fiir eine inhomogene lineare PDG.
Dieses besagt, dass fiir solche PDG jede Linearkombination von Losungen der PDG mit rechten Seiten
gegeben durch f;, die PDG mit rechter Seite gegeben durch die entsprechende Linearkombination der
fi lost.
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daher die PDG 1_' n'aherungsweise Wegen ([2.66)) 16st sie auch die Anfangsbedin-

gung . Aus - folgt, dass

u(m)%/v(s,t,x)ds fir m— oo, Vi, .
0

Da u(™ das AWP ({2.61}J2.62)) niherungsweise 16st, folgt daraus heuristisch, dass u(t, z) :=
fo s,t,z)ds dieses AWP 16st. Fiir mehr Details zu diesem heuristischen Argument
siehe [Ch022, 7.8.1. An Intuitive and Physical Explanation of Duhamel’s Principle for
Heat Flow with a Source, p. 303].






Kapitel 3

Fouriertheorie fiir periodische
Funktionen

In diesem Kapitel werden wir eine wichtige Methode zur Losung von PDG kennen-
lernen, die Fourierreihenentwicklung. Mit Hilfe dieser Entwicklung kénnen wir jede
2m-periodische stetig differenzierbare Funktion f : R — C als die folgende unendliche
Summe schreiben:

fla)y=>" fue™. (3.1)

k=—o0

Die rechte Seite in dieser Formel heisst die Fourierreihe von f. Dabei ist ﬁ der k-te
Fourierkoeffizient von f, welcher definiert ist als die komplexe Zahl

. 1 o —ikx
fr: /0 f(x)e ™.

" or

Als Anwendung der Fourierreihenentwicklung kénnen wir gewisse PDG als Systeme
gewdhnlicher DG umschreiben. Wir werden das Beispiel der Warmeleitungsgleichung
in einer rdumlichen Dimension,

o = Au = 0%u

behandeln. Wir konnen diese Gleichung als das folgende System gewohnlicher DG
umschreiben:

d

dt
Dabei haben wir die folgende grundlegende Eigenschaft der Fourierkoeffizienten aus-
genutzt, die wir herleiten werden:

u(t,+), = —k*u(t,-),, Vk € Z. (3.2)

69
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Bedingung (3.2)) ist ein unendliches System gewohnlicher DG fiir die Funktionen fi(t) :=

u(t,+),, k € Z. Wir werden die Wiarmeleitungsgleichung fiir eine rdumlich periodische
Funktion mit vorgegebener Anfangsbedingung lésen, indem wir dieses System léser([']
und die Losung in die Fourierreihenentwicklung (3.1)) einfiillen.

Die Fourierreihenentwicklung spielt auch eine Schliisselrolle bei der Beschreibung von
Wellen und Schwingungen.

3.1 Periodische, stiickweise stetige Funktionen,
Fourierkoeffizienten

Die Fourierkoeffizienten und die Fourierreihe sind fiir periodische stiickweise stetige
Funktionen definiert. Um diese Begriffe zu definieren, fixieren wir eine positive reelle
Zahl P.

Definition 3.1 (Periodizitét). Wir nennen eine Funktion f : R — C P-periodisch
g. d. w. gilt, dass

flz+ P) = f(x), Vo € R.

Wir schreiben

wi=—. (3.3)
Beispiele 3.2. [periodische Funktionen] Die Funktionen
elner , cos(nwe), sin(nwe), nel:.= { ., —2,-1,0,1,2,... },
sind P-periodisch. (Uberpriifen Sie das!) Siche Abbildungen , und fiir ei-

nige dieser Funktionen. Insbesondere erhalten wir mit P = 27 und n = 1, dass die
Funktionen e, cos und sin 2m-periodisch sind.

RN DN

-7 m 2m
-1
Abbildung 3.1: Die 27-periodische Funktion cos.

"'Was ist die Losung?
2Damit meinen wir die Funktion f : R — C, f(z) := e,
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N JZEIRN
N N

Abbildung 3.2: Die 27-periodische Funktion sin.

ANIVANNY/\NVANVA

Abbildung 3.3: Die 2w-periodische Funktion cos(2+), also f(z) := cos(2z). Diese Funk-
tion ist auch m-periodisch.

Bemerkung. [Periode, Kreisfrequenz] In Anwendungen beschreibt die Funktion e
eine Schwingung mit kleinster Periode % und Kreisfrequenz (oder Winkelfrequenz) nw.
Im Fall n = 1 ist also P die kleinste Periode und w die Kreisfrequenz der Schwingung.

Die periodische Fortsetzung einer Funktion, die auf einem Intervall definiert ist, ist
periodisch. Das liefert viele Beispiele periodischer Funktionen. Seia < bund f : [a,b) —
C. Wir schreiben

P:=b—a.

Definition 3.3 (periodische Fortsetzung). Wir definieren die periodische Fortsetzung
von f als die Funktion f: R — C gegeben durch

f(z) := f(x — jP) firz € [a+jP,a+ (j +1)P), j € Z.

Bemerkungen. e Die periodische Fortsetzung f setzt die Funktion ]?fort, d. h,,
sie stimmt mit f auf dem Intervall [a, b) iiberein.

e Die Funktion f ist P-periodisch. (Uberpriifen Sie das!)

Beispiele 3.4. [periodisch fortgesetzte Funktionen]

(i) Wir definieren die Funktion

_ pp B —1, falls —§<$<O,
f{ 22)%R fl@):=¢ 1, fallsO<z<Z, (3.4)
0, sonst.
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e
—_

I

-3T/2 -T -T/2 0 T/2

Abbildung 3.4: Die Funktion fund ihre periodische Fortsetzung f.

R
—_

-3T/2 -T -T2 0 T/2 T

>

Abbildung 3.5: Die Funktion fund ihre periodische Fortsetzung f.

Die periodische Fortsetzung f dieser Funktion heisst Rechteckschwingung (oder
Rechtecksignal). Diese Funktion ist P-periodisch. Siehe die Abbildung [3.4]

(ii) Wir definieren die Funktion
~ P P ~ _r i
7. [_5’5 { r, falls —5 <x<3, (3.5)

> — R, fx) = 0, fallsx = —

ok

Die periodische Fortsetzung f dieser Funktion heisst Sdgezahnschwingung (oder
Kippschwingung). Diese Funktion ist P-periodisch. Siehe die Abbildung .

Die Fourierkoeffizienten kénnen fiir stiickweise stetige Funktionen definiert werden.
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L

f,

e —
fo

Abbildung 3.6: Die stiickweise stetige Funktion fund die Funktionen fy, fi.

Definition 3.5 (stiickweise Stetigkeit). Seien a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — C
eine Funktion. Wir nennen f stiickweise stetig ¢g. d. w. es eine natirliche Zahl m,
reelle Zahlen a < a; < ... < ay-1 < b und stetige Funktionen f; : |a;—1,a;] — C,
i=1,...,m, gibt, sodass f = f; auf dem offenen Intervall (a;_1,a;). Dabei definieren
wir ag := a und a,, ;= b.

Sei jetzt I ein allgemeines Inte'rvalﬂ Wir nennen eine Funktion I — C stiickweise
stetig g. d. w. thre Einschrinkung auf jedes abgeschlossene Teilintervall [a, b] stiickweise
stetig st.

Bemerkung. Jede stetige Funktion ist stiickweise stetig.

Beispiele 3.6. [(nicht) stiickweise stetige Funktion]

(i) Die Funktionen aus den Beispielen |3.2{ und sind stiickweise stetig. Betrachten
wir zum Beispiel a := —g, b .= % und die Funktion f aus . Diese Funktion
ist stiickweise stetig, da sie die Bedingung der Definition [3.5] erfiillt mit

m =2, ag::():—g, ay =0, as :=b= %,

fO: |:_§70} _>R7 fO('I) = _17 fl: [ng} _>]Ra fl('r> =1

Pid
2

Siehe Abbildung m Da fstiickweise stetig ist, gilt dasselbe fiir ihre P-periodische
Fortsetzung f.

3] kann also offen oder halb-offen und beschrinkt oder unbeschrankt, zum Beispiel gleich R, sein.
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(ii) Wir definieren die Funktion

1
FRSR, fla) =4 7 falls = #£ 0,
0, sonst.

Diese Funktion ist nicht stiickweise stetig. (Warum?)

Wir konnen jetzt die Fourierkoeffizienten definieren. Sei f : R — C eine P-periodische
stiickweise stetige Funktion und k € Z.

Definition 3.7 (Fourierkoeffizient). Wir definieren den k-ten Fourierkoeflizienten von
f als die komplexe Zahl

fr = %/0 f(x)e ™ dz. (3.6)

(Hierbei ist w wie in ({3.3) definiert.)

Bemerkungen. [Fourierkoeffizient]

e Da f stiickweise stetig ist, gilt dasselbe fiir die Funktion g(z) := f(z)e~%***. Das

Integral (3.6]) ist daher wohldefiniert, d. h. sinnvoll. Das ist der Grund dafiir, dass
wir voraussetzen, dass f stiickweise stetig ist.

Im Allgemeinen ist das Integral (3.6)) nicht wohldefiniert, wenn f nicht stiickweise
stetig ist. Ein Beispiel dafiir ist die periodische Fortsetzung f der Funktion

F:(0,1] =R, flz) = i

Die Funktion f ist nicht stiickweise stetig. (Vergleiche mit Beispiel ) In
diesem Fall ist das Integral (3.6 fiir kein & wohldefiniert (als eine komplexe
Zahl). Zum Beispiel haben wir fiir £ = 0

1
~ 1
fi= [ e
O l‘

was nicht wohldefiniert ist als ein eigentliches Integral. Der Ausdruck ist wohlde-
finiert als ein uneigentliches Integral. Er hat als solches den Wert oo, also keinen

endlichen Wert [

“Das uneigentliche Integral ist definiert als der uneigentliche Grenzwert lim,jo fal %dm =

limgo log x|_i:a = limgyo (log1 —loga) = —(—o0) = oco.
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e Sei a € R. Dann gilt fiir jede P-periodische stiickweise stetige Funktion g, dass

/0 " (e — / " o).

(Warum?) Daraus folgt, dass ﬁ gegeben ist durch
Y 1 a+P ]
Je = F/a f(z)e *rdy,

Wir diirfen also das Integrationsgebiet mit a verschieben.

Beispiele 3.8. [Fourierkoeffizienten]

(i) Seien n,k € Z. Wir berechnen den k-ten Fourierkoeffizienten der imagindren
Exponentialfunktion

f(z) = e™®,
Fall n # k: Geméss Definition |3.7] gilt

~ 1 ¥ ,
fk :_/ eznwwe—zkwxdx

P Jo
IR
:ﬁ/o 6z(n—k)wmdx
1

— ez(n—k‘)wx

Pi(n — k)w
. (ei(n—k)wP

=0
i ei(n—k)wO)
=...- (ei("_k)% — eo> (wegen (3.3)
=...-(1-1)

(Euler: e*™ = cos(2mm) + i sin(27wm) = cos(0) + isin(0) = 1, Vm € Z)
=0.

Hier haben wir verwendet, dass Kosinus und Sinus 27-periodisch sind.
Fall n = k: Es gilt

- 1 [P .
fn — / eznwze—znwxdx

P

1 P
=— | 1d
P/O v
P

P
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Wir definieren f : R — C als die Rechteckschwingung mit P = 27, also als die
2m-periodische Fortsetzung der Funktion

—1, falls —7 <z <0,
fil-mm) — R, flz): =< 1, fallsO<z<m,
0, sonst.

(Die Funktion f haben wir schon im Beispiel betrachtet. Siehe die Abbil-
dung|3.4]) Diese Funktion hat als Fourierkoeffizienten

~ 1 0 , L
- -1 71-0-xd 1 71-0-xd =0
fo o </_7r( Je x —|—/0 e x)

und fiir jedes k # 0:

N 1 0 —ikx " —ikx
T =5 </_W(—1)e dx —|—/0 le dx)

=m (=™ et ™)

_L . —ik(—) —ikm

=5 (( 1+e )+ (e 1))

C2(=14+(=1)F) i

B 2rk '
(Eulersche Formel: ™™ = cos(mm) + isin(mm) = (—1)™ + 0i, Vm € Z)
{ 0, falls k& gerade ist,

9
——Z, falls k ungerade ist.
7k

Bemerkung: Es gilt ﬁk = —ﬁ. Das stimmt mit der Bemerkung unten
iiberein, da die Funktion f ungerade ist.

Wir definieren f : R — C als die Sédgezahnschwingung mit P = 27, also als die
2m-periodische Fortsetzung der Funktion

~ ~ x, falls —7m <2 <m,
fil=mm) =R, )= { 0, falls z = —m.

(Die Funktion f haben wir schon in im Beispiel betrachtet. Siehe die
Abbildung [3.5]) Diese Funktion hat als Fourierkoeffizienten

~ 1 m
foz—/ xdr =0
2T

—T
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und fiir jedes k # 0:
—~ 1 g )
fr = —/ ze ke dy
2m

—T

—1 —ikx|T " —ikx
= orik <xe - _/ ¢ dm)

Bemerkung: Es gilt f_k = —ﬁ. Das stimmt mit der Bemerkung unten
iiberein, da die Funktion f ungerade ist.

Wenn eine Funktion eine gewisse Symmetrie aufweist, ndmlich gerade oder ungerade
ist, dann weist die Folge ihrer Fourierkoeffizienten diesselbe Symmetrie auf. Um das zu
erkldren, wiederholen wir aus dem Gymnasium: Wir nennen eine Funktion f: R — C
gerade g. d. w.

f(—z) = f(x), Vz € R.

Das bedeutet, dass der Graph von f achsensymmetrisch zur y-Achse ist.ﬂ Ein Beispiel
einer geraden Funktion ist der Kosinus. (Uberzeugen Sie sich davon durch Zeichnen!)

Wir nennen f ungerade g. d. w.
f(=2)=—f(z), VeeR

Das bedeutet, dass der Graph von f punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung
istﬁ Ein Beispiel einer ungeraden Funktion ist der Sinus. Fiir weitere Beispiele siehe

die Abbildungen und 3.5

Bemerkung 3.9. [Fourierkoeffizienten einer (un-)geraden Funktion] Indem wir x =
—y auf der rechten Seite von ((3.6) einfiillen, erhalten wir

P
1 (% ,
e=5 [  fl=ye T vdy,

Daraus folgt fiir jede P-periodische stiickweise stetige Funktion f:

5D. h. , der Graph bleibt gleich, wenn wir ihn an der y-Achse spiegeln.
5D. h. , der Graph bleibt gleich, wenn wir ihn am Koordinatenursprung spiegeln.
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e Falls f gerade ist, dann ist die Folgd'| ihrer Fourierkoeffizienten gerade, d. h.
fov=1Jn VkeLZ (3.7)

e Falls f ungerade ist, dann ist die Folge ihrer Fourierkoeffizienten ungerade

fr=—f, VEkeZ. (3.8)

(Uberpriifen Sie das!)

3.2 Fourierreihenentwicklung

In diesem Abschnitt behandeln wir die Fourierreihe einer periodischen stiickweise ste-
tigen Funktion f. Das ist die Folge

N
E fk ezkw- )
k=—N NeNg

Unter geeigneten Bedingungen konvergiert diese Folge punktweise gegen f. Das bedeu-
tet, dass

Z ﬁeikwx _ f(l'),
k=—0o0

also, dass die Fourierreihe die Funktion f darstellt.

Erinnerung an Analysis 1: Folgen und Reihen

Um Fourierreihe zu definieren, erinnern wir uns an die Begriffe Folge und Reihe aus
Analysis 1. Eine Folge ist informell eine unendliche Liste von mathematischen Objekten
ag, ay, as, . . .. Oft sind die Objekte Zahlen. Die folgende Definition prézisiert diese Idee.
Wir schreiben

No:=1{0,1,2,...}

fiir die Menge der natiirlichen Zahlen inklusive 0.

Definition 3.10 (Folge). Fine komplexe Zahlenfolge (oder kurz Folge) ist eine Funk-
tion
a: NQ — C.

Wir schreiben a,, := a(n) und

(an) = (an)nen, = a-

"Wir brauchen hier das Wort Folge in einer etwas allgemeineren Bedeutung als vorher, da der
Folgenindex k hier auch negative Werte annehmen darf.
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Beispiele. [Folge]

o (an)neny = (N)neng, also ag =0, a1 =1, a2 =2,. ..
e Sei z € C. Die geometrische Folge mit dem Quotienten z ist gegeben durch

(a/n)TLGNo == (Zn)TLGNO .

Fiir z = % ist diese Folge zum Beispiel gegeben durch

1 1 1 1 1 1
(a'n)nENo: 2_n nGNO, aISO ao:@:17a1:_:§’a’2:_217"'

Informell sagen wir, dass eine Folge gegen eine komplexe Zahl A konvergiert, falls ihre
Glieder sich A immer mehr néhern, wenn n grosser wird. In diesem Fall nennen wir
A den Grenzwert (oder Limes) der Folge. In Analysis 1 wurde dieser Begriff prizise
definiert.

Wie Sie in Analysis 1 gehort haben, ist eine Reihe intuitiv gesprochen eine unendliche
Summe, wie zum Beispiel

1 1 1 1

T R 3.9

1 Tatats T (3.9)
Wir werden diesen Begriff jetzt préizisieren, indem wir eine unendliche Summe als den
Grenzwert ihrer partiellen Summen %, % + %, % + % + }l, ... definieren. Sei (ay)ken, €ine

Folge (komplexer Zahlen).

Definition 3.11 (Teilsumme, Reihe und Grenzwert davon). Fir jedes n € Ny definie-
ren wir die n-te Teilsumme (oder Partialsumme) der Folge (ay)gen, als die Summe

n
Sn::E ak:a0+"'+an-
k=0

Wir definieren die zu (ag)ren, gehorende Reihe (oder Folge der Partialsummen) als
die Folge

(Sn)néNo .

Fualls diese Folge konvergiert, dann definieren wir

Cl0+@1+---3:z@k (3.10)
k=0

= lm(s,, ) nen,

n
= lim E ag.
n—0o0
k=0
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Bemerkungen 3.12. [Reihe]

e Das im Ausdruck )_,- , auftretende Symbol oo hat keine selbstdndige mathema-
tische Bedeutung. Der Grund, dieses Symbol zu verwenden, ist, dass wir intuitiv
gesprochen unendlich lange zusammenzéahlen, d. h., wir summieren {iber alle In-
dizes 0 < k < 00. Achtung: Der Index k£ nimmt den Wert oo nicht an, weil oo
keine natiirliche Zahl ist.

e Der Grenzwert (3.10)) wird oft die Summe der Reihe genannt. Das ist eine ungliickliche
Wortwahl, da es sich stattdessen um den Grenzwert der Reihe handelt, nicht um
die Summe der Reihe im obigen Sinn. (Reihe = Folge der Teilsummen)

e In einigen Biichern wird das Wort “Reihe” nicht prézise definiert. Es wird dort fiir
den intuitiven Begriff einer unendlichen Summe gebraucht. Eine solche “Reihe”
wird dort mit “Y">° a;” notiert. In dieser Vorlesung verwenden wir den Ausdruck
“Sre o ar” stattdessen fir den Grenzwert der zur Folge (a)gen, gehorenden Rei-
he. (Siehe die obige Definition [3.11])

Beispiel. [geometrische Reihe] Sei z € C eine Zahl. Die geometrische Reihe mit Quo-
tient z ist die zur Folge (2%)ien, gehorende Reihe. Diese Reihe ist durch die Folge
(> o z’“)neNO gegeben, d. h. durch

1, 142z 14z4 2%

Wie Sie in Analysis 1 gesehen haben, konvergiert diese Reihe im Fall |z| < 1 ﬁ gegen

1
—, d. h.
> 1
k _
Zz_l—z'
k=0
Insbesondere haben wir also
1 1 1 =1 1
S e E——— — = = 2.
1ttt ;2’6 1-3

Wir haben somit der unendlichen Summe ({3.9)) eine prizise Bedeutung verliehen und
die Summe berechnet.

8Der Absolutbetrag |z| der komplexen Zahl z = x + iy ist gegeben durch |z| = /22 + y2.
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Fourierreihe, stiickweise stetige Differenzierbarkeit,
Fourierreihenentwicklung, Anwendung auf die Berechnung
von 7

Auf Definition aufbauend fiithren wir jetzt den Begriff der Fourierreihe einer Funk-
tion ein. Sei P > 0 eine reelle Zahl und f : R — C eine P-periodische stiickweise stetige
Funktion.

Definition 3.13 (Fourierreihe). Fir jedes N € Ny definieren wir die N-te Fourier-
teilsumme von f als die Funktion

N
sl iR —C, sho(z) = Z Fre™r.
k=—N

Wir definieren die Fourierreihe von f (in Exponentialform) als die Folge von Funktio-

nen
b
S .
< N NeNg

Bemerkungen. [Fourierreihe]

e Das ist die zur Folge (fkeik‘“')keN gehorende Reihe (analog zur Definition [3.11)).
0

Das rechtfertigt den Namen Fourierreihe.
e In der Physik werden die Glieder fkeikw' der obigen Folge Fouriermoden genannt.
e Die Fourierreihe ist nach Joseph Fourier benannt, siehe Abbildung [I.1]

Definition 3.14 (stiickweise stetige Differenzierbarkeit). Sei f eine komplezwertige
Funktion, die auf einem geschlossenen oder offenen Intervall definiert ist. Wir nennen
f stiickweise stetig differenzierbar ¢. d. w. die Bedingung der Deﬁmtion (stiickweise
Stetigkeit) mit “stetig” ersetzt durch “stetig diﬁerenzierbar’ﬂ erfillt ist.

Bemerkungen. e Jede stetig differenzierbare Funktion ist stiickweise stetig diffe-
renzierbar.

e Jede stiickweise stetig differenzierbare Funktion ist stiickweise stetig.
Beispiele 3.15. [stiickweise stetige Differenzierbarkeit]

(i) Die Funktionen aus den Beispielen und (Abbildungen und sind
stiickweise stetig differenzierbar. Das folgt aus einem dem Beispiel analogen

Argument.

94Stetig differenzierbar” bedeutet “differenzierbar mit stetiger Ableitung”.
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>
X
Abbildung 3.7: Eine nicht stiickweise stetig differenzierbare Funktion.

(ii) Wir betrachten die Funktion gegeben durch die Wurzel des Betrags,

Vv, falls z >0,

0, sonst.

fRSE @)=

siehe Abbildung [3.7] Diese Funktion ist nicht stiickweise stetig differenzierbar.
(Warum?) Sie ist jedoch stetig und daher stiickweise stetig.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 3.16 (punktweise Fourierreihenentwicklung). Sei f eine P-periodische und stiickweise
stetig differenzierbare Funktion und v € R ein Punkt. Dann konvergiert die Fourier-
rethe von f in x gegen den Mittelwert der links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f

im Punkt x,

o) N
T ikwx  1: T ikwx T
d. h. k; Jre™* = lim _X_:N fre™ e = f(x).

Abbildung [3.8] illustriert den Satz[3.16] am Beispiel der Rechteckschwingung.
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Abbildung 3.8: Blau: Rechteckschwingung f. Rot: Die N-te Fourierteilsumme fiir N =
1,3,5,7 fiir die Rechteckschwingung. Wir konnen hier empirisch erkennen, dass die
Fourierreihe von f in jedem Stetigkeitspunkt z von f gegen f(z) konvergiert. Wir
sehen auch, dass die Fourierreihe in jeder Unstetigkeitsstelle (= Sprungstelle) x von f
gegen den Mittelwert y der links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f in x konvergiert.
In diesem Beispiel ist ndmlich jede Fourierteilsumme in einem solchen Punkt gleich 0,
also gleich y.

Bemerkungen. [punktweise Fourierreihenentwicklung]

e Sie haben eine trigonometrische Version dieses Satzes in der Vorlesung Komplexe
Analysis kennengelernt.

e Der Ausdruck limys, f(y) ist der linksseitige Grenzwert von f im Punkt z,
d. h. der Grenzwert der Einschrankung von f auf das Intervall (—oo,z) an der
Stelle . f(y) néhert sich diesem Grenzwert, wenn y sich x von links ndhert. Sie
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haben diesen Grenzwert in Analysis 1 kennengelernt.Der Ausdruck lim,, f(y)
ist der rechtsseitige Grenzwert von f im Punkt x, d. h. der Grenzwert der Ein-
schrankung von f auf das Intervall (x,00) an der Stelle z.

e Falls die Funktion f im Punkt x stetig ist, dann gilt f(z) = f(z). Der Satz sagt
dann also, dass die Fourierreihe gegen f(z) konvergiert.

e Sei S eine Teilmenge von R. Wir sagen, dass eine Folge von Funktionen auf
R auf S punktweise gegen eine Funktion f konvergiert, falls die Funktionen in
jedem Punkt von S gegen f konvergieren. Wir betrachten eine periodische und
stiickweise stetig differenzierbare Funktion. Satz impliziert, dass die Fourier-
reihe auf der Menge der Stetigkeitsstellen von f punktweise gegen f konvergiert.
Die Fourierreihe stellt die Funktion f daher in jedem Punkt dar, in dem f stetig
ist. Wenn die Funktion periodisch, stiickweise stetig differenzierbar und stetig
ist, dann konnen wir sie also als eine unendliche Summe von Vielfachen der ima-
gindren Exponentialfunktionen e (k € 7Z) schreiben. Dieses Umschreiben
heisst Fourierreihenentwicklung.

e Spiter werden wir die Fourierreihenentwicklung verwenden, um Differentialglei-
chungen zu 16sen (zum Beispiel die Warmeleitungsgleichung).

e Falls die Funktion periodisch und nur stiickweise stetig ist, dann ist die Aussage
des Satzes im Allgemeinen falsch. Es gibt sogar eine stetige (nicht nur stiickweise
stetige) Funktion, deren Fourierreihe im Punkt 0 unbeschriankt ist und darum
dort nicht konvergiert. Insbesondere konvergiert die Fourierreihe im Punkt 0 also
nicht gegen f(0).

Beispiel. [Fourierreihenentwicklung der imagindren Exponentialfunktion] Sei n € Z.
Wir betrachten die imaginédre Exponentialfunktion

f(x) = ™2,

Diese Funktion ist P-periodisch, stetig differenzierbar, also stiickweise stetig differen-
zierbar und stetig. Geméass Satz (punktweise Fourierreihenentwicklung) konver-
giert ihre Fourierreihe daher in jedem Punkt = gegen f(x). Es gilt also

— 00

o) N
> it = i 3 Rt = ),
k=—N

k=—oc0

Die Fourierreihe stellt die Funktion f daher in diesem Fall iiberall dar. Das konnen wir
auch wie folgt durch eine direkte Rechnung sehen. Wie in Beispiel ({il) berechnet, sind

10806 eine Summe ist eine unendliche Linearkombination der Funktionen e***| k € Z.
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die Fourierkoeffizienten der Funktion f ndmlich gegeben durch

~ n )1, falls k& =n,
fk_5k‘{o, falls k # n.

Die N-te Fourierteilsumme von f ist daher gegeben durch
Fm) — 2 ikwz _ 0, falls N < |n|,
SN(J:> - Z fke - { 1einwm _ f(l'), falls N > ‘TL|

Die Fourierreihe von f im Punkt = € R stimmt daher ab dem N-ten Glied s% (z) mit
f(z) tiberein und konvergiert darum gegen f(z).

Im Beispiel der imagindren Exponentialfunktion bestétigt der Satz iiber die Fourier-
reihenentwicklung also eine uns schon bekannte Tatsache.

Beispiel 3.17. [Fourierreihenentwicklung der Rechteckschwingung, Anwendung auf
die Berechnung von 7] Wir betrachten den Fall P = 27 und definieren f : R — C als
die Rechteckschwingung, also als die 2m-periodische Fortsetzung der Funktion

—1, falls —7 <z <0,
f:[-mm) =R, flz):=<¢ 1, fallsO<z<m, (3.11)
0, sonst.

Wie in Beispiel berechnet, sind die Fourierkoeffizienten dieser Funktion gegeben
durch
fe=9 2

—, falls k ungerade ist.
ik

R { 0, falls k gerade ist,

Gemiiss Definition ist die Fourierreihe von f darum gegeben durch

2 ik 4
( > —e ) = ( > %sm(k-)> . (312
k=—N,...,N: k ungerade NeNg k=1,...,N: k ungerade NeNg

(Hier haben wir die Eulersche Formel gebraucht.) Gemiéss Beispiel ist die Funk-
tion f stiickweise stetig differenzierbar. Geméss Satz konvergiert ihre Fourierreihe
darum in jedem Punkt x gegen den Mittelwert der links- und rechtsseitigen Grenzwerte
der Funktion im Punkt z, d. h., die unendliche Summe

e’} N

Z J/c;eikwx - J\ll_{noo Z J/(\'keikwx _ Z %Sln(lﬂﬂf)

k=—o00 k=—N k ungerade
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existiert, und

4 1
Z —sin(kx) = = <lim (y) + lim f(y)> . (3.13)
k ungerade k 2 \yte vl

Im Fall x = 0 erhalten wir

4 1
> ——gmkn)——(mm—n+hm{)—a
k ungerade mk 2 \y10 ul0

Das wussten wir schon, da sin(k-0) = 0, fiir alle k. (Vergleiche mit Abbildung[3.8]) Der
Satz iiber die Fourierreihenentwicklung bestétigt im Beispiel der Rechteckschwingung
und des Punktes z = 0 also eine uns schon bekannte Tatsache.

Interessanter wird es, wenn wir den Punkt 2 = 7 betrachten. Die Funktion f ist in die-
sem Punkt stetig. Geméss Satz (punktweise Fourierreihenentwicklung) konvergiert
die Fourierreihe von f im Punkt z = 7 daher gegen f (g), d. h.

RO o

k ungerade

Siehe Abbildung [3.8] fiir eine Illustration dieser Tatsache. Fiir jedes ungerade k gilt
km > k—1
in (2 ) = (—1)"7".
sm( 5 (—1) 2

Indem wir das in (3.14]) einsetzen, erhalten wir

(-1)'z ( 1 1 >
—4 4. (1—-=4=-7%...).
T Z 2 3+5:F

k ungerade

Das ist die Gregory-Leibniz-Formel fiir 7. Sie ist nach James Gregory und Gottfried
Wilhelm Leibniz benannt. (Siehe die Abbildungen [3.9 und [3.10}) Mit Hilfe dieser For-
mel kénnen wir 7 beliebig genau bestimmen, indem wir die Summe der ersten paar
Terme berechnen. (Wir miissen dazu bei vorgebener Nidherungsgenauigkeit gentigend
viele Terme verwenden.) Der Satz iiber die Fourierreihenentwicklung liefert mittels der
Rechteckschwingung und des Punktes x = 7 also eine interessante neue Tatsache.

Darstellung der Fourierreihe in Kosinus-Sinus-Form,
Fourierreihe einer (un)geraden Funktion
Mit Hilfe der Eulerschen Formel kénnen wir jede Fourierreihe als eine Reihe schreiben,

in der Kosinus- und Sinusfunktionen statt imaginirer Exponentialfunktionen vorkom-
men. Es gilt ndmlich die folgende Proposition. Sei f : R — C eine P-periodische
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Abbildung 3.10: Gottfried Wilhelm
Leibniz, 1646 - 1716, Deutscher Mathe-
matiker.

Abbildung 3.9: James Gregory, 1638 -
1675, schottischer Mathematiker.

stiickweise stetige Funktion. Fiir jedes £ € Ny definieren wir die k-ten trigonometri-
schen Fourierkoeffizienten von f als

ag = %/0 f(z) cos(kwzx)dz, (3.15)

by := %/o f(z) sin(kwz)dz. (3.16)

Proposition 3.18 (Fourierreihe in Kosinus-Sinus-Form). (i) Fiir jedes N € Ny ist
die N-te Fourierteilsumme von f im Punkt x € R gegeben durch

N N
Z Foeihwr — % + Z (ar cos(kwzx) + by sin(kwz)). (3.17)
k=—N k=1

(ii) Falls f gerade ist, dann gilt
b =0, Vk € Z.
(111) Falls f ungerade ist, dann gilt
ap =0, Vk € Z.
Bemerkungen 3.19. [Fourierreihe in Kosinus-Sinus-Form]|
(a) Wir nennen die rechte Seite von die N-te Fourierteilsumme von f in Kosinus-

Sinus-Form im Punkt x und die Folge dieser Teilsummen die N-te Fourierreihe von
f in Kosinus-Sinus-Form (oder in trigonometrischer Form) im Punkt x.
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(b) Wir nehmen an, dass f stiickweise stetig differenzierbar ist. Geméss Proposition
und Satz konvergiert dann die Fourierreihe von f in Kosinus-Sinus-Form
in jeder Stetigkeitsstelle z von f gegen f(x). Es gilt dann also

N

ag . .
flz) = 5 1 ]\}l—rgo (ak cos(kwz) 4 by sin(kwz))

ag - :
=5 + ; (ar cos(kwz) + by sin(kwz)).

In einem allgemeinen Punkt = konvergiert die Fourierreihe von f in Kosinus-Sinus-
Form gegen den Mittelwert der links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f im
Punkt x.

(c) bedeutet, dass in der Kosinus-Sinus-Form der Fourierreihe einer geraden Funk-
tion nur Kosinusfunktionen vorkommen, keine Sinusfunktionen. Das ist plausibel,
da die Kosinusfunktionen gerade und die Sinusfunktionen ungerade sind.

(d) Analog bedeutet (i), dass in der Kosinus-Sinus-Form der Fourierreihe einer unge-
raden Funktion nur Sinusfunktionen vorkommen, keine Kosinusfunktionen.

(e) Proposition wurde als Aufgabe in Ubungsserie 6 gestellt (Darstellung der
Fourierreihe in Kosinus-Sinus-Form, Fourierreihe einer (un)geraden Funktion).

Beispiel. [Fourierreihe in Kosinus-Sinus-Form fiir die Rechteckschwingung] Wir defi-
nieren die Funktion f : R — C als die Rechteckschwingung mit P = 2, also als die
2m-periodische Fortsetzung der Funktion

—1, falls —7 <z <0,
fil-mm) =R, flz):=<¢ 1, fallsO<z<m,
0, sonst.

Die Funktion f haben wir schon in den Beispielen [3.4(i), [ und betrachtet. Wir

berechnen die Fourierreihe von f in Kosinus-Sinus-Form. Sei k € Z.

Fall £ # 0: Gemass (3.15) gilt

ap = % /027r f(z) cos(kx)dx
0

— % (/_W(—l) cos(kx)dzr + /07r 1- COS(k‘QS)dQS)

1 (_ sin(kz) |° sin(kz) |” )
k =0

(e

0. (3.18)

T=—Tr
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Gemaiss ([3.16)) gilt
2w
b = —/ f(z)sin(kx)dx
0

= % </_0 (—1) sin(kx)dx + /07T 1- sin(kx)dm)
1 <Cos(k;x) _ cos(kz) | >
T k ——r k =0
1= (=D = (-1)F+1
N km

(3.19)

0, falls k gerade ist,
, falls k ungerade ist.

Fall k£ = 0: Gemass (3.15) gilt
2 [T 1
agp = 2—/ f(@)cos(0- x)de = = ((—1)m +1-7) = 0. (3.20)
) . T

Sei N € Ny. Gemaiss Proposition haben wir

N N
Z fre™® = 24 Z (ak cos(kx) + by, sin(kzx))
k=—N 2 =

4
=Y sk (wegen GIBIOERY)).  (321)

T
k=1,...,N, k ungerade

Die rechte Seite ist die N-te Fourierteilsumme von f in Kosinus-Sinus-Form im Punkt
x. Die Folge dieser Teilsummen ist die Fourierreihe von f in Kosinus-Sinus-Form im
Punkt x.

Gemiiss Beispiel ist die Funktion f stiickweise stetig differenzierbar. Gemaéss
Bemerkung (]ED konvergiert die Fourierreihe in Kosinus-Sinus-Form, , daher
in jedem Punkt z € R gegen den Mittelwert der links- und rechtsseitigen Grenzwerte
der Funktion im Punkt x, d. h.

4 1
> —sin(ka) = (1' +1i )
P sin(kz) = 7 | lim f(y) + lim f(y)

Das ist die Formel (3.13]), die wir schon im Beispiel berechnet hatten.

Bemerkung. [Fourierreihe in Kosinus-Sinus-Form fiir die Rechteckschwingung] Geméss
treten in der Fourierreihe der Rechteckschwingung in Kosinus-Sinus-Form nur
Sinusfunktionen auf, keine Kosinusfunktionen. Das folgt auch aus Proposition ,
da die Funktion f ungerade ist.
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Der Beweis der Proposition beruht auf der Eulerschen Formel

e = cosx +isinz, Vo € R. (3.22)
Beweis der Proposition Sei k € Ng ={0,1,...}. Wir berechnen
o~ o~ 1 [F 4 .
fk + f—k :_/ f(l‘) (672kwm + efz(fk)wx)dx
P Jo
1 [(F :
=5 / f(z) -2 cos(kwx)dx (mittels der Eulerschen Formel ((3.22]))
0
=ayg, (323)
~ 1 [f " (k)
Z(fk_ffk) :_P/o fla)i(e ™ — e TRen) dy
1 [P
=5 / f(z)-2-sin(kwzx)dx (mittels der Eulerschen Formel (3.22)))
0
—by.. (3.24)

: Sei z € R. Wir berechnen

R :ﬁ(cos(kwx) + isin(kwz)) + F (cos(—kwz) + isin(—kwz))
(Eulersche Formel)
= (ﬁ + j/’\_k> cos(kwz) + i (ﬁ - ﬁk) sin(kwz)
=ay, cos(kwz) + by, sin(kwz) (wegen (3.23][3.24). (3.25)

Wir haben
N ~ ~ ~
Z fkezsz _ fO 1+ Z fkezsz
k=—N 0#£k=—N,...,N
“ N
= 50 + Z (ak cos(kwzx) + by sin(kwz)) (wegen ([3.23)13.25))),
k=1

d. h. die Formel (3.17)). Das zeigt ().

: Wir nehmen an, dass f gerade ist. Sei k € Z. Geméss Bemerkung |3.9| gilt dann
die Gleichheit (3.7)), d. h.

[k = e
Mittels (3.24)) folgt daraus, dass

b =i (fi— fx) =0.
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Das zeigt .

: Wir nehmen an, dass f ungerade ist. Sei k € Z. Geméss Bemerkung|3.9|gilt dann
die Gleichheit (3.8]), d. h.

~

for=—Fe
Mittels (3.23)) folgt daraus, dass

Das zeigt und schliesst den Beweis der Proposition ab. J

Bemerkung. [(un-)gerade Funktion] Alternativ folgt (i) direkt aus der Formel fiir by,
(3.16]), und der Tatsache, dass f sin(kw-) ungerade ist, falls f gerade ist. Ein analoges
Argument zeigt auch .

Grundlage fiir die Fourierreihenentwicklung

In diesem Unterabschnitt lernen wir den philosophischen Grund fiir Satz m (punkt-
weise Fourierreihenentwicklung) kennen. Dazu bendtigen wir die Begriffe komplezer
Vektorraum, Skalarprodukt und Orthonormalbasis, die in der linearen Algebra behan-
delt werden. Dieser Unterabschnitt ist keine Voraussetzung fiir das Verstédndnis des
Rests der Vorlesung.

Satz besagt, dass die Fourierreihe einer periodischen Funktion unter gewissen
Bedingungen in einem gewissen Sinn (ndmlich punktweise) gegen die Funktion konver-
giert. Der philosophische Grund fiir diese Tatsache ist, dass die Funktionen e n € Z,
eine Orthonormalbasis des Vektorraumes gewisser periodischer Funktionen bilden.

Um das zu erkldren, schreiben wir
V := { P-periodische stiickweise stetige, rechtsstetigd | Funktion von R nach C}.

Diese Menge statten wir mit punktweiser Addition und punktweiser komplexer Skalar-
multiplikation aus. Damit wird V' ein komplezer Vektormum.@ Wir fassen die Elemente
von V', also die P-periodischen stiickweise stetigen Funktionen von R nach C als Vek-
toren auf. (Diese Vektoren verhalten sich analog zu den Vektoren in C" oder R".) Auf
dem Vektorraum V definieren wir das L?-Skalarprodukt

()= [ @@ (3.26)

(Sie haben dieses Skalarprodukt schon in der Vorlesung Lineare Algebra kennengelernt.
Siehe [Gral, Beispiel 4.2.0.2 (Das euklidische und das L?-Skalarprodukt)].)

12Djeser Vektorraum ist unendlich-dimensional.
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Satz 3.20. Die Funktionen e, k € Z, bilden eine Orthonormalbasis von V beziiglich
des Skalarprodukts ().

Das bedeutet per definitionem, dass diese Funktionen normiert sindﬂ und dass jede
Funktion in V' als eine unendliche Linearkombination dieser Funktionen entwickelt
werden kann, d. h.fiir jedes f € V gilt

f= Z < 1, eikw-> ik

k=—00
N
= ]\}1_13100 (f, e )erte (Limes beziiglich des Skalarprodukts ())
k=—N
2~ ~ 1 [F ‘ .
= 3 Rt @hi= g [ f@e e = (g6,
k=—o00 0

Das stimmt mit der Aussage des Satzes (punktweise Fourierreihenentwicklung)
iiberein, bis auf die unterschiedliche Bedeutung des Limes (Limes beziiglich des Ska-
larprodukts () versus punktweiser Limes). Der philosophische Grund fiir Satz ist
also, dass die Funktionen e’**", k € Z, eine Orthonormalbasis von V bilden.

Bemerkungen 3.21. [Orthonormalbasen der imaginéren Exponentialfunktionen und
der trigonometrischen Funktionen]

(i) Da die Funktionen e¢***, k € Z, eine Orthonormalbasis von V bilden, sind sie
orthonormal, d. h. normiert und orthogonal zueinander, d. h., es gilt

<eimow7 emw-> = O, Vm,n € Z (3.27)
(Kronecker-Delta). Das folgt auch direkt aus der Definition ({3.26)), also

1 [P S
<eimw- einw-> _ eimwxeinwxdx
Y P 0 Y
aus der Gleichheit e"“* = ¢~ und den Rechnungen in Beispiel (Fourier-
koeffizienten der imaginidren Exponentialfunktion).

(ii) Die vorherige Bemerkung rechtfertigt den Teil orthonormal im Term Orthonor-
malbasis.

13d. h. Norm gleich 1 haben. Die (L2-)Norm einer Funktion f € V ist definiert als ||f|| := \/(f, f)-
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(iii) Die Fourierkoeffizienten sind die einzigen Koeffizienten, womit eine gegebene
Funktion als eine unendliche Linearkombination der imagindren Exponentialfunk-
tionen dargestellt werden kann. Damit meinen wir das Folgende. Seien f : R — C
P-periodisch und stiickweise stetig und ¢, € C, k € 7Z, so, dass

) N
f= E cre™ = lim E cpetter 14
N—o0

k=—o00 k=—N

Dann gilt fiir jedes n € N, dass

Cp = <f7 einw->.
Wir haben namlich
N
nwe\ __ 1: itkwe _inws
(o) = Tim 3 et o)
k=—N
N
= lim Z CkOkn (wegen der Orthogonalitéitsrelation (3.27)))
N—oo
k=—N
=c,.

Diese Rechnung heisst der Fouriertrick.

(iv) Analog zu Satz bilden die trigonometrischen Funktionen

1
7 , cos(kwe), sin(kws), keN,

eine Orthonormalbasis des Vektorraums V' beziiglich des Skalarprodukts 2(). Das
folgt aus Satz und Proposition [3.18]

3.3 Fourierreihen und partielle
Differentialgleichungen, die
Wirmeleitungsgleichung

Wie zu Beginn dieses Kapitels angekiindigt, l6sen wir in diesem Abschnitt das Anfangs-
wertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung mit rdumlich periodischer Bedingung mit

4Wir meinen den Limes beziiglich des Skalarproduktes ().
15Damit meinen wir die konstante Funktion gegeben durch % Diese Funktion ist trigonometrisch,

da 1 = cos(0x), fiir alle x.
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Hilfe der Fourierreihenentwicklung. Als eine Anwendung davon 16sen wir anschliessend
das Anfangswertproblem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen.

Seien a und P positive reelle Zahlen und v : R — C eine P-periodische Funktion. Wir
betrachten die rdumlich eindimensionale Wérmeleitungsgleichung (WLG)

Uy = Qlyy (3.28)
mit der Anfangsbedingung
u(0,z) = v(z), Vo € R, (3.29)
und der rdumlich periodischen Bedingungjﬂ
u(t,z + P) = u(t,x), VYt >0,z €R. (3.30)

Dieses Anfangswertproblem mit rdumlich periodischer Bedingung beschreibt zum Bei-
spiel die zeitliche Entwicklung der Temperaturverteilung in einem diinnen Metallring.
Das folgt aus Uberlegungen, die analog zu denen im Abschnitt sind. Wir nehmen
dazu an, dass der Metallring durch den Einheitskreis in der (z1, x2)-Ebene gegeben ist.
Wir parametrisieren den Ring mittels der Abbildung

YR — R?, () = <COS (%x) ,sin (%x)) :

Die Temperaturverteilung auf dem Metallring zu einem festen Zeitpunkt ¢ wird durch
eine Funktion beschrieben, die auf dem Ring definiert ist. Mittels der Parametrisierung
Y entspricht eine solche Funktion der Funktion w(t,+), die auf R definiert und P-
periodisch ist. (Warum?) Siehe Abbildung [3.11} Einfachheitshalber nehmen wir an,
dass

a=1, P =2r.

(In der physikalischen Anwendung auf die Temperaturverteilung in einem Metallring
konnen wir das erreichen, indem wir die physikalischen Einheiten geeignet wihlen.)

Der folgende Satz liefert eine Losung des Problems (13.28113.293.30)). Er besagt auch,
dass dies die einzige Losung des Problems ist. In diesem Satz kommt das kartesische

Produkt X x'Y zweier Mengen X und Y vor. Dieses ist definiert als die Menge aller
Paare (x,y), wobei x € X und y € Y, also

XxY:={(z,y)|reX yeY}.

6Dijese Bedingung wird manchmal periodische Randbedingung genannt. Das scheint mir unge-
schickt, da das betrachtete rdumliche Gebiet R ist, welches keinen Rand besitzt.
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x=..., -P/2, P/2, ...

x=..., -P/4, 3P/4, ... x=..., -3P/4, P/4, ...

Abbildung 3.11: Rot: Metallring in der (zi,z2)-Ebene. Blau: Die Stellen z =
...,—P,0,... werden unter ¢ auf den blauen Punkt (1,0) abgebildet. Analoges gilt
fiir die griinen Punkte.

Satz 3.22 (Anfangswertproblem fiir die Wéarmeleitungsgleichung mit raumlich periodi-
scher Bedingung). Wir nehmen an, dass v 2mw-periodisch, stetig und stickweise stetig
differenzierbar ist. Die folgenden Aussagen sind wahr:

(i) Fir jedest € [0,00) und x € R konvergiert die Folge

N
o~ 2 ;
§ : e ket+ikx )
k=—N NeNg

Wir definieren die Funktion u : [0,00) x R — C durch
o0 N

u(t,z) := Z Dpe MR — iy Z etk (3.31)

N—oo
k=—o0 k=—N

(ii) Die Funktion w ist raumlich 2mw-periodisch, d. h., sie lost (3.30) mit P = 2.
(11i) Die Funktion u ist stetig.

(iv) Die Funktion u ist auf dem Gebiet (0,00) X R glatt, d. h. beliebig oft stetig partiell
differenzierbar.

(v) Die Funktion u lost die WLG (3.28)) (mit a = 1) auf dem Gebiet (0,00) x R. Sie
erfillt die Anfangsbedingung (i3.29)).

(vi) (Eindeutigkeit) Sei u : [0,00) x R — C eine stetige Funktion, die auf dem Ge-
biet (0,00) x R zweimal stetig differenzierbar ist, dort die WLG (3.28) ldst, die
Anfangsbedingung (3.29) erfillt und raumlich 2w-periodisch ist. Dann gilt

u=u, d. h. u(t,z) =u(t,z), ¥Vt € [0,00), z € R.



96 KAPITEL 3. FOURIERTHEORIE FUR PERIODISCHE FUNKTIONEN

Bemerkung. [Wirmeleitungsgleichung] Falls v reelle Werte annimmt, dann gilt das-
selbe fiir die rdumlich periodische Losung v der WLG mit Anfangsbedingung v. (Warum?)
Daher ist die physikalische Anwendung auf die Temperaturverteilung in einem Metall-
ring sinnvoll.

Wir betrachten ein physikalisches System, das durch die rdumlich eindimensiona-
le WLG mit periodischen Bedingungen beschrieben werden kann, zum Beispiel die
Temperaturverteilung in einem diinnen Metallring oder Diffusion in einem diinnen
ringformigen Behilter. Satz impliziert dann, dass die Zeitentwicklung des Sy-
stems vollstandig durch die Anfangsbedingung festgelegt wird. Mit Hilfe dieses Satzes
erreichen wir also folgendes Ziel der Physik fiir Phanomene, die durch die rdumlich
eindimensionale Warmeleitungsgleichung beschrieben werden kénnen:

Ziel. Bestimme die zukiinftige Entwicklung eines physikalischen Systems in Abhdngigkeit
vom gegenwdrtigen Zustand des Systems.

Ein System, fiir welches die zukiinftige Entwicklung durch den gegenwértigen Zustand
bestimmt wird, heisst deterministisch. Satz liefert also eine deterministische Be-
schreibung von Warmeleitungs- und Diffusionsprozessen.

Bemerkung. Das ist analog zur Tatsache, dass der Satz (d’Alembertsche Formel)
eine deterministische Beschreibung ebener Wellen liefert.

Beweis des Satzes Die Aussagen folgen aus Theorie, die in der Analysis
behandelt wird.

Die Aussage @ ii)) folgt aus der Formel (3.31)).

. WLG (3.28): Fiir jede Zahl k € Z 16st die Funktion (¢,z) — e ¥tk die WLG.
Uberprufen Sle das" Weil diese PDG linear ist, folgt darum mit Hilfe des Super-
positionsprinzips, dass fiir jedes N € Ny die Funktion (t,z) — Y.~ Tre ¥ die
WLG l6st. Da u der punktweise Grenzwert dieser Folge von Funktlonen ist, folgt mit
Hilfe von Analysis, dass u die WLG 16st.

Anfangsbedingung (3.29): Sei x € R. Wegen Satz (punktweise Fourierreihenent-

wicklung) konvergiert die Folge (Zg:_ N ﬁkeikx)NeN gegen v(z). Mittels der Definition
0

3.31)) von u folgt daraus, dass u(0,z) = v(z). Also erfiillt u die Anfangsbedingung
3.29). Das beweist (v]).

1"Diese Losung der WLG hatten wir schon mit Hilfe der Trennung der Variablen gefunden, siehe
(11.27)).
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Abbildung 3.12: Die Funktion v.

Aussage folgt aus [Wid 75, Chapter V, Section 8 Fourier’s ring, Theorem 8, p. 100].00

Beispiel 3.23. [Wirmeleitungsgleichung] Wir definieren v : R — R als die Zickzack-
funktion, d. h. die 27-periodische Fortsetzung der Funktion

[—7,7m) > x|z

Siehe Abbildung Um das Anfangswertproblem fiir die WLG mit rdaumlich periodi-
scher Bedingung zu 16sen, erinnern wir uns, dass die Fourierkoeffizienten von v geméss
Ubungsserie 5 (Fourierkoeffizienten, Fourierreihenentwicklung der Zickzackfunktion)
gegeben sind durch

g, falls k = 0,
v, =< 0, falls 0 # k gerade,
2
o falls & ungerade.

Wir definieren die Funktion u : [0,00) x R — R durch (3.31)), also

oo
u(t,a:) — Z @\kefk2t+ikx

k=—o00
T 02440 2 —k2%t [ _ikx i(—k)z
aE D DR L G
keN: k ungerade
4 2
— g — Z ?e’k "cos(kx) (3.32)

k€eN: k ungerade

4
=I_Z (et cos(x) +

;- (3.33)

e % cos(3r) e cos(br) N )
5 o5 ).

Aus dem Satz folgt, dass u die eindeutige rdumlich 27-periodische Losung der
WLG ist, welche die Anfangsbedingung (3.29), also uw(0,z) = v(x), erfiillt. Siehe
Abbildung Im physikalischen Beispiel eines Metallrings wird die Temperatur
zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 im Punkt (z1,z3) daher durch w(t,z) gegeben, wobei
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t=4
t=1
_ 1
t i
t—_,
16
t:O’ t u L
) m 2T

Abbildung 3.13: Die rdumlich periodische Losung v der WLG zur Anfangsbedingung

u(0,2) = v(z), zu den Zeiten t = 0, 7, 1,1, 4.

W(x) = (cos(x), sin(x)) = (x1,x2). Zum Beispiel erhalten wir aus (3.33)):

Temperatur zum Zeitpunkt ¢ = 1 im Punkt (z1,x9) = (1,0)
=u(1,0)~ 1.1

Eigenschaften der Warmeleitungsgleichung und ihrer
Losungen: Abfallen der Moden, unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit, Irreversibilitit, ...

Wir beenden diesen Abschnitt, in dem wir auf einige physikalisch relevante Eigenschaf-
ten der Warmeleitungsgleichung eingehen, wovon ein paar aus Satz folgen. Wir
gehen auch kurz auf allgemeine parabolische PDG ein.

(a) (Moden) In der Physik ist eine Mode eine Produkt einer Funktion der Zeit und
einer Funktion des Orts, welches eine vorgegebene Differentialgleichung erfiillt. Die
Funktion

up(t, x) = e F e (3.34)

wird in der Physik im Zusammenhang mit der WLG mit Anfangsbedingung u(0, z) =
v(x) die k-te Mode genannt. Das ist eine Mode im obigen Sinn. Sie ist gleich dem
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Produkt einer exponentiell abfallenden Funktion der Zeit und der k-ten Fourier-
mode z 5 e**. Gemiiss (3.31]) ist die rdumlich periodische Losung u des Anfangs-
wertproblems fiir die WLG durch die Summe der Moden uy, (k € Z) gegeben.

(b) (Abfallen der Moden) Bei festem x fallt fiir & # 0 die Funktion ¢ — uy(¢, x)
exponentiell ab, mit der Abnahmerate k2. Daher spielen in der Praxis innert kurzer
Zeit nur noch die Moden mit kleinem |k| eine Rolle. Die anderen Moden koénnen
vernachlissigt werden. Um das zu illustrieren, betrachten wir das Beispiel [3.23] Sei
e > 0. Wir definieren

4
C = Z 2

1#keN: k ungerade

log £
to = —%. (3.35)

Sei t > to. Analog zu (3.32) haben wir

24 4 9
2 : e kStika | | _ E ' —26 ktCOS(kl‘)
wk

k#-1,0,1 1#£keN: k ungerade
4
<e ¥ E 3 (Warum?)
1#k€eN: k ungerade
< 6_8t0 Ce—t

=ce ! (wegen ([3.35)). (3.36)

Das bedeutet, dass die Moden mit |k| > 1 insgesamt weniger als ee™* zur Losung

u(t, z) beitragen. Da die erste und minus erste Mode zusammen durch die Funktion
(t,z) — —2e tcos(z) gegeben sind, “dominieren” diese beiden Moden fiir ein

kleines ¢ also die anderen Moden. Die Konstante C' ist gegeben durch

4
- - 0.30
T

Fiir € := 107% zum Beispiel ergibt sich somit geméss to < 0.72. Gemiss
tragen fiir t > 0.72 die Moden mit |k| > 1 insgesamt also weniger als einen
Tausendstel mal e~* zu wu(t,z) bei. In guter Nidherung ist u dann also gegeben
durch die Summe der nullten, ersten und minus ersten Mode, also durch

C:

bo |

4
u(t,z) ~ g - ;e_t cos(x).

18In der Mathematik bezeichnet log den natiirlichen Logarithmus, der die Eulersche Zahl e als
Basis hat.

9Das folgt aus der Losung des Basler Problems, welche besagt, dass Y keN

1 _ =

k2 6 -
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(c) (asymptotisches Verhalten der Losung) Aus (3.31)) folgt, dass die Losung u an jeder
Stelle & gegen vy, also den Mittelwert der Anfangsfunktion v, konvergiert, wenn ¢
gegen unendlich geht, d. h.

1 2

:% ;

~

u(t,z) — v v(x)dz, fir t — oc.
Das bedeutet, dass sich Unterschiede in der Temperaturverteilung schliesslich aus-
gleichen.

(d) (Glattheit der Losung) Wegen Satz ist die Losung w auf dem Gebiet
(0,00) x R (also fiir t > 0) glatt, selbst wenn die Anfangsfunktion v nur stetig
ist. Die Warmeleitungsgleichung gliattet also die Anfangsfunktion instantan. Die
Zickzackfunktion ist zum Beispiel nicht iiberall differenzierbar. (Wo nicht?) Die
Losung u mit dieser Anfangsfunktion ist jedoch instantan glatt. Siehe Beispiel

3.23

Im Gegensatz dazu gliattet die Wellengleichung die Anfangsfunktion ug nicht. Das
folgt aus der d’Alembertschen Formel, Satz [2.2]

(e) (unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit) Fiir alle £ > 0 und « € R héngt der Wert
von u an der Stelle (¢,x) von den Werten der Anfangsfunktion v auf dem Intervall
[—7, ) ab. Die Fourierkoeffizienten von v kommen némlich in der Losungsformel
fiir u vor. Diese Koeffizienten héingen von den Werten von v auf dem Intervall
[—m,m) ab, da wir sie mittels Integration iiber dieses Intervall erhalten. Da v 27-
periodisch ist, folgt daraus, dass der Wert von u an der Stelle (¢, z) von der ganzen
Funktion v abhéngt. Ein Warmesignal, das zum Zeitpunkt ¢ = 0 an einem Punkt
x ausgesendet wird, wird daher sofort (fiir ¢ > 0) iiberall empfangen. Es breitet
sich also unendlich schnell aus. Das ist physikalisch unmoglich, da geméss der
speziellen Relativitétstheorie keine Information schneller als das Licht iibertragen
werden kann. Die Warmeleitungsgleichung beschreibt reale Prozesse daher nur
ndherungsweise.

Im Gegensatz dazu breitet sich ein Wellensignal mit der Wellenausbreitungsge-
schwindigkeit ¢ aus. In einer Dimension folgt das aus der d’Alembertschen Formel,
Satz 2.2

(f) (Zeitumkehrinvarianz in der Physik, Irreversibilitdat der Warmeleitungsgleichung)
Die meisten grundlegenden physikalische Gesetze sind invariant unter Zeitumkehr,
d. h., sie bleiben gleich, wenn wir die Zeit umkehren. Um das zu prézisieren, neh-
men wir an, dass das Gesetz durch eine partielle Differentialgleichung fiir eine
Funktion u der Zeit ¢t und des Ortes x beschrieben wird. Wir nennen die PDG
strikt zeitumkehrinvariant (oder strikt reversibel), falls fur jede Losung u der PDG
die zeitumgekehrte Funktion (£, x) — u(—t,z) die PDG ebenfalls 16st.
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Beispiele fiir strikt zeitumkehrinvariante Gesetze sind das zweite Newtonsche Ge-
setz (F = ma) fiir ein konservatives Kraftfeld und die Wellengleichung. (Uberpriifen
Sie das!) Das ist intuitiv klar, da wir nicht entscheiden kénnen, ob ein Video, dass
die Bewegung eines starren Korpers ohne Reibung oder die Ausbreitung einer
Druckwelle zeigt, vorwérts oder riickwérts abgespielt wird. Prozesse, die durch das
das zweite Newtonsche Gesetz fiir ein konservatives Kraftfeld oder die Wellenglei-
chung beschrieben werden, sind daher reversibel, d. h. zeitlich umkehrbar.

Wir betrachten jetzt eine homogene lineare Evolutionsgleichung der Form
u(t,+) = L(u(t,)), Vt. (3.37)

(Die allgemeine Form einer linearen Evolutionsgleichung ist durch ([2.38)) gegeben.)
Eine PDG dieser Form ist nicht strikt zeitumkehrinvariant, falls es eine Losung u
der PDG gibt, fiir welche L(u(t = 0,+)) # 0. Um das zu schen, wihlen wir ein
solches u. Wir definieren N B
u(t,x) == u(—t, x).

Es gilt

(0, %) = —u(0,+) = —L(u(0,+) = u(0,-)) # L(u(0,)).
Also ist die PDG nicht strikt zeitumkehrinvariant. Beispiele fiir PDG der Form
(3.37), fiir welche ein solches u existiert, sind die Wérmeleitungsgleichung

u = aAu

und die Schrédingergleichung mit zeitunabhéngiger potentieller Energie,
7
w(t,+) = _ﬁH(u(t’.»' (3.38)

(H ist der Hamiltonoperator.) Diese PDG sind also nicht strikt zeitumkehrinva-
riant. Fiir die WLG ist das intuitiv klar, da wir einfach entscheiden konnen, ob
ein Video, dass einen Diffusionsprozess zeigt, vorwérts oder riickwérts abgespielt
wird.

In der Physik bedeutet Zeitumkehrinvarianz (oder Reversibilitit) allerdings et-
was Schwiicheres als strikte Zeitumkehrinvarianz, namlich, dass fiir jede Losung
u der gegebenen PDG die zeitumgekehrte Funktion (t,z) — u(—t,z) die PDG
ebenfalls 16st, nachdem wir die zeitumgekehrte Funktion moglicherweise geeignet
abgedndert habenF_U] Zeitumkehrinvariant, aber nicht strikt zeitumkehrinvariant,
sind zum Beispiel die Maxwellgleichungen zusammen mit dem Lorentzkraftgesetz,
welche zusammen die klassische Elektrodynamik beschreiben. Hierbei &ndern wir

20Welche Abinderungen wir erlauben, miissten wir noch prézisieren. Es geht hier jedoch nur um
ein intuitives Verstédndnis.
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die zeitumgekehrte Funktion ab, indem wir das Vorzeichen des magnetischen Fel-
des wechseln. Ein weiteres Beispiel ist die Schrédingergleichung (3.38)). Diese PDG
ist zeitumkehrinvariant. Hierbei &ndern wir die zeitumgekehrte (Wellen-)funktion
ab, indem wir sie komplex konjugieren. (Siehe Ubungsserie 6.)

Die Warmeleitungsgleichung mit 2m-periodischen Bedingungen ist nicht zeitum-
kehrinvariant, genauer gesagt, gibt es keine Abbildung F' vom Vektorraum V der
2m-periodischen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen auf sich selber, sodass
gilt:

u 16st die WLG = @(t, z) := (F(u(—?, +)))(z) lost die WLG,
F(av) = aF(v), Vae R, veV,
es gibt ein k € Z\ {0} : F(e™™) # 0.

(Wir lassen also zu, dass die zeitumgekehrte Funktion mittels einer solchen Abbil-
dung F' # 0 abgedndert wird.) Das folgt mit Hilfe der Fourierreihenentwicklung
der Funktion F(e?*), genauer, mit Hilfe des Satzes m Prozesse, die durch die
Wirmeleitungsgleichung beschrieben werden, sind daher irreversibel, d. h. zeitlich
nicht umkehrbar.

Das ist ein Paradoxlﬂ, da wir zum Beispiel die Diffusionsgleichung aus dem Gesetz
von Fick hergeleitet haben. Dieses Gesetz kann aus den mikroskopischen Bewegun-
gen von Teilchen hergeleitet werden, die das zweite Newtonsche Gesetz erfiillen,
welches reversibel ist. Die Irreversibilitét kommt durch den Ubergang von der mi-
kroskopischen zur makroskopischen Beschreibung zustande.

Die Funktion v 16st die WLG u; = aAu genau dann, wenn w(t, z) := u(—t, z) die
zeitumgekehrte WLG

Uy = —aAl (3.39)

16st. (Rechnen Sie das nach!) Das ist die WLG mit Temperaturleitfahigkeit —a < 0.
Seien jetzt ty < t; eine reelle Zahl und v : R — C eine 2m-periodische Funktion, die
nicht glatt ist. Aus Bemerkung (d) (Glattheit der Losung) folgt, dass es keine 27-
periodische stetige Funktion u auf (o, t1] X R gibt, die auf dem Gebiet (to,¢;) X R
die WLG u; = aAu mit a > 0 16st und die Endbedingung u(ty, x) = v(z), x € R,
erfiillt. Das bedeutet, dass wir die Warmeleitungsgleichung nicht riickwérts in der
Zeit 16sen konnen, sondern nur vorwarts. Das Anfangswertproblem fiir die zeitum-
gekehrte WLG ([3.39) ist also im Allgemeinen nicht 16sbar, nicht einmal fiir kurze
Zeit. Der philosophische Grund dafiir ist, dass die Losung der zeitumgekehrten
WLG mit @ = 1 und Anfangsbedingung @(0,x) = v(z) formal analog zum Satz

21Ein Paradox ist eine scheinbare widerspriichliche Situation, die gegen unsere Intuition geht. Es
ist also nicht dasselbe wie ein Widerspruch.
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[3.22] durch die unendliche Summe

o0

Ut x) = Y (tx)
k=—0o0
gegeben ist, wobei die k-te Mode durch
~ kt+ike

Uy (t, ) := Tpe

gegeben ist. Diese Summe stimmt mit der Losung v der WLG gegeben durch die
Formel bis auf ein Vorzeichen im Exponenten vor k? iiberein. Die k-te Mode
uy, wichst exponentiell mit Wachstumsrate k2. Diese Rate nimmt schnell zu, wenn
k grosser wird. Grosse Indizes k sorgen daher dafiir, dass die Losung innert kurzer
Zeit (manchmal instantan) explodiert und daher zu existieren aufhort.

Kleine Unregelmiéssigkeiten der Anfangsfunktion werden also bei der zeitumge-
kehrten WLG sehr schnell aufgeblasen. Das bildet einen Kontrast zur Tatsache,
dass die WLG selber Unregelméssigkeiten sehr schnell ausgleicht. Das Vorzeichen
der Konstante a in der WLG spielt also eine entscheidende Rolle!

(g) (Interpretation als gewohnliche DG) Formal kénnen wir die WLG auffassen als die
gewoOhnliche DG erster Ordnung
d

LU = AU D)

fiir die Funktion
U : [0,00) — {2m-periodische Funktion von R nach C}.

Dabei spielt U(t) die Rolle der Funktion u(t,+) : R — C. u 16st die WLG némlich

g. d. w.
d

U @) = wl(t,)) = Ault,+) = A(U(2)).

(Im Fall n = 1 haben wir Au = u,,.) Die Anfangsbedingung bedeutet,
dass U(0) = v. Fiir eine gewohnliche DG in R™ mit vorgegebener Anfangsbedin-
gung besteht wegen des Satzes von Picard-Lindelof fiir kurze Zeit eine eindeutige
Losung. (Siehe [Str, Satz 6.5.1, p. 145].) Analog impliziert der Satz dass
die WLG bei vorgegebener Anfangsbedingung eine eindeutige Losung hat (sogar
fiir alle positiven Zeiten).@ Das verleiht unserer Interpretation der WLG als eine
gewoOhnliche DG eine gewisse Berechtigung. Wir konnen die Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung der WLG jedoch nicht aus dem Satz von Picard-Lindelof
herleiten, weil die Menge, in der U Werte annimmt, nicht gleich R™ ist, sondern
ein uneindlich-dimensionaler Vektorraum.

22Es gibt iibrigens andere Evolutionsgleichungen, fiir welche das nicht stimmt.
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(h) (Umformulierung der WLG als ein System gewthnlicher Differentialgleichungen fiir
die Fourierkoeffizienten) Sei f : R — C eine 2w-periodische stetig differenzierbare
Funktion und k € Z. Mit Hilfe partieller Integration haben wir

/\/ 1 o / —ikx
P [ S
1 2

:g(ﬂ@wmif- ﬂmemfmw)

0
— 0+ ik fy. (3.40)

Daraus folgt, dass - N
f'y = =K fi, (3.41)

falls f zweimal stetig differenzierbar ist. Sei jetzt u : (0,00) x R — C eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion, sodass u' := wu(t,+) 2m-periodisch ist fiir jedes

t > 0. Aus (3.41)) folgt, dass u die WLG genau dann 16st, falls

d = - -
R R : :
dtUt k*u fiir jedes k € Z (3.42)

Wenn nédmlich u; = u,,, dann gilt

—

oty = Oputy, (Wir leiten hier unter dem Integral ab.)

dt

—

— gt
- ux:ck:

— k%, VkeZ.

Umgekehrt, falls %ﬁk = —k%?k, fiir jedes k € Z, dann gilt u; = u,,. (Das folgt aus
einer analogen Rechnung.) ist ein unendliches System linearer gewdhnlicher
DG erster Ordnung fiir die rdumlichen Fourierkoeffizienten von u. Sei v jetzt eine
2m-periodische, stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktion. Dann 16st
u die Anfangsbedingung

genau dann, wenn

Wy =73y, fiir jedes k € Z. (3.43)
Das ist ein unendliches System von Anfangsbedingungen fiir die rdumlichen Fou-
rierkoeffizienten von u. Wie zu Beginn dieses Kapitels Versprochen@ haben wir
daher das Anfangswertproblem fiir die WLG als ein System von Anfangswertpro-
blemen fiir gewohnliche DG fiir die rdumlichen Fourierkoeffizienten der gesuchten
Funktion umgeschrieben!

ZSiehe (3.2).
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Fiir jedes k € Z ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (3.42)13.43)
gegeben durch

utk = @ke_k%.
Gemiss der Fourierreihenentwicklung (Satz |3.16)) ist die eindeutige Losung der
WLG daher gegeben durch

o0 o0

—~ . —~ 72 .
u(t,z) = E utpett® = E Dpe Ktk

Das stimmt mit der Losungsformel ([3.31)) fiir das Anfangswertproblem fiir die WLG
(Satz [3.22)) {iberein.

Mit der hier beschriebenen Methode kénnen wir eine allgemeine Fvolutionsglei-
chung mit rdumlich konstanten Koeffizienten als ein System gewohnlicher DG fiir
die rdumlichen Fourierkoeffizienten umschreiben.

(i) (parabolische PDG) Einige Eigenschaften der Warmeleitungsgleichung konnen auf
parabolische partielle Differentialgleichungen?”] verallgemeinert werden. Zum Bei-
spiel hat das Anfangswertproblem fiir eine parabolische Gleichung analog zum
Satz unter gewissen Bedingungen eine eindeutige Losung. (Siehe zum Bei-
spiel [Eval0), 7.1. Second-order parabolic equations, Theorem 3, p. 378, Theorem
4, p. 379].

Analog zur Bemerkung @ konnen wir eine allgemeine Evolutionsgleichung 0%u +
L(u) = f (siehe (2.38))) formal als eine gewohnliche Differentialgleichung fiir eine
Funktion

U : (0,00) — {Funktion von R" nach C}

auffassen. Fiir eine parabolische PDG erhélt diese Sichtweise dadurch eine gewisse
Berechtigung, dass das Anfangswertproblem fiir eine parabolische Gleichung ein-
deutig l6sbar ist.

24Giehe Definition






Kapitel 4

Fouriertransformation

Die Fouriertransformierte einer stiickweise stetigen absolut integrierbaren!| Funktion
f R — C ist die Funktion

A =Fkoe feo=[ f(x)e-ifxdm.
Wir erhalten diese Funktion aus den Fourierkoeffizienten bestimmter periodischer Funk-

tionen durch den Grenziibergang, in dem wir die Periode gegen unendlich gehen lassen.
Um das zu erkldren, sei & € R. Fiir jedes P € (0, 00) schreiben wir

279

P P
fP .= periodische Fortsetzung der Einschrinkung von f auf das Intervall ) .

f(f’), die Fouriertransformierte von f an der Stelle &, ist der Grenzwert fir P — oo
von P mal dem k-ten Fourierkoeffizienten von f!¥’, wobei k := % € 7, also

fle)=  lim (P?sz 2f<a:>e—“mdw).
P—ooiki=5E€l L

(P ist die Periode der Funktion fI¥ und w := %“) Im obigen Limes erlauben wir nur
P, fiir welches k := %f eine ganze Zahl ist. Das brauchen wir, damit der k-te Fourier-
koeffizient von fI* wohldefiniert, also sinnvoll, ist.

1Siehe Definition 4.3| unten.
)

2In der Vorlesung Komplexe Analysis wurde die rechte Seite mit dem Faktor T versehen. Der

Vorteil der hier gebrauchten Konvention ist, dass damit in Rechnungen der Faktor # an gewissen

Stellen vermieden werden kann und die Rechnungen dadurch iibersichtlicher bleiben. Der Vorteil der
Konvention der Vorlesung Komplexe Analysis ist, dass damit die Fouriertransformation eine unitére
Abbildung ist. Das bedeutet, dass sie das L?-Skalarprodukt erhiilt (Satz von Plancherel) und surjektiv
ist (von L?(R,C) nach L?(R,C)). Siche [ALJ24, Satz 4.45, S. 151].
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Im Gegensatz zu den Fourierkoeffizienten ist die Fouriertransformation fiir Funktionen
definiert, die nicht periodisch sein miissen. Die Fouriertransformation ist die Abbildung

F:f—=F(f).

Diese Abbildung ist analog zur Fourierkoeffizientenabbildung. Damit meinen wir die
Abbildung, die einer periodischen Funktion die Folge ihrer Fourierkoeffizienten zuord-
net, d. h. die Abbildung

f e F(f) = (Fonezf]

Die Fourier-Riicktransformierte einer stiickweise stetigen absolut integrierbaren Funk-
tion g : R — C ist die Funktion

F@=TRoC )= g [ gl

Die Fourier-Riicktransformation ist die Abbildung F* : g — F*(g). Diese Abbildung

stimmt bis auf einen Faktor % und das Vorzeichen im Exponenten des Integranden
mit der Fouriertransformation JF iiberein. Die Fourier-Riicktransformierte der Fourier-

transformierten einer Funktion f ist wieder die Funktion f, d. h.
PN =T =5 [ Feesds =g (1)

Heuristisch bedeutet das, dass wir die Funktion f durch die “kontinuierliche Summe”,
also das Integral, ihrer “kontinuierlichen Fouriermoden” f(&)e® darstellen konnen.
Das ist analog zur Tatsache, dass eine 2m-periodische H Funktion f durch ihre Fourier-
reihe, also durch die unendliche Summe ihrer Fouriermoden, dargestellt wird, d. h.

Y7 feet =t (4.2)

k=—oc0

(Siehe Satz (punktweise Fourierreihenentwicklung) und Satz [3.20}) Die Fourier-
Riicktransformation F* spielt dabei die Rolle der Abbildung

o0

(Ck)kez — f* ((Ck)keZ) = Z Ckeik'.

k=—00

3Wir gebrauchen hier das Wort Folge in einer etwas allgemeineren Bedeutung als urspriinglich,
da der Folgenindex k hier auch negative Werte annehmen darf.

4Die Variable ¢ spielt die Rolle des Indexes k des k-ten Fourierkoeffizienten. Da ¢ “kontinuierliche
Werte”, also Werte in R annimmt, sprechen wir von “kontinuierlichen Fouriermoden”.

Sstetige und stiickweise stetig differenzierbare
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Damit konnen wir ndmlich die Fourierreihenentwicklung (4.2)) schreiben als

[e.9]

FED) =3 he =1,

was analog zu ist. Die Fouriertransformation iibersetzt die Ableitung in Multi-
plikation mit ¢ und damit lineare gewthnliche Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten in algebraische Gleichungen und gewisse partielle DGH in entkoppelte
Systeme gewdhnlicher DGE Damit vereinfacht sie PDG. Das ist analog zur Tatsache,
dass die Fourierkoeffizientenabbildung die Ableitung in Multiplikation mit ¢k iibersetzt.
(Siehe Bemerkung ) Wir werden die genannte Ubersetzungseigenschaft der Fou-
riertransformation gebrauchen, um die Warmeleitungsgleichung (ohne periodische Be-
dingungen) zu lésen.

In physikalischen Anwendungen wird eine Funktion der Ortsvariable x mittels der
“kontinuierlichen Summe” in ihre “kontinuierlichen Fouriermoden” zerlegt. Zum
Beispiel wird in der Theorie der Wellen und in der Quantenmechanik eine Welle (oder
Wellenfunktion) f zu einem festen Zeitpunkt als eine Funktion der Ortsvariable x
aufgefasst und als eine unendliche (“kontinuierliche”) Uberlagerung der komplexen
Kosinus-Sinuswellen z f(é)e’fr (¢ € R) geschrieben. Die Variable ¢ spielt dabei die
Rolle des Wellenvektors E (Die Norm des Wellenvektors ist die (Kreis-)wellenzahl.)

In anderen physikalischen Anwendungen wird eine Funktion der Zeitvariable t mittels
der “kontinuierlichen Summe” in ihre “kontinuierlichen Fouriermoden” zerlegt.
Zum Beispiel wird in der Spektroskopie das elektromagnetische Feld f = (E,B) an
einem festen Ort als eine Funktion der Zeitvariable ¢ aufgefasst und als eine unendli-
che (“kontinuierliche”) Uberlagerung der komplexen Kosinus-Sinuswellen ¢ + f(£)e®!
(¢ € R) geschrieben. (In diesem Fall hat die Funktion f sechs Komponenten, ndmlich
drei elektrische, E¢, i = 1,2, 3, und drei magnetische, B?, i = 1,2, 3. Spektroskopie
dient unter anderem dazu, elektromagnetische Strahlung, zum Beispiel Licht, zu ana-
lysieren.)

Die Variable ¢ spielt dabei die Rolle der Kreisfrequenz (= Winkelgeschwindigkeit)

w = 2% (T = Periode). Sie entspricht einer Wellenlénge und damit einer Farbe. Das

Quadrat der Norm des Vektors f(£ = w) ist in diesem Fall proportional zur Frequenz-
dichte der Intensitéit (=~ Helligkeit) der Farbe, die der Kreisfrequenz w entspricht. Die
Fouriertransformierte ]?entspricht in diesem Fall also dem Spektrum, d. h. der Inten-
sitidtsverteilung der elektromagnetischen Welle. Siehe Abbildung [4.1]

-~

6nsmlich lineare Evolutionsgleichungen mit raumunabhéngigen Koeffizienten

"Fiir jedes ¢ € R erhalten wir eine GDG. Wir erhalten also ein System von GDG, das durch ¢
indiziert wird. Diese GDG sind nicht miteinander verbunden, d. h., sie sind entkoppelt.

8Wir betrachten hier nur den eindimensionalen Fall n = 1, aber die Fouriertransformation kann
auf mehrere Dimensionen verallgemeinert werden.
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Abbildung 4.1: Spiritusflamme und ihr Spektrum. Die Farben der drei hellen Linien
(= Spektrallinien) entsprechen Kreisfrequenzen ¢ = w mit hoher Frequenzdichte der
Intensitét (~ Helligkeit). Quelle: wikipedia.

4.1 Fouriertransformation: Definition und
Eigenschaften

Die Fouriertransformierte kann fiir jede absolut integrierbare Funktion definiert wer-
den. Dieser Begriff beruht auf dem Begriff der uneigentlichen Integrierbarkeit. Diese
ist der Inhalt der folgenden Definition. Sei ag eine reelle Zahl oder ay = —o0, by eine
reelle Zahl grosser als ag oder by = 0o, I ein Intervall mit Endpunkten ag und by (zum
Beispiel I = (ag,by)) und f: I — C eine stiickweise stetigeﬂ Funktion.

Definition 4.1 (uneigentliche Integrierbarkeit, uneigentliches Integral). Wir nennen
f uneigentlich integrierbar ¢. d. w. es eine Zahl ¢ € I gibt, sodass

[2 f(x)dx fiir a | ag konvergiert, (4.3)
fcb f(x)dz fiir b1 by konvergiert. (4.4)

9Siehe die Definition
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In diesem Fall definieren wir das uneigentliche Integral von f als

” f(z)dx := lim Cf(x)dx + lim bf(:c)d:c, (4.5)

ao alag a bTho c

wobei ¢ eine beliebige Zahl in I ist.

Bemerkung. Die rechte Seite von (4.5)) hdngt nicht von der Wahl von ¢ ab.

Beispiele 4.2. [uneigentliche Integrierbarkeit, uneigentliches Integral]

(1)

Seien «, f € R, sodass a < 0. Wir schreiben
vi=a+if, ag := 0, bg := o0, I :=lap,by) = [0, 00)
und betrachten die Funktion
f:1—-C, flz) = e

Wir wéhlen ¢ := 0. Dann ist die Bedingung (4.3)) erfiillt, und es gilt

lim /C_O f(z)dx = 0.

alap=0

Des Weiteren gilt fiir jedes b € [0, 00), dass

/C;fw -

Weil [e?®] = [e2?||e??| = e® und a < 0, konvergiert €?° fiir b — oo gegen 0. Also
ist die Bedingung (4.4) erfiillt. Die Funktion f ist darum uneigentlich integrierbar
mit uneigentlichem Integral

b
e —1

z=0 Y

> 1
flx)=——. 4.6
IRCEE (4.6
Falls @ > 0, dann konvergiert ¢ fiir b — oo nicht. (Uberpriifen Sie das!) In

diesem Fall ist f daher nicht uneigentlich integrierbar.

Wir schreiben
ag 1= —00, by := 00, I := (ag,by) = (—o0,00) =R

und betrachten die Funktion

1

f:I—=R, f(x):= e
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Wir wéhlen ¢ := 0. Wir haben
arctan’(z) = f(x) fiir jedes z € R.
Daraus folgt, dass fiir jedes b € R gilt, dass

b
flz)dx = arctan(:v)|l;:0 = arctan(b) — 0.
c=0

Das konvergiert fiir b — by := oo gegen 7. Aus einem &hnlichen Grund gilt fiir
jedes a € R, dass

c=0
/ f(z)dz = 0 — arctana — —g fir a - —o0.

Daraus folgt, dass die Funktion f uneigentlich integrierbar ist mit uneigentlichem
Integral

al—oo

/Zf(x)dx = lim /aof(x)dx—kgroré/obf(x)d:p = g - (_g) S

Definition 4.3 (absolute (uneigentliche) Integrierbarkeit). Wir nennen eine stickweise
stetige Funktion f absolut integrierbar ¢. d. w. die Funktion x — |f(z)| uneigentlich
integrierbar ist.

Wir definieren die Menge

L;.(R,C) := {absolut integrierbare (stickweise stetige) Funktion von R nach C(} )
4.7

Bemerkungen 4.4. (i) Die Menge V := {Funktion R — (C}, zusammen mit punkt-
weiser Addition und Skalarmultiplikation, ist ein komplexer Vektorraum.

(ii) Die Menge L} (R,C) ist ein (komplex-)linearer Unterraum von V. Zusammen
mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation ist sie daher ebenfalls ein
komplexer Vektorraum.

Sei f e Ll (R,C), d. h., f ist absolut integrierbar (und stiickweise stetig).

Definition 4.5 (Fouriertransformierte, Fouriertransformation). Wir definieren die Fou-
riertransformierte von f als die Funktion f : R — C, gegeben durch das uneigentliche
Integral

fiey = [ swe s (4.8)
Wir definieren die Fouriertransformation als die Abbildung

F : Ly .(R,C) — { Funktion von R nach C}, F(f) = f.
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Bemerkungen. e Aus unserer Annahme, dass f absolut integrierbar ist, folgt,
dass die Funktion fe~* uneigentlich integrierbar ist. Daher ist das uneigentliche
Integral (4.8]) wohldefiniert, d. h. sinnvoll.

e Die Definition der Fouriertransformierten ist analog zur Definition der Folge der
Fourierkoeffizienten (Definition . Die Variable £ spielt dabei die Rolle des
Indexes k.

e In gewissen Biichern wird die rechte Seite von (4.8)) mit dem Faktor \/LQ? versehen.

Siehe Fussnote auf S. 107

Beispiele 4.6. [Fouriertransformierte]

(i) Seien «, 8 € R mit o < 0. Wir definieren

| 0, fallsx <0,
N = +if, f:R—=C, f($)5:{ew falls x > 0.

Diese Funktion ist absolut integrierbar. (Warum?) Wegen Beispiel ist die
Fouriertransformierte von f im Punkt £ € R gegeben durch

1
—y +i§

FO© =7 = [ fwe o= [~ om0 -
o 0
(ii) Sei a < 0 eine reelle Zahl. Wir definieren
f:R—C, flx) == el

Aus dem vorherigen Beispiel folgt, dass diese Funktion absolut integrierbar ist
mit Fouriertransformierter gegeben durch

- o0 , 0 : 1 1 2a
_ — (a—i&)x (—a—i&)x j.. _ — - _
FD© = F€) = [ o omtng [ et - e

(Das Integral f?oo 797 dy kénnen wir auf analoge Weise berechnen.)

Satz 4.7 (Fouriertransformation). (i) Fiir jede Funktion f € L} (R, C) ist die Funk-
tion f = F(f) stetig und konvergiert f({) fiir & — oo gegen 0.

(ii) (Linearitit) Die Abbildung F ist linear, d. h.

Flef)=cF(f),  F(f+g9)=F()+F(g), VceC, f.g€ Ly(RC).
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(ii) (Verschiebung) Seiv € R und f € L} .(R,C). Wir definieren 7,(f) als die Funk-
tion gegeben durch
7(f)(@) == f(z —v).
Es qilt

L — L — —~

n(f)=e™F,  dh ()€ =€), VE R,

(w) (Streckung) Sei 0 # a € R und f € L} (R,C). Wir definieren d,(f) als die
Funktion gegeben durch

b f) (@) = £ (5). (4.9)
Es qilt

P ~ — —~

0a(f) = laldr(f),  d-h. da(f)(§) = lalf(aS), VE € R.

(v) Sei f : R — C eine stickweise stetige Funktion, sodass die Funktion id f,
(id f)(z) = zf(x), absolut integrierbar ist[| Dann ist f auch absolut integrierbar
und die Funktion f differenzierbar mit Ableitung

Fl=—iidf.

(vi) Sei f : R — C eine stetig differenzierbare und absolut integrierbare Funktion,
sodass f(x) fir x — oo gegen 0 konvergiert. Dann ist die Fouriertransformierte
von f' (iberall) wohldefiniert, und es gilt

PO =didf,  d h (&) =iff(€) fir jedes £ € R. (4.10)

Bemerkungen. [Fouriertransformation]|

. |) Geméss Bemerkung sind die Mengen {Funktion R — (C} und L;C(R, C)
Vektorrdume. Daher ist die Aussage sinnvoll.

. : T, entspricht einer Verschiebung des Arguments um —v. Der Buchstabe 7
steht fiir Translation. Teil des Satzes besagt, dass die Fouriertransformati-
on Verschiebung des Arguments um —v in Multiplikation mit der oszillierenden
Phase £ — e~ {ibersetzt.

. : d, entspricht einer Streckung (Dilatation) des Arguments um den Faktor
%. Der Buchstabe § steht fiir Dilatation. Teil besagt, dass die Fouriertrans-
formation eine Streckung des Arguments um - in Multiplikation mit |a| und
Streckung des Arguments um a iibersetzt.

0Hierbei bezeichnet id := idg : R — R, id(z) := x, die Identitdtsfunktion.
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o Teil besagt, dass die Fouriertransformation Multiplikation mit —¢ mal die
Identitédtsfunktion in Ableiten iibersetzt. Oft wird die Identitatsfunktion id :
R — R, id(x) := z, unprézise als x geschrieben. Das ist unprézise, da x ist eine
Variable ist und keine Funktion. In der unprézisen Schreibweise gilt

f'=—izf.

Das bedeutet, dass die Fouriertransformation Multiplikation mit —¢ mal die Va-
riable (x) in Ableitung {ibersetzt.

e Die Aussage bedeutet, dass die Fouriertransformation Ableiten in Multiplika-
tion mit ¢ mal der Variablen () tibersetzt. Fouriertransformation tibersetzt daher
Analysis (Ableiten) in Algebra (Multiplikation). Das macht sie zu einem starken
Werkzeug zum Losen von Differentialgleichungen. Wir werden die Aussage
zum Beispiel im alternativen Beweis des Satzes (p. verwenden. In
Bemerkung haben wir schon eine analoge Eigenschaft der Fourierkoeffizi-
enten gebraucht.

e (vi): Die Formel (4.10)) fiir die Fouriertransformierte der Ableitung ist analog zur
Formel (3.40) fiir die Fourierkoeffizienten der Ableitung. (Die Variable £ spielt
die Rolle des Indexes k.)

Beispiel 4.8. [Fouriertransformierte der Gau-Funktion] Wir definieren die Gauf$sche
Glockenfunktion (oder Gaufs-Funktion) als

22

fR—=>R, flz):=e 2. (4.11)
Diese Funktion ist nach Carl Friedrich Gau benannt, siche Abbildung [4.2] Wir be-

rechnen die Fouriertransformierte dieser Funktion mit Hilfe des Satzes [4.7 Es gilt
= / f(x)dx
= V2w

(Das kann mit Hilfe eines zwei-dimensionalen Integrals und Substitution gezeigt wer-
den.) Aus der Kettenregel folgt, dass

(4.12)

N

x

f(x)=—xe 7 = —xf(x)  fiir jedes z € R. (4.13)
Fiir jedes £ € R haben wir
Fr© —izf(§)  (wegen Satz ILT[))
=if'(¢&)  (wegen (L13))
—€f(&)  (wegen Satz[w.Av]), F'(€) = i€ ().
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Abbildung 4.2: Carl Friedrich Gauf, deutscher Mathematiker, 1777-1855.

Das ist eine GDG fiir f Die eindeutige Losung dieser Gleichung und der Anfangsbe-
dingung (4.12)) ist

Fl&) = Vame S VEeR,  dh  f=varf (4.14)

Das ist die gesuchte Fouriertransformierte der Gaufl-Funktion f. Diese Fouriertrans-
formierte ist also wieder eine Gaufl-Funktion, bis auf einen konstanten Faktor.

Bemerkungen. [Fouriertransformierte der gestreckten Gauf-Funktion, Heisenberg-
sche Unschérferelation)]

e Wir konnen die Fouriertransformierte der Gauf3-Funktion auch berechnen, indem
wir die Gleichheiten

2%+ 2ifx = (v 446 + &2

o0 i 2 o0 a92
/ e~ dr = / e Tdx (4.15)

und (4.12)) verwenden. Die Gleichheit (4.15]) folgt aus dem Cauchyschen Integral-
satz der Funktionentheorie (= komplexe Analysis). (Siehe [ALI24, Korollar 2.48,
S. 44].)

e Sei a € (0,00). Wir definieren die L2-normierte a-reskalierte Gauf-Funktion als

1 22
Yo : R =R, Ya(2) = %\/aeiﬁ'
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Die Funktion v, ist L?>-normiert, d. h. ihre L2-Norm erfiillt

1l = \/ / " ()2 = 1.

Das folgt aus der Tatsache ffooo e dr = /7 und Substitution. (Uberpriifen
Sie das!) Um die Fouriertransformierte von v, zu berechnen, definieren wir die

Funktion f wie in (4.11]) und die Streckung einer Funktion wie in (4.9). Es gilt

1
VYo = Wéa(f). (4.16)

Die Fouriertransformierte von d,(f) ist gegeben durch

— —~

6.(f) =ad:(f)  (geméss Satz [L.7(iv]), Streckung)
— V2mad. (f) (gemiiss (4.14). (4.17)

Es gilt
— 1 —
Yy = Wéa(f) (wegen (4.16) und Satz [4.7|(ii), Linearitét)
T/a

VL) (vegen (ETD)

= \/ﬂwé (wegen (4.16)). (4.18)

Bis auf den Faktor /27 ist die Fouriertransformierte der L?-normierten a-reskalierten
GauB-Funktion also gegeben durch die L?-normierte L—ll—reskalierte GauB-Funktion.

e Die Zahl a entspricht der Breite der a-reskalierten Gaufl-Funktion ,. Genauer
gesagt, ist die Standardabweichung der Zufallsvariable x beziiglich der Wahr-
scheinlichkeitsdichte |¢,|* gegeben durch o, = \% Wenn a klein ist, dann ist

1, also schmal. Gemaéss (4.18) ist dann die Fouriertransformierte @/Z): = V2w
breit. Das heisst, die Standardabweichung von & beziiglich der Wahrscheinlich-

keitsdichte lqé‘;‘z, also o¢ = ﬁ, ist gross. Wenn umgekehrt a gross ist, dann ist
1, breit und @/Z); schmal.

e In der Quantenmechanik ist ¢, die (zeitunabhéngige) Wellenfunktion, die ein
Wellenpaket im Ortsraum beschreibt. Die Fouriertransformierte 1, stellt die Wel-
lenfunktion im Impulsraum daﬂ. Ein schmales 1), entspricht einem rdumlich

"his auf einen Faktor \/2175 und einen Koordinatenwechsel von k& = £ zu p = kh. Hierbei ist

ha1.1-1073*Js das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum.
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lokalisierten Wellenpaket. Ein solches Wellenpaket ist im Impulsraum breit ver-
teilt. Umgekehrt ist ein im Ortsraum breit verteiltes Gauflsches Wellenpaket im
Impulsraum lokalisiert. Das widerspiegelt die Heisenbergsche Unschdrferelation,
die besagt, dass

%%Z?
wobei o, die Standardabweichung des Ortes, o, die Standardabweichung des Im-
pulses und A das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum ist. (Siehe die Vorle-
sung Physics II fiir ITET.) Fiir die L?>-normierte und a-reskalierte Gau-Funktion
1, ist die Heisenbergsche Unschérferelation scharf, d. h., fiir ¢, gilt die Gleichheit
Ox0p = g Fiir ¢, gilt ndmlich o, = 12, op = % Wir verwenden hierbei, dass
op = hoy, wobei oy, die Standardabweichung des eindimensionalen Wellenvektors

k = & beziiglich der Wahrscheinlichkeitsdichte @2\%‘2 ist.

4.2 Die Fourier-Ricktransformation

Sei g € L} (R,C). Das bedeutet, dass g : R — C eine absolut integrierbare (und
stiickweise stetige) Funktion ist. (Siehe Definition |4.3])

Definition 4.9 (Fourier-Riicktransformierte, Fourier-Riicktransformation). Wir defi-
nieren die Fourier-Riicktransformierte von g (oder inverse Fourier-Transformierte von
g) als die Funktion §: R — C, gegeben durch das uneigentliche Integral

5(z) =~ / " gle)etde, (4.19)

:% N

Wir definieren die Fourier-Riicktransformation (oder inverse Fourier-Transformation)
als die Abbildung

F* LIIDC(]R, C) — {Funktion von R nach (C}, F*(g) :=g.

Bemerkungen 4.10. [Fourier-Riicktransformation]

(i) Aus unserer Annahme, dass g absolut integrierbar ist, folgt, dass die Funkti-
on ge'™ uneigentlich integrierbar ist. Daher ist das uneigentliche Integral ([4.19)
wohldefiniert, d. h. sinnvoll.

(ii) Fir jede komplexe Zahl z = x + iy schreiben wir Z = x — iy fiir die komplex
Konjugierte von z. Fiir jede Funktion g € LéC(R, C) gilt, dass

. (4.20)

Q)

. = L1
Filg)=5-F(@9), dh g=-
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(Uberpriifen Sie das!) Daraus folgt, dass fiir jede Funktion h € LéC(R, C) gilt,
dass

~

h =2m
(Dabei verwenden wir (4.20) mit g := h.

Satz 4.11 (Fourier-Riicktransformationsformel). Sei f : R — C eine stetige, absolut
integrierbare Funktion, sodass f absolut integrierbar ist. Dann gilt, dass

S

. (4.21)

FEM=T=1

Beweis: [Fol92, The Fourier Inversion Theorem, p. 218].

Beispiel. [Fourier-Riicktransformationsformel] Sei o < 0 eine reelle Zahl. Wir definie-

ren
20

floR=C,  fla)=eV,  g(&):= TaZie

Die Fouriertransformierte von g ist gegeben durch

?\ (wegen Beispiel [4.6{(i))

R

= 27‘(‘7 (wegen Bemerkung , mit h = ]?)

g

= 2#? (weil f: g reelle Werte annimmt)
=2rf  (wegen Satz [£.11])
=2nf (weil f reelle Werte annimmt),

d. h. G(x) = el

Wir haben daher die Fourier-Transformierte der Funktion g berechnet, ohne ein In-
tegral zu berechnen. (Dabei haben wir verwendet, dass f = ¢g. Um f zu bestimmen,
hatten wir in Beispiel ein Integral berechnet.)

4.3 Anwendungen der Fouriertransformation:
Wirmeleitungsgleichung auf R ohne
periodische Bedingung, lineare
Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt 16sen wir das Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung
auf R (ohne periodische Bedingung). Die Losung ist durch die rdumliche Faltung des



120 KAPITEL 4. FOURIERTRANSFORMATION

Wirmeleitungskerns mit der Anfangsfunktion gegeben. Das ist die Aussage des Satzes
4.13] (Siehe unten.) Um diesen Satz zu formulieren, bendtigen wir also die folgende
Definition.

Definition 4.12 (Wirmeleitungskern). Wir definieren den Wirmeleitungskern als die
Funktion

_a?
e 4t

20/t

Bemerkung. Der Wirmeleitungskern K 1ost die Warmeleitungsgleichung u; = uy,.
Siehe Ubungsserie 6.

K:(0,00) x R — R, K(t,x) = (4.22)

Satz 4.13 (Wirmeleitungsgleichung auf R (ohne periodische Bedingung)). Sei v :
R — R eine stickweise stetige Funktion, sodass es fiir jedes € > 0 eine Konstante
C. > 0 gibt, sodass

lv(z)] < Cee™™, Vo € R. (4.23)

Wir definieren
u:(0,00) x R — R, u(t,z) == / K(t,z —y)v(y)dy. (4.24)
Die folgenden Aussagen sind wahr:
(i) Die Funktion u ist wohldefiniert, d. h., das uneigentliche Integral in (4.24) exi-
stiert.
(ii) Die Funktion u ist glatt, d. h. beliebig oft stetig partiell differenzierbar.

(i1i) Die Funktion lost das Anfangswertproblem fir die Warmeleitungsgleichung

Up = Ugy auf dem Gebiet (0,00) x R, (4.25)
u(t,y) — v(x) fir (t,y) = (0,z), fir jede Stetigkeitsstell™] = von v.  (4.26)

(iv) (Eindeutigkeit der Liosung) Wir nehmen jetzt an, dass v stetig ist. Sei T > 0
und u : (0,7] x R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die das

Anfangswertproblem fiir die WLG lost. Wir nehmen an, dass es reelle
Zahlen a,C' > 0 gibt, sodass

u(t, z)| < Ce™, fir alle t € (0,T], x € R. (4.27)

Dann gilt
u(t,z) =u(t,z), Vvte (0,7],zeR.

12Das ist ein Punkt = € R, in dem v stetig ist.
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Bemerkungen. [Wirmeleitungsgleichung auf R, Eindeutigkeit der Losung]

e Wegen sind die partiellen Ableitungen u;, u,, und damit die Aussage (4.25))

sinnvoll.

e (iv): Die Funktion u (gegeben durch (4.24))) eriillt die Bedingung (4.27). Die
Bedingung bedeutet, dass u(t,z) fiir + — 400 nicht zu stark wichst. Teil

des obigen Satzes besagt, dass u die einzige Losung des Anfangswertproblems fiir
die WLG (4.25)4.26)) ist, welche diese Bedingung erfiillt.

Wir betrachten ein physikalisches System, das durch die WLG auf R (ohne periodi-
sche Bedingungen) beschrieben werden kann, zum Beispiel die Temperaturverteilung
in einem diinnen unendlich langen Metallstab oder Diffusion in einem diinnen un-
endlich langen geraden Behilter. Satz impliziert dann, dass die Zeitentwicklung
des Systems vollstindig durch die Anfangsbedingung festgelegt wird. Mit Hilfe die-
ses Satzes erreichen wir also folgendes Ziel der Physik fiir Phédnomene, die durch die
Wairmeleitungsgleichung auf R beschrieben werden koénnen:

Ziel. Bestimme die zukiinftige Entwicklung eines physikalischen Systems in Abhdngigkeit
vom gegenwdrtigen Zustand des Systems.

Satz liefert also eine deterministische Beschreibung von Wirmeleitungs- und Dif-
fusionsprozessen.

Bemerkung. Das ist analog zur Tatsache, dass Satz (d’Alembertsche Formel)
eine deterministische Beschreibung ebener Wellen und Satz [3.22] eine deterministische
Beschreibung des Warmeleitungsprozesses in einem diinnen Metallring liefert.

Beispiele. [Warmeleitungsgleichung auf R]

e Wir betrachten die Anfangsfunktion
-1, firxz <0,
v:=sign: R — R, sign(z) :=¢ 0  fiirxz =0,
1, firz>0.

Diese Funktion ist stiickweise stetig. Wir iiberpriifen die Voraussetzung ({4.23]).
Sei € > 0. Wir setzen C. := 1. Es gilt

w(z)] <1< Cef™, vzeR
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Die Voraussetzung ({4 ist also erfiillt. Es gelten daher die Aussagen (fitiv)) des
Satzes .13 Seien t > 0 und = € R. Gemiss Satz [£.13] 16st daher die Funktion u
wie in (4.24]) das Anfangswertproblem ({4.254.26) fiir die WLG. Wir berechnen

_(@—y)?

u(t, x) 2\/_ a — sign(y)dy

= \/_(I_ +1,), (4.28)

0 o y [e.@] o y2
I = —/ T ::/ -S4y,
—00 0

Mit Hilfe der Substitution z := % erhalten wir y = = — 2V/tz, dy = —2v/tdz
und

x

[:—/N #(—2v/t)dz

o0

- / e 7 2/tdz. (4.29)

2V

Mit Hilfe der Substitution z := Y=£ erhalten wir y = = + 2v/tz, dy = 2v/tdz und

2\/

I, = / e 7 2V/1dz.

2Vt

Indem wir das mit (4.284.29)) kombinieren, erhalten wir

1 2%/? 2 T
u(t,r) = — ezdz:erf(—>,

wobei die Gaufische Fehlerfunktion erf : R — R E definiert ist durch

erf(x) : / v dy.
R

13Die Notation erf ist eine Abkiirzung von error function.
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Die folgende Rechnung zeigt, dass diese Funktion u tatséchlich die WLG 16st:

uy, = erf’ (i) (__x )
' 2Vt 2.9t3

_ e (4.30)

e x ( Qx)
Ugey = T
2Vt \ 4t
= uy (wegen (4.30))).
Wir zeigen jetzt, dass u tatséchlich die Anfangsbedingung (4.26)) 16st. Fiir jedes

x > 0 haben wir

Yo i (t,y) = (0,x)

2Vt
und daher

u(t,y) = erf (2%/{) — % /000 e Vdy=1= sign(z) = v(z) fir (¢,y) — (0, z).

Ein analoges Argument zeigt, dass fiir x < 0 ebenfalls gilt, dass
u(t,y) — v(x) fir (t,y) — (0,z).
Die Funktion u erfiillt also die Anfangsbedingung .
e Wir betrachten die Anfangsfunktion

v:i=exp:R—>R, v(x) = €.

Wir iiberpriifen, dass v die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Die Funktion
v ist stetig. Sei € > 0. Wir setzen

C. := max {6571, 1} .
Sei z € R. Falls ¢! < 2, dann haben wir z < ez? und darum

lv(z)] = e* < e < Ce™
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Falls 0 < 2 < ¢!, dann gilt
w(z)| = e" < e < C. < Ce™
(Wir haben verwendet, dass 1 < 6”2.) Falls z < 0, dann haben wir
lv(z)] = e* <1< Ce™.

Die Voraussetzung (4.23) ist also in jedem Fall erfiillt. Es gelten daher die Aus-

sagen (fifiv)) des Satzes|4.13 Seien ¢ > 0 und = € R. Gemiiss der Formel (4.24)) ist
die Losung u des Anfangswertproblems fiir die WLG (4.25[4.26]) im Punkt (¢, x)

gegeben durch

u(t,z) = K(t,x —y)eYdy
1 o (z—y)

2
= e~ At Yy, (4.31)

Wir verwenden die Substitution

y— (x+2t) or
z = =2z +x+ 2t, dy = V2tdz.
o Y Y

Wir erhalten

(z —y)? 2
> I - t
" +vy 5 + x4+t
&0 7(1*9)24» o ,£+x+t
e a Ydy = e 2 V2tdz

= 2/ mte® T,

22
(Wir haben verwendet, dass ffooo e~ 2dz = v/27. Das kann mit Hilfe eines zwei-
dimensionalen Integrals und Substitution gezeigt werden.) Indem wir das mit
(4.31]) kombinieren, erhalten wir

u(t,z) = et

Die folgende Rechnungen zeigen, dass diese Funktion w tatséchlich die WLG 16st:

ug(t, x) = "1,
ug(t, z) = e,
also  Ugy(t,z) = et

= uy(t, ).

Die Funktion wu erfiillt tatséchlich die Anfangsbedingung (4.26]), da fiir jeden
Punkt x € R gilt:

u(t,y) = ¥ — "t = y(x) fur (t,y) — (0, z).
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Beweis von Satz [4.13; Aussagen folgen aus Argumenten analog zu [Fol99,
Exercise 44, p. 276].

(iii): Es gilt, dass
dyu 8t/ K(t,z —y)v(y)dy  (wegen (4.24))
~ [ o= ety

(Das folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz (Masstheorie).)

~ [ K- gty
(wegen einer Aufgabe aus Ubungsserie 6 (Wirmeleitungskern))

=02 / K(t,z —y)v(y)dy (Satz von Lebesgue tiber dominierte Konvergenz.)
— 32

Also 16st u die WLG. Das beweist ({i).
(iv): [Eval0, Theorem 7, p. 59].
Das beweist Satz 413 [

Bemerkungen 4.14. [Wérmeleitungskern, Normalverteilung, Losung der WLG als
gewichtetes Mittel, Anfangsbedingung, asymptotisches Verhalten, “4-Funktion”]

(i) (Wérmeleitungskern, Normalverteilung) Der Warmeleitungskern K (gegeben durch

2
[@.22)) ist die GauBfunktion f(y) := e~z mit reskaliertem Argument y = T

die wir mittels des Faktors ﬁ auch noch so normieren, dass

/00 K(t,x)dx = 1. (4.32)

T

Das folgt mittels der Substitution y = Tor Aus der Tatsache

/e_%dy = V2m.

(Rechnen Sie nach, dass (4.32)) gilt!) Fiir ein festes ¢ > 0 ist die Funktion K (¢, -)
die Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung mit Mittelwert ¢ = 0 und
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Standardabweichung o := /2t. Die Wendepunkte der Funktion K (t,+) befinden
sich an den Stellen +0 = ++/2t.

(Losung der Warmeleitungsgleichung auf R, gewichtetes Mittel) Geméss der For-
mel (4.24) wird die Losung des Anfangswertproblems fiir die WLG fiir ¢ > 0
gegeben durch

uts) = [ T Kt e — y)oly)dy = / T Kty - 2)o(y)dy. (4.33)

(Wir haben hierbei verwendet, dass K (t,+) eine gerade Funktion ist.) Daher wird
u(t,z) also durch das gewichtete Mittel der Funktion v verschoben um z, mit
Gewichtungsfaktor K, gegeben. (Wir zentrieren den Gewichtsfaktor also bei x.)

(Anfangsbedingung, asymptotisches Verhalten fir ¢ | 0) Wir nehmen an, dass v
stetig ist. Geméss (4.26)) (Aussage des Satzes[4.13)) gilt dann fiir jedes z € R,

dass
u(t,z) J v(z) fir t | 0. (4.34)

Heuristische Erklarung dafiir: Wenn ¢ > 0 kleiner wird, wird der Graph der
Funktion K; immer “schmaler”. Fiir ¢ | 0 konvergiert K; heuristisch gegen die
“0-Funktion”. Diese Funktion ist iiberall gleich 0 ist, ausser im Punkt 0, wo
sie “gleich co” ist. Ihr Integral ist gleich 1. (Eine solche Funktion gibt es nur
heuristisch, nicht mathematisch prazise.)ﬁ Gemiss Bemerkung ergibt die
Formel im Limes ¢t | 0 heuristisch das “Mittel von v mit Gewichtsfaktor
gegeben durch die um x verschobene d-Funktion”. Dieses “Mittel” ist gerade der

Wert von v im Punkt z. D. h. | die Bedingung (4.34]) ist erfiillt.

(asymptotisches Verhalten fiir ¢ — oo) Auf der anderen Seite wird der Graph der
Funktion K (t,+) immer “breiter”, je grosser t wird. Fiir grosses t ist die Funktion
auf einem grossen Intervall um 0 fast konstant. Mit Hilfe von folgt daraus,
dass K(t,z) fir t — oo gegen den Mittelwert der Funktion v konvergiert, falls
dieser Mittelwert wohldefiniert ist. Das bedeutet, dass sich Unterschiede in der
Temperaturverteilung schliesslich ausgleichen. Das ist analog zum asymptotischen
Verhalten der WLG mit periodischer Bedingung. (Siche Bemerkung auf Seite
100})

1Es gibt jedoch die §-Distribution. Das ist ein wohldefiniertes mathematisches Objekt mit Ei-
genschaften, die den hier beschriebenen Eigenschaften der “j-Funktion” entsprechen. Es handelt sich
jedoch nicht um eine Funktion. Die Theorie der Distributionen wird im mathematischen Gebiet Funk-
tionalanalysis behandelt. Distributionen spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der partiellen Dif-
ferentialgleichungen.
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(v) Fiir die WLG auf R ohne periodische Bedingungen gelten auch zu @ (S.
analoge Aussagen (Glattheit der Losung, unendliche Ausbreitungsgeschwindig-
keit, Irreversibilitéit). Insbesondere wird also ein Wérmesignal, das zum Zeit-
punkt ¢ = 0 an einem Punkt z ausgesendet wird, sofort (fiir ¢ > 0) iiberall
empfangen. Um das zu verstehen, nehmen wir an, dass das Signal zum Zeitpunkt
t = 0 durch die “0-Funktion” gegeben ist. Die Losung der WLG mit dieser An-
fangsbedingung ist durch den Warmeleitungskern K gegeben. Dieser Kern ist
sofort (fiir jedes ¢ > 0) iiberall ungleich 0. Das Signal breitet sich also unend-
lich schnell aus. Das ist physikalisch unmoglich, da geméiss der speziellen Relati-
vitatstheorie keine Information schneller als das Licht {ibertragen werden kann.
Die Warmeleitungsgleichung beschreibt reale Prozesse daher nur ndherungsweise.

Teil des Satzes besagt, dass die Funktion u, gegeben durch die Formel ,
das Anfangswertproblem fiir die Wéarmeleitungsgleichung 16st. Der obige
Beweis davon beruht auf einer direkten Rechnung. Wenn v absolut integrierbar ist,
dann folgt das auch mittels Fouriertransformation, ndmlich folgendermassen. Wir brau-
chen dazu die folgende Definition.

Definition 4.15 (Faltung). Seien f,g: R — C stiickweise stetige Funktionen, sodass
fiir jedes x € R die Funktion

R>y— flr—y)gly) €C (4.35)

uneigentlich integrierbar ist. Wir definieren die Faltung von f und ¢ als die Funktion
froR5C (Frp) = [ fe- o (4.36)

Bemerkung. [Faltung] Weil die Funktion (4.35]) uneigentlich integrierbar ist, ist die
rechte Seite von (4.36)) wohldefiniert.

Satz 4.16 (Faltung und Fouriertransformation). Seien f,g : R — C stickweise ste-
tige Funktionen, sodass f beschrc’inkﬁ und g absolut integrierbar ist. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(i) Fiir jedes x € R ist die Funktion (4.35) absolut integrierbar.
(ii) Die Faltung f x g ist stetig und beschrdinkt.
(11i) Falls f auch absolut integrierbar ist, dann ist f x g absolut integrierbar und

fx9=13.
15Das bedeutet, dass es eine Konstante C' > 0, sodass |f(z)| < C, fiir jedes z € R.
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Bemerkungen. [Faltung und Fouriertransformation)]

e (ii): Wegen (f]) ist fiir jedes « € R die Funktion (4.35]) uneigentlich integrierbar.
Die Faltung f * g ist daher sinnvoll.

o (liii): Wegen ist fx*g stetig und daher stiickweise stetig. Daher ist die Aussage,
dass f * g absolut integrierbar ist, sinnvoll.

e Aussage bedeutet, dass die Fouriertransformation die Faltung in das gewohnliche
Produkt zweier Funktionen {ibersetzt.

Beweis des Satzes : : Das folgt aus einem elementaren Argument.
: Siehe [Sch05, 14.8 Theorem (ii), p. 139].

(iii): Siehe [AEQY, 9.16 Theorem, p. 218].

Das beweist den Satz 116 [

Alternativer Beweis des Satzes [4.13|(iii), falls v absolut integrierbar ist%} Sei
v : R — C eine absolut integrierbare stiickweise stetige Funktion. Wir definieren u
wie in (4.24). Wir zeigen, dass u die Warmeleitungsgleichung 16st. Sei ¢ € (0, 00). Wir
schreiben

u' = u(t,), K':= K(t,-).
Wegen (4.24}4.36]) ist u* durch die Faltung
u' =K' xv (4.37)

gegeben. Die Funktion K* ist beschrinkt und absolut integrierbar. Wegen unserer An-
nahme, dass v absolut integrierbar ist, konnen wir darum den Satz anwenden.
Es gilt

ut = Ktxv (wegen (4.37))

— K% (wegen Satz [L.16|{)) (4.38)

16y braucht dann die Bedingung (4.23)) nicht zu erfiillen.
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und fiir jedes £ € R,

—iéx
e 4te dx
2\/ /

— _2 —iv/2tey . . . .
= e 2e d mittels der Substitution x = V2t
24/ 7t / Y ( y)

(f12m e ) (VIR
B V2r
= f(V/2t€) (wegen Beispiel [4.8] (4.14))

42
= %,

Kt(

Indem wir das in (4.38) einsetzen, erhalten wir

W) = e EB(E). (4.39)

Wegen unserer Annahme, dass v absolut integrierbar ist, haben wir

Dt () =0yl (€)

= — &ul(¢)
=(ut)" Satz [4.7(vi) zweimal angewendet)
= 0,0,u(8). (4.40)

Wegen Satz (Fourier-Riicktransformationsformel) folgt daraus, dass
O = 02, (4.41)

d. h., u 16st die WLG. Das schliesst den alternativen Beweis des Satzes ab. [

Bemerkungen. |alternativer Beweis des Satzes [4.13|(iil)]

e (Fouriermethode zur Losung einer PDG) Indem wir den alternativen Beweis des
Satzes in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen, finden wir eine heuri-
stische Methode, um eine lineare PDG mit konstanten Koeffizienten zu 16sen.
Dazu nehmen wir die rdumliche Fouriertransformierte der Gleichung7 die wir
l6sen mochten (in unserem Fall die Gleichung , Uy = Ug). Analog zu
- ) liefert das eine gewohnhche DG fiir die raurnhche Fouriertransformier-

e (in unserem Fall dut(g) §2ut(§)). Wir losen diese GDG (in unserem
Fall - Dann nehmen wir die rdumliche Fourier-Riicktransformation der
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Losung. Das ergibt eine Losung der gegebenen PDG (in unserem Fall )
Im Fall der Warmeleitungsgleichung ist diese Losung durch die Faltung des
Wirmeleitungskerns mit der Anfangsfunktion gegeben. Der Warmeleitungskern
ist %leich der Fourier-Riicktransformierten der reskalierten Gaufifunktion & +—
e,

Wir kénnen mit der Fouriermethode zum Beispiel die Wellengleichung 16sen.
Siehe Ubungsserie 8.

In Bemerkung haben wir die WLG mit periodischen Bedingungen umge-
schrieben als ein System von GDG fiir die rdumlichen Fourierkoeffizienten. Jenes
Argument ist analog zum alternativen Beweis des Satzes [4.13](iii).
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Laplace- und Poissongleichung

Der Laplace-Operator A (auf R™) ist gegeben durch

Au = Z@QU = Z oz, 8%1

Wie in der ersten Vorlesung erwahnt, ist die Poisson-Gleichung (oder inhomogene
Laplace-Gleichung gegeben durch

Au = f, (5.1)

wobei f : R™ — R eine Funktion (die Inhomogenitit) ist. Die Poissongleichung
ist der Prototyp einer elliptischen linearen PDG zweiter Ordnung. Diese PDG tritt in
der Physik und Chemie bei zeitunabhéingigen Phdnomenen auf. In der Elektrostatik
erfiillt zum Beispiel das elektrostatische Potential u die Poisson-Gleichung

Au = —ﬁ,
€0

wobei p die Ladungsdichte und ¢y die elektrische Feldkonstante istE] Im Fall f =0
wird die Poissongleichung zur (homogenen) Laplace-Gleichung

Au = 0. (5.2)

Diese PDG beschreibt in der Physik und Chemie oft Gleichgewichtszustinde, zum
Beispiel den Gleichgewichtszustand einer diffundierenden chemischen Substanz. Die
gesuchte Funktion u ist dann die Stoffmengenkonzentration. Wie wir zu Beginn dieser
Vorlesung gesehen haben, beschreibt die Diffusionsgleichung (oder Wirmeleitungsgleichung)

u = alAu (5.3)

Der Faktor 6— ist eine Konventionssache. Wir konnen diesen Faktor loswerden, indem wir ihn in
p absorbieren, also p umdefinieren.

131
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namlich eine zeitlich sich &ndernde Stoffmengenkonzentration u. Die Konzentration ist
genau dann im Gleichgewicht, wenn sie zeitlich konstant ist, d. h. wenn v, = 0. In
diesem Fall wird die Diffusionsgleichung (5.3) zur Laplacegleichung (12) ]

Wie wir gesehen haben, brauchen wir fiir die vollstdndige Beschreibung eines physika-
lischen oder chemischen Systems zusétzlich zur PDG auch noch Anfangs- oder Rand-
bedingungen. Dadurch wird die Losung in guten Féllen eindeutig festgelegt. Im Falle
der Warmeleitungsgleichung auf einem Intervall ist die Losung zum Beispiel eindeutig
festgelegt, wenn wir Dirichlet-Randbedingungen und eine Anfangsbedingung stellen.
Das folgt aus dem Satz

Bemerkungen. e Statt der Randbedingungen kénnen wir bei der WLG eine pe-
riodische Bedingung stellen, sowie wir das in Satz [3.22] getan haben. Gemiss
diesem Satz gibt es ndmlich eine eindeutige Losung der WLG mit Anfangsbedin-
gung und periodischer Bedingung.

e Eine andere Moglichkeit im Fall des rdumlichen Gebietes R ist die Bedingung,
dass die Funktion asymptotisch nicht zu stark wéchst, wenn wir in R nach 400
gehen. Gemaiss Satz gibt es ndamlich eine eindeutige Losung der WLG, die
diese asymptotische Bedingung und eine Anfangsbedingung erfiillt.

Da die Laplacegleichung zeitunabhéngig ist, ist eine Anfangsbedingung nicht sinnvoll.
Da sie aus der Warmeleitungsgleichung entsteht, indem wir zeitlich konstante Funk-
tionen betrachten, ist es geméss den obigen Bemerkungen naheliegend, dass es eine
eindeutige Losung der Laplacegleichung mit Dirichlet-Randbedingungen gibt. Das ist
fiir ein gutes beschrianktes Gebiet U in R™ tatsédchlich der Fall, d. h., das Dirichlet-
Problem fiir die Laplacegleichung
Au=f auf U,
u=yg auf dem Rand 0U von U

besitzt eine eindeutige Losung u. Wir werden dies zum Beispiel im homogenen Fall
f = 0 fiir die U gegeben durch die Kreisscheibe sehen und eine Losungsformel fiir «
kennenlernen (die Poissonformel).

5.1 Die Poissonformel fiir die Losung des
Dirichletproblems fiir die Laplacegleichung auf
der Kreisscheibe

Sein,pe N, U CR" und u € C*(U,RP).

2Dabei fassen wir u als eine Funktion nur der Ortsvariablen x1,...,z, auf. Das ist moglich, wenn
u zeitlich konstant ist.
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Definition 5.1 (Harmonizitéit). Wir nennen u harmonisch g. d. w. Au = 0[]

Beispiele. Die folgenden Funktionen sind harmonisch (siche Ubungsserie 8):

log ||z||, falls n = 2,
oty = { 22l

P RU\{0} = R, |2, falls n > 3.

Bemerkung: Bis auf eine multiplikative Konstante ist ¢ die sogenannte Funda-
mentallosung (oder Grundlisung) der Laplacegleichung.

e jede holomorphe Funktion u: U C C=R? - C (Fall n = p = 2)

Beispiel dafiir: komplexes Polynom

Wir definieren die offene Einheitskreisscheibe als die Menge
B? := B}(0) := {(z,y) e R? |2 +¢y* < 1}.
Wir definieren den Rand von B? als den Kreis, also die Menge
OB* = {(z,y) € R?|2? +¢y* = 1}.

Sei g : B? — R eine stetige Funktion. Das Dirichlet-Randwertproblem fiir die homo-
gene Laplacegleichung ist gegeben durch

Au =ty +uy, =0  (auf B?) (5.4)

w(z,y) = g(zo,y0) fiir (z,y) = (2o, %), ¥(z0, y0) € OB, (5.5)

Um dieses Problem zu l6sen, definieren wir den Poissonkern fiir die Einheitskreisscheibe
als die Funktion

1 1—7r?
211 —2rcosg 412

K:[0,1) xR =R, K(r, ) :
Wir definieren die Funktionen

2
v:[0,1) xR =R, v(r, ) ::/0 K(r,gp — ¢)g(cos¢,sin¢)dw,

1_p2 27 g(cosw Sin¢)
:B? > R = - 7
u ,u(z,y) = o(rp) o /0 1 —2rcos(p — ) + 12

wobei  (z,y) = r(cosp,sinp).

dy, (5.6)

3Das bedeutet, dass Au; = 0 fiir jedes i € {1,...,n}.
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Satz 5.2 (Laplacegleichung auf der Kreisscheibe mit Dirichlet-Randbedingung, Pois-
sonformel). Die folgenden Aussagen gelten.

(i) Die Funktion u ist glatt, d. h. beliebig oft stetig partiell differenzierbar.
(ii) w lost das Dirichlet-Randwertproblem fiir die homogene Laplacegleichung .

(iii) [Eindeutigkeit der Losung] Sei u : B> — R eine zweimal stetig partiell differen-
zierbare Lésung des Dirichlet- Randwertproblems . Dann gilt

u = 1u.

Beweis: ({lfii): [Eval0, Theorem 15, p. 41]
folgt aus dem unten formulierten Maximumprinzip. Siehe Ubungsserie 9.

Bemerkungen. e (5.5)) ist eine Randbedingung fiir w. (w ist nur in der offenen
Kreisscheibe definiert, nicht auf dem Rand 9B2.)

e Teil des obigen Satzes besagt, dass u die einzige Losung des Dirichlet-
Randwertproblems ist. Das bedeutet, dass dieses Randwertproblem Phénomene,
die durch die Laplacegleichung beschrieben werden, vollstdndig beschreibt. Ein
Beispiel eines solchen Phénomens ist ein Gleichgewichtszustand einer diffundie-
renden chemischen Substanz. Ein anderes Beispiel ist das elektrostatische Poten-
tial im Vakuum (also ohne Ladungen).

Frage. Wie kommt man auf die Lisungsformel (5.6)) ?

Wir werden diese Frage jetzt beantworten, indem wir die Formel auf eine heuristische
Weise “herleiten”.

Bemerkungen. e Die “Herleitung” verwendet die Fourierreihe einer periodischen
Funktion. Sie liefert eine heuristische Methode, um Formeln fiir die Losungen
von Differentialgleichungen zu finden.

e Diese Herleitung beweist nicht, dass die Formel die das Dirichletproblem fiir die
Laplacegleichung auch tatséchlich 16st. Das muss man separat iiberpriifen.

Heuristische “Herleitung” der Losungsformel (5.6): Wir nehmen an, dass u
das Dirichlet-Randwertproblem 16st. Wir definieren die Polar-Kartesisch-
Transformation

W (0,00) x R — R? U(r, ) :=r(cosp,sinp) (5.7)
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und die Funktion
v:i=uoW:(0,00) x R—R, v(r, ) = u(P(r,¢)).

(Wir kénnen v als die Funktion u in Polarkoordinaten auffassen.) Wir haben

Uy + —Up + —v
r r2 v

= (Au) o ¥ (gemiss Ubungsserie 8, Laplaceoperator fiir R? in Polarkoordinaten)
(5.8)

=0 (wegen (5.4)), (5.9)

v(r, o) =u (r(cosg,sinp))

— h(ip0) := g( cos po,sin o) fiir (r, ) = (1,0), Vo € R (wegen der (5.5)).
(5.10)

Wir verwenden nun die Methode der Trennung der Variablen und machen zunéchst
den Produktansatz fiir v. Wir nehmen also an, dass v die folgende Form hatﬂ :

v(r, @) = R(r)®(p). (5.11)
Aus (5.9) folgt, dass
/! 1 / 1 "
R'®+-R®+ - RP" =0,
r r
R
dh rP—tr—=——=A\ (5.12)

Da die linke Seite nicht von ¢ und die rechte Seite nicht von r abhéngt, ist A eine
Konstante. ® 16st also die Gleichung

" = —\O. (5.13)

Das ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir . Wir be-
trachten den Fall A # 0. Wie Sie in Analysis 2 gelernt haben, ist die allgemeine Losung
der GDG (j5.13) dann eine Linearkombination der Funktionen

B(p) = VI, (5.14)

Gemaiss (5.7)) gilt
U(r,p+2m) = ¥(r,p), Vo

4Spiter suchen wir nach einer Losung, die eine unendliche Linearkombination solcher Produkte
ist.
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Wegen v = u o U gilt, dass
v(r, v+ 27r) = o(r, p), Y.
Da v(r,¢) = R(r)®(p), gilt also, dass
O +2m) = P(p), V.

Wegen (5.14) folgt daraus, dass k := v/A # 0 eine ganze Zahl ist. (Insbesondere ist
A > 0.) Die Gleichung (5.12)) lautet

R’ +rR = k*R. (5.15)

Wir machen den Potenzansatz R(r) := r®. Diese Funktion 16st die GDG ([5.15]) genau
dann, wenn o = £k, also

R(r) = r* oder r™*, (5.16)

Wir betrachten jetzt den Fall A = 0. Wie Sie in Analysis 2 gelernt haben, ist die
allgemeine Losung der GDG ((5.13)) dann eine Linearkombination der Funktionen

o =1, D(p) := .

Die Funktion ®(¢) = ¢ ist nicht 27-periodisch und scheidet daher aus. Die allgemeine
Losung der GDG ist im betrachteten Fall A = 0 eine Linearkombination der
Funktionen

R=1, R(r) :=logr.

Zusammenfassend haben wir zu jedem k € Z zwei (linear unabhéingige) Losungen der
PDG (5.9) der Form ({5.11]), ndmlich:

rhetke  rkeike  falls k £ 0,

v(r @) = { 1, log(r), falls k = 0.

Wir suchen jetzt eine Losung der PDG , die eine unendliche Linearkombination
dieser Losungen ist. Fiir k > 0 ist nur die Lésung v(r, ) = r*e?*? wohldefiniert und
stetig bei r = 0, da dann 7% fiir » — 0 divergiert. Fiir £ < 0 ist nur die Losung
v(r, ) = r~*e™** wohldefiniert und stetig bei r = 0, da dann 7* fiir » — 0 divergiert.
Fiir £ = 0 ist nur die Losung v = 1 wohldefiniert und stetig bei » = 0, da logr fiir
r — 0 divergiert. Die stetigen Losungen sind also gegeben durch

; keike  falls k>0
— k| ik ree o alls £ =2 U,
v(r, @) = ri¥le { r—keite falls k < 0.

(Im Fall k& = 0 ist r*¢?*% = 1.) Wir suchen daher eine Lésung der PDG (5.9) der Form

v(r,p) = Z cprlflethe. (5.17)
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Aus der Randbedingung (5.10)) folgt, dass

Z cre’®P0 = h(yy), Yoo € R.

k=—0o0

Das bedeutet, dass
1 2w

o = hy = o [ h)e iy, (5.18)
0

der k-te Fourierkoeffizient von h. Aus (5.17)) folgt daher, dass

w0 = 3 (o [ hwge ) et
, o /. e v ) r'fle

k=—00

27 00
— QL h(y) Z leleik(wfw)dw (da e~k gikp eik(sofw))
TJo k=—o00
1 2T

=5 h¥) <1 + g;zk + izf> dip, (5.19)

0

wobei '
z = el ) (5.20)

und wir verwendet haben, dass zZ = re~"*~%). (¢ spielt die Rolle des Index —k.) Wie
Sie in Analysis 1 gesehen haben, gilt fiir die geometrische Reihe fiir |z| = r < 1, dass

1 z

k k

_ 1 — )

E z =1 also E z 1—>
k=0 k=1

Durch Erweitern der Briiche erhalten wir

1+izk+§:§£: (1-2)(1-2)+2(1—2)+2(1 —2)

(1—-2)(1-7)
_ 1|z
~1—2Re(2) + |22
1—r?
1 —2rcos(p — 1) + r?

(wobei Re den Realteil bezeichnet)

(wegen (5.20)).

Indem wir das in (5.19) einsetzen und h(y)) = g( cos 1, sin ¢) verwenden, erhalten wir

C1—r2 7 g(costp,sing)
v ¢) = 27 /0 1 —2rcos(p — ) + rzdw’

also die Losungsformel ((5.6)), wie gewiinscht.
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5.2 Losung des Dirichletproblems fiir die
Laplacegleichung auf der Kreisscheibe mittels
Fourierreihe

Wir betrachten das folgende Dirichlet-Randwertproblem fiir die Laplacegleichung

AU = Uy + Uy, =0 auf B? (5.21)
u(z,y) = g(z,y) = e fir (z,y) € oB2. (5.22)

Um dieses Problem zu 16sen, wechseln wir zu Polarkoordinaten. Wegen der Gleichheit
(5.8)) suchen wir also eine Losung v : [0,1) x R — R des Randwertproblems
1 1 i
vrr+;vr+ﬁv¢¢20 ir0<r<l1,pelR,
v(1, ) = h(p) := sin®(p), fir p € R.

Wie in (5.175.18) erhalten wir

v(r, o) = Z Tyer*letke. (5.23)

o= (“5)

e — 2 4 e 2w
—4
1 1, 1
— 5 o 162290 o _€—2up'

Aus dieser Darstellung von h kénnen wir die Fourierkoeffizienten von h ablesen. Diese
sind:
o=t =t ha=—t hu=0, falls k£ 0,42
2’ 4’ 4’ ' ’
(Das folgt aus dem Beispiel ) Mittels erhalten wir also
L1 g0 1,

v(r, ) = 51 1" e %, (5.24)

Wir haben

<e2i<p + 6721‘@) — COS(QQD) = COS2 ©— sin2 ©.

NO| —

(z,y) = r(cosp,sinyp),
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Daher erhalten wir aus (5.24) in Standardkoordinaten (kartesischen Koordinaten)

u(@,y) = v(r, ¢)

1 1

=5- 57’2 cos(2¢p)
1

=3 (1 — 1% cos? p + r?sin? <p)
1

Diese Funktion 16st das Dirichlet-Randwertproblem ([5.21]}5.22) tatséchlich, da

1 1
Au = 5(—2—1-2) =0, u(z,y) = 5

5.3 Dirichletproblems fiir die Laplacegleichung auf
einem Quadrat, unendliche Superposition

Wir betrachten das offene Quadrat U := (0,7) x (0,7) und schreiben 9U fiir den
Rand von U. Wir betrachten eine stetige Funktion g : O0U — R und das folgende
Dirichlet-Randwertproblem fiir die Laplacegleichung:

Au= Uz +uy=0 aufU (5.25)
u=g auf OU. (5.26)

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass g = 0 ist, ausser auf dem Teil des Rands
gegeben durch

[0, 7] x {7} = {(z,7) |z € [0,7]}.

Wir definieren

T gz, m), falls > 0,
h:[-mn] =R, h(z) = { g(—z.7), falls z < 0. (5.27)

Um eine Losung des Dirichletproblems (5.25}5.26) zu finden, nehmen wir an, dass u
dieses Problem 16st und die folgende Form hat:

u(w,y) =Y exun(e, y), (5.28)
ug(x,y) := sin(kz) sinh(ky). (5.29)

(sinh(t) := et’;_t ist der Sinus hyperbolicus.) Wir machen also den Ansatz, dass u eine

unendliche Superposition ist von Losungen der Laplacegleichung ist.

(2 +y* —2* + %) =7, falls (z,y) € 0B%, d. h., 2°+y* = 1.
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Bemerkung. In der Musterlésung zur Ubungsserie 9 (Laplacegleichung auf dem Qua-
drat) wird gezeigt, dass die Losung u des Dirichletproblems gegeben ist
durch ein Vielfaches von uy fiir ein bestimmtes k& € N, falls v ein Produkt der Form
u(z,y) = X (2)Y (y) ist. Das motiviert den Ansatz (5.28).

Wir bestimmen die Koeffizienten c;. Wir definieren die trigonometrischen Fourierkoef-
fizienten ay, by von h analog zu (3.153.16)) mit Periode P = 27, aber durch Integration
auf dem Intervall [—m, 7] ] also:

1 [" 2 ("
by :== —/ h(z)sin(kz)dz = —/ h(z) sin(kz)dz,
TJ T Jo
da der Integrand gerade ist. Fiir z € [0, 7] haben wir
h(xz) = u(z, ) (wegen der Randbedingung (5.26)))
= cpsinh(km)sin(kz)  (wegen (5:28/5.29)).
k=1
Mittels der Proposition (Fourierreihe in Kosinus-Sinus-Form) folgt daraus durch
Koeffizientenvergleich, dass
br = cx sinh(km),
cr = b
"7 sinh(km)’

Durch Einsetzen in (5.28]) folgt daraus, dass

d. h,,

u(z,y) = Z L)uk(x,y) (5.30)

sinh (k7
k=1

Diese Funktion 16st das Dirichletproblems (5.2505.26)). (Uberpriifen Sie das.)

Beispiel. [Dirichletproblem fiir die Laplacegleichung auf einem Quadrat] Wir betrach-
ten das Problem ([5.25/|5.26|) mit h wie in ((5.27)) gegeben durch

h(m):{x’ fir 0 <z < 7%,
m—ux, firj<z<m

Wir bestimmen die Losung u dieses Problems mittels (5.30). Dazu bestimmen wir
die trigonometrischen Fourierkoeffizienten b, von h. Dazu betrachten wir die Ein-
schrankung der Betragsfunktion auf das Intervall [—, 7), also die Funktion

fv: [—m,7) = R, f(m) = |zl

5h ist auf diesem Intervall definiert und kann 27-periodisch fortgesetzt werden.
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Wir definieren f als die (27-)periodische Fortsetzung dieser Funktion. Das ist die Zick-
zackfunktion, die wir in einer Aufgabe in Ubungsserie 6 (Fourierkoeffizienten, Fou-
rierreihenentwicklung der Zickzackfunktion) betrachtet haben. Gemiss der Losung zu
dieser Ubungsaufgabe sind die Fourierkoeffizienten der Funktion f gegeben durch

g, falls k = 0,
ﬁ =< 0, falls k& # 0 gerade ist,
2
———, falls k ungerade ist.
mk?
Fir xz € [—m, ] haben wir
Z Eke““ = h(x)
k=—o00
T T
=1 (e+3) -3
NP ™
= <Z fkeZk(x+2)> -3
k=—00
= fo— g + Zikﬁe“ﬂ (da €2 = i*),

Jo—35=0, falls £ =0,
P falls k # 0 gerade ist,
* L
P fr=——5
k2’

Wegen der Gleichheit (3.24]) gilt daher

=i (R~ i)

0, falls k gerade ist,
— 4kt

k2

falls k # 0 ungerade ist.

falls £ # 0 ungerade ist,

(5.31)

wobei wir verwendet haben, dass i =% = —i*  falls k ungerade ist. Gemiss (5.30)) erhalten

WIr

_4Z'k+1

u(w,y) = Z Smfj%uk(x, y) = Z TRZ S (k) sin(kz) sinh(ky).

k=1 k=1,...,00: k ungerade

Das ist die Losung des Dirichletproblems ([5.25[[5.26]).
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5.4 Mittelwertprinzip fiir harmonische Funktionen

Das Mittelwertprinzip besagt, dass eine harmonische Funktion auf einem Ball im Mit-
telpunkt des Balles den Mittelwert ihrer Randwertd’annimmt. Das ist die Aussage des
folgenden Satzes. Erinnerung an Analysis 1 und 2: Sei n € N, zy € R” und r € (0, c0).
Wir schreiben die euklidische Norm eines Vektors v € R™ als

[o]| :=

Wir definieren den offenen Ball (oder die offene (Voll-)Kugel) in R™ mit Mittelpunkt

xo und Radius r als die Menge
Bl (o) == {x € R" | ||z — x| <1}

und den abgeschlossenen Ball in R™ mit Mittelpunkt zy und Radius r als die Menge
B (x0) == {z e R" |||z — zo|| < r}.

Sei S C R™. Der Abschluss S ist die kleinste abgeschlossene Menge, die S enthiilt.

Das Innere S ist die Menge aller inneren Punkte x von S. (Das bedeutet, dass es ein
€ (0,00), sodass der Ball B'(x) in S enthalten ist.) Der Rand von S ist die Differenz

98 =S\ S,
Der Rand des Balles BJ'(xy) ist die (n — 1)-dimensionale Sphére (=Kugeloberflidche)
SN wo) == {z € R"| ||l — a0 =7}
Wir kiirzen ab:
B":=B"0), B':=B0), S"l:=5"10).

Sei M C R" eine kompakte C''-Untermannigfaltigkeit der Dimension d (mdglicherweise
mit Rand) und f : M — R stetig. Wir schreiben

/ f dA := Riemann-Integral von f (iiber M)
M

Voly(M) := / 1dA = d-dimensionales Volumen von M
M
= Vol, (B")

fodA
][ fdd:= Vol (M)

Damit meinen wir die Werte der Funktion auf dem Rand des Balles.
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Bemerkung 5.3. [Volumen der Bille und Sphéren] In Analysis 2 haben wir mit Hilfe
des Divergenzsatzes von Gaufl gezeigt, dass

Vol,_1(S" ') =nVol,(B") = nay,,  VneN.
Daraus folgt, dass

Vol,, (E:(xo)) = 1", (5.32)
Vol,—1 (S (z0)) = na,r™ ™! (5.33)
Zum Beispiel gilt
a; = Vol (B') = Linge des Intervalles B = =[-1,1] =2,
= Voly(B?) = Flicheninhalt der Einheitskreisscheibe B = T,
= Vol3(B*) = Volumen der dreidimensionalen Einheitskugel B = 4%,
Vol;(S') = Linge des Einheitskreises S' = 27 = 2V012(B ),
Voly(S?) = Flicheninhalt der zweidimensionalen Einheitssphire S* = 47 = 33 = 3 Vol

(5.34)

Satz 5.4 (Mittelwertprinzip). Sei u : B, (z¢) — R eine stetige Funktion, die auf
B"(z9) C? und harmonisch ist. Dann gilt

u(zg) = ]inl( )udA (5.35)

= ][ udz. (5.36)
By (w0)

Bemerkung. Die linke Seite dieser Gleichheit ist der Wert von u im Mittelpunkt des
Balles B:(xo). Der Ausdruck in der Mitte ist der Mittelwert von w iiber den Rand
OB, (x¢) = S"'(x0) des Balles. Die rechte Seite ist der Mittelwert von u iiber den Ball
B, (xo).

Im Beweis dieses Satzes werden wir Divergenzsatz von Gaufl verwenden, den wir in
Analysis 2 kennengelernt haben. Dieser Satz besagt das Folgende.

Satz 5.5_(Divergenzsatz von GauB). Seien U C R™ ein beschrinktes C*-Gebiet und
X € CYU,R"™) ein Vektorfeld. Dann ist das Integral der Divergenz von X iiber U
gleich dem Fluss von X durch den Rand von U, d. h.

/V.de: X -dA= [ X vdA, (5.37)
U oU,v oU

wobei v die nach aussen weisende Koorientierung (= Einheitsnormalvektorfeld) von

oU ist.

3

(B").
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Beweis des Satzes [5.4; (5.35): Wir definieren die Funktion

¢ :0,7] = R, o(s) = ][ udA.
S5 (wo)
Wir betrachten die Abbildung
.S — S (), O(2) := 2 + s2.
(Wir konnen diese Abbildung als eine Variablentransformation auffassen). Es gilt

/ fdA =s""! fo®(z)dA(z) fiir jedes stetige f : S" *(z¢) — R,
S (wo) gn-1

(5.38)
Vol,—1 (S77H(wg)) = "' Vol (S"71). (5.39)

(Uberpriifen Sie das!) Daraus folgt, dass

o(s) = ]inl( )udA = ]in_l u(zo + sz) dA(z). (5.40)

Sei s €]0, r[. Wir definieren

ve 1 ST (wmp) — R, vs(y) == y— %o

S

Es gilt

¢ (s) = %][ u(wo+ sz)dA(z)  (gemiss (5.40))
Sn—1

= Du(xg + sz)zdA(z) (ableiten unter dem Integral)

Snfl
~f V)T (semiss (I3
5?71 x0
o .
= Vu(y) - vs(y) dA(y
Vol,—1 (5271 (w0)) Jsr-" (w0) () - »4y) dA)
o ).
= V - (Vu)dzx. 5.41
Vol,—1 (S (0)) J B (ao) V) (541)

In der letzten Gleichheit haben wir den Divergenzsatz von Gaufl (Satz verwendet
sowie die Tatsache, dass v, das nach aussen zeigende Einheitsnormalvektorfeld auf dem
Rand von B! (z) ist. Geméss Voraussetzung ist V- (Vu) = Au = 0. Daher gilt geméss
(5-41), dass ¢/(s) = 0. Daraus folgt, dass ¢ auf ]0, 7| konstant ist. Da u stetig ist, ist ¢
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an der Stelle r stetig. Es folgt, dass ¢ konstant ist (auf ]0,7]). Es ist also ¢(r) = ¢(s)
fiir jedes s €]0, 7] und daher

p(r) = lim o(s) = u(zo),

s—0

wobei wir in der zweiten Gleichheit (5.40) und Stetigkeit von u an der Stelle x, ver-
wendet haben. Das beweist (5.35]).

(5.36)): Mittels Kugelkoordinaten erhalten wir

/ ud:c—/ (/ udA)ds
B, (z0) 0 527 (wo)

= / noy,s" tu(zg) ds (wegen (5.35))5.33]) mit r ersetzt durch s)
0

= a,r"u(xg).

Mit Hilfe von ([5.32)) folgt daraus, dass

][ udr = u(xy).
By (w0)

Das beweist (5.36)) und schliesst den Beweis des Satzes [5.4{ ab. O

Alternativer Beweis des Satzes [5.4] im Fall n = 2: Wir betrachten zuerst den
Fall x =0 und r = 1. Aus Teil (Eindeutigkeit) des Satzes[5.2] folgt, dass u durch
die Poissonformel (|5.6)) gegeben ist. Daher gilt

dip = gds,

1-0 /2“ g(cos,sine))
0 1—O+0 S%(0,0)

u(0) = 2w

d. h., die Formel . In der allgemeinen Situation folgt diese Formel aus dem Fall
x = 0 und r = 1, mit Hilfe einer Variablensubstitution. [J

Wir kénnen den Satz verwenden, um die Losung des Dirichlet-Randwertproblems
fiir die Laplacegleichung im Mittelpunkt einer Kreisscheibe zu berechnen.

Beispiel. [Mittelwertprinzip] Sei w : B = Ef(o, 0) — R eine stetige Funktion, die auf
B? := B%(0,0) zweimal stetig partiell differenzierbar und das Dirichlet-Randwertproblem
fiir die Laplacegleichung erfiillt:

Au=0 auf B2,
u(wo, yo) = 9(xo,Yo) := g, V(z0,y0) € OB
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Aufgabe: Berechne u(0,0).
Losung: Gemiss Satz haben wir

2m
u(0,0) = i/ u( costp,sin ) dip
0

2m
1 /271' )
= — cos” ¢ di)
2 Jo
1 . 21
=i (sinecosy) + 1)) ¥=0
(Priifen Sie nach, dass die rechte Seite eine Stammfunktion ist.)
1
T2

5.5 Maximum- und Minimumprinzip fiir
harmonische Funktionen, Eindeutigkeit der
Losung des Randwertproblems fiir die
Poissongleichung

Das schwache Maximumprinzip besagt, dass eine harmonische Funktion ihr Maxi-
mum auf dem Rand ihres Definitionsbereiches annimmt. Das starke Maximumprin-
zip besagt, dass eine harmonische Funktion konstant ist, falls sie auf einem (weg-
Jzusammenhéngenden Gebiet definiert ist und ihr Maximum im Innern des Gebietes
annimmt. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes. Sei n eine natiirliche Zahl, U C R"
eine offene und beschrinkte Teilmenge und v : U — R.

Satz 5.6 (Maximum- und Minimumprinzip fiir harmonische Funktion). Wir nehmen
an, dass stetig ist und die eingeschrinkte Funktion u|y C? und harmonisch ist. Es gilt:

(i) (schwaches Maximum- und Minimumprinzip) Die Funktion w nimmt ihr Mazi-
mum und ihr Minimum auf dem Rand von U an, d. h.
max u := max u(r) = maxu,
U zelU ou
min 4 = min u.
U oU

(i1) (starkes Mazimum- und Minimumprinzip) Wir nehmen an, dass U wegzusam-
menhdngend ist und dass es einen Punkt xo € U gibt, sodass

u(rg) = maxu oder  wu(xg) = minu.
U U

Dann ist u konstant.
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Beweis des Satzes : : Fall: Es gibt einen Punkt zq € U gibt, sodass

u(rg) = max u.
U

Behauptung 1. Seiy € U ein Punkt, sodass

u(y) = maxu.
U

Seir € (0,00), sodass B, (y) C U. Dann ist u auf B, (y) konstant.
Beweis der Behauptung Gemiss dem Mittelwertprinzip (Satz gilt
][n( | (u(y) — u(z)) doz = u(y) — u(y) = 0. (5.42)
B, (y

Da u(y) > u auf B, (y), folgt daraus, dass u(y) —u = 0

zo € B, (y) gibe, sodass u(y) # u(zo), dann ist u(y) > (m
dann fB W) (u(y) —u(z)) de > 0, im Widerspruch zu (5.42).)

auf B, (y). (Falls es ein
). Wegen u(y) > wu gilt
O

Gemiiss unserer Annahme gibt es einen Punkt =, € U, sodass u(xy) = maxg u. Sei
x € U. Da U wegzusammenhéngend ist, gibt es k € Ng, z1,..., 2, € Uund rg,..., 7 €
(0, 00), sodass

B, (r)CU  Yi=0,...,k,
7 € B,, (1), Vi=1,...,k, (5.43)
T = T. (5.44)

Da u(zg) = maxgu, folgt mittels Behauptungl dass u auf B . (7o) konstant ist.
Mittels (5.43)) folgt daraus, dass u(xl) = u(xo) = maxg u. Mittels Behauptung 1] dass
u auf B, (r;) konstant ist. Mittels (5.43)) folgt daraus, dass u(xy) = u(7;) = maxg u
Indem wir dieses Argument Wlederholen folgt schliesslich, dass u(xy) = u(xg). Wegen
(5.44)) gilt also u(z) = u(zx) = u(x). Somit u konstant. Das beweist im Fall, dass
es einen Punkt xy € U gibt, sodass u(zp) = maxgu. Der Fall, dass es einen Punkt
xo € U gibt, sodass u(zg) = ming u, kann auf diesen Fall reduziert werden, indem wir
die Funktion u := —u betrachten.

Die Aussage (i) folgt aus . Das beweist Satz . U

Beweis: [Eval(, Theorem 4, p. 27].
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Beispiel. [Maximum- und Minimumprinzip| Sei u : B = ET(0,0) — R eine ste-
tige Funktion, die auf B? := B#(0,0) zweimal stetig partiell differenzierbar und das
Dirichlet-Randwertproblem fiir die Laplacegleichung erfiillt:

Au=0 auf B2,
—2
u(o,Yo) = g(wo, Yo) := €™, V(xo,y0) € 0B".
Aufgabe: Zeige, dass gilt:

Q| =

<u(z,y)<e, Yy eB.
Losung: Geméss dem Maximumprinzip (Satz [5.6({)) gilt

u(z,y) < max g(zo,yo) = max e fiir jedes (z,y) € B (5.45)
(0.90)€0B” (0,40)€0B”

Wir betrachten ein (g, yo) € 3??(0, 0). Es gilt dann 22 +y2 =1, also 23 = 1 —y2 < 1,
darum, dass o < 1 und daher €™ < e. Indem wir das in (5.46) einsetzen, erhalten wir,

dass .,
u(z,y) <e fir jedes (x,y) € B™.

Gemiss dem Minimumprinzip (Satz [p.6{fi)) gilt

w(z,y) > min  g(xe,yo) = min " fir jedes (z,y) € B (5.46)
(0,40)€0B” (0.0)€0B”

Wir betrachten ein (zg,40) € 8??(0, 0). Es gilt dann 22 +y2 =1, also 22 = 1 —¢2 < 1,
darum, dass 2o > —1 und daher e® > ¢~ = % Indem wir das in ([5.46) einsetzen,

erhalten wir, dass

u(z,y) > fir jedes (z,y) € B

Q|

Somit haben wir gezeigt, dass

1 _
- S U(%"J) S €, V(l‘,y) € Bz‘
€

Als Anwendung des Maximumprinzips folgt, dass die Losung der Poissongleichung mit
Dirichlet-Randbedingungen eindeutig ist. Das ist der Inhalt des folgenden Korollars.
Seien U C R™ offen und beschriankt und f: U — R und g : 90U — R Funktionen.

Korollar 5.7 (Eindeutigkeit der Losung des Randwertproblems fiir die Poissonglei-
chung). Es gibt héchstens eine stetige Funktion u : U — R, die auf U C? ist und das
folgende inhomogene Randwertproblem lost:

Au=f auf U, (5.47)
u=g auf OU. (5.48)
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Beweis des Korollars 5.7 Seien u,u Losungen dieses Problems. Die Funktion
v := u — u 1ost das homogene Randwertproblem

Av =10 auf U, (5.49)
v=0 auf OU. (5.50)

Gemiiss Satz gilt daher

0=minv <v <maxv =0,
ou ou

also u — u = v = 0. Das beweist Korollar O

5.6 Fundamentallosung der Laplacegleichung,
Poissongleichung auf R", Randwertproblem
fiir die Laplacegleichung auf einem Halbraum
und auf einem Ball, greensche Funktion

Definition 5.8 (Fundamentallosung der Laplacegleichung). Fiir jedes n > 2 definieren
wir die Fundamentallosung (oder Grundlosung) der Laplacegleichung als die Funktion

1
——log||z]|, falls n =2,
O, R\ {0} >R, d(x):={ 27, | (5.51)
, falls n > 3.
n(n = 2)ay, [lz]"=*

Fiir jede offene Teilmenge U C R™ und jede Funktion ¢ : U — R definieren wir den
Trager von ¢ als den Abschluss der Nichtnullstellenmenge von ¢,

supp ¢ := ¢~ (R\ {0}) = {z € U | p(x) # 0}.

Wir definieren
C%(U,R) := {gp € C*(U,R) | supp ist kompakt und in U enthalten}.

Wir nennen die Elemente ¢ € C%(U,R) Testfunktionen. Sei f € C*(R",R) eine Funk-
tion. Wir betrachten die Poissongleichung fiir eine Funktion u € C*(R", R):

—Au = f. (5.52)

Wir definieren die Funktion

u:R" = R, u(z) == /n D, (z—y)f(y)dy. (5.53)
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Satz 5.9 (Losung der Poissongleichung auf R™). (i) u € C*(R")
(i) —Au = f (auf R™)

Beweis: S. [152]

Bemerkungen 5.10. [Losung zur Poissongleichung, Coulombpotential eines Punkt-
teilchens]

(i)

(i)

Im Beweis von —Au = f werden wir die Tatsache verwenden, dass
A®, =0 auf R"\ {0}
(Siehe Ubungsserie 8.)

(heuristischer Grund fiir —Awu = f) Heuristisch erfiillt ®,, auf ganz R"™ die Glei-
chung
—AD, =0,

wobei 0 die “0-Funktion” ist. Diese Funktion ist iiberall gleich 0 ist, ausser im
Punkt 0, wo sie “gleich co” ist. Thr Integral ist gleich 1. (Eine solche Funktion
gibt es nur heuristisch, nicht mathematisch prézise. Siehe auch die Fussnote dazu

auf S.[126]) Formal folgt daraus, dass
—Au=—-A(P,x ) = (—Ad,)xf=dxf=F,
wie behauptet.

Im Beweis des Satzes wird der Ball B”(0) aus R™ herausgeschnitten und der
Divergenzsatz von Gaufi zweimal auf das Gebiet R™\ BZ(0) angewendet.Dadurch
kann die Singularitit der “6-Funktion” im Ursprung 0 € R™ umschifft werden.

Gemiiss einer Aufgabe in Ubungsserie 8 (elektrostatisches Potential, Poissonglei-
chung) erfiillt in der Elektrostatik das elektrostatische Potential ¢ : R® — R die
Poissongleichung
_ASO = f = ﬁ?
€0
wobeil ¢g die elektrische Feldkonstante ist. Ein Punktteilchen wird heuristisch
durch die Ladungsverteilung

p=qo
beschrieben, wobei ¢ die Ladung des Teilchens ist. Das zugehorige elektrostatische
Potential ist gegeben durch

olr) = 9 _ Loy vreRS\ {0).

 dreg IEd] T &0
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Abbildung 5.1: George Green, britischer Mathematiker und Physiker, 1793-1841.

(Siehe Definition [5.8 mit n = 3 und (5.34)).) Geméss Bemerkung (i) erfiillt diese
Funktion heuristisch tatsdchlich die Poissongleichung

Ap =15,
€0

Im Beweis des Teils des Satzes werden wir den folgenden Hilfssatz verwenden.
Seien U C R" ein beschrinktes ¢ C'-Gebiet, v das nach aussen weisende Einheitsnor-
malvektorfeld ['| und ¢, € C*(U). Wir schreiben

Opp = %gp :=Dpv=Vp-v:0U —R. (5.54)

Hilfssatz 5.11 (zweite greensche Identitét). Es gilt

/U ((Ap)Y — pAY) (v) do = / ((Ov)th — dy1p)dA. (5.55)

ou

Dieser Hilfssatz ist nach George Green benannt, siche Abbildung 5.1}
Beweis des Hilfssatzes [5.11} Es gilt

(Ap)y + V- Vi = (V- (Vo))t+ Ve - Vi) = V- ((Ve)p),

wobei wir die Leibnizregel (= Produktregel) verwendet haben. Daraus folgt, dass

(D)) — Ap =V - (V)i — oV1h).

7= die nach aussen weisende Koorientierung
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Daraus folgt, dass

/U (A = pAY) () dv = / V- (Vo) — Vi) (z) dx

— [ (Ve - ) wi

(gemiiss dem Satz von GauB, Analysis 2)

=((0vp)v — O,¥)dA.

Das beweist Hilfssatz B5.111 [J

Beweis des Satzes im Fall n > 3: (f): Siehe [Eval(, Theorem 1, p. 23].

(ii): Sei z € R™. Gemiiss unserer Voraussetzung ist das Urbild f~!(R\ {0}) beschréinkt.
Daher gibt es eine Zahl R € (0, 00), sodass

supp f C Bg(z).
Sei e € (0, R). Wir definieren
U := Bp(0) \ BZ(0). (5.56)

Gemiiss der Definition (5.53) und der Tatsache supp f C Bj(x) gilt
uw)= [ Ga-piwy= [ e
" B (0)
und daher

Au(r) = /B"(O) D, (2)Af(x — 2)dz (zweimal unter dem Integral ableiten)
R

—I.+J. (5.57)

. / B, (y)AS(x — y) dy,
J = / D, (y)Af(x — y) dy.

BZ(0)

Im zweiten Schritt haben wir (5.56) verwendet. Es gibt eine Konstante C' € (0, 00),
sodass

|J.| <Ce*  Vee(0,R). (5.58)
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Das folgt aus der Tatsache, dass ®,,(z) ~ ||z||>~" (siehe Definition (5.51))) und Vol,,(B. (0)) ~
", Wir schreiben A, := 77" | 02 . Gemiiss der Kettenregel gilt Af(z—y) = A, f(z—y)
und daher

j / B () A f(x — ) dy
=K.+ L.+ M., (5.59)

K.:= [ A®,(y)f(z —y)dy,

Ue

L= / ®,(9)0,(f (2 — ) (y) dA(y)
oU.

M, :=— . 0P (y) f(z —y) dA(y).

Hierbei ist 0, wie in ((5.54)) definiert, fiir das Gebiet U := U.. Im zweiten Schritt haben
wir die zweite greensche Identitéat (Hilfssatz [5.11)) verwendet. Es gilt

Ad, =0 auf  R"\{0}.
(Siehe Ubungsserie 8.) Daraus folgt, dass
K. =0. (5.60)
Behauptung 1. FEs gibt eine Konstante C' € (0,00), sodass
|L.| < C'e, Ve € (0, R). (5.61)
Beweis der Behauptung [1; Da 0U. = 0B}(0) U 9BZ(0), gilt
L= [ @i DA + [ 8,0afe - )) dAw). 6.6
dB(0) 8B (0)
Da supp f C Bj(x), gilt
[ @uwarte - 9)w)dAt) =o. (5.63)
dB1(0)

Da ®,(z) ~ [lz[|*™™ und Vol,_; (B.(0) = S*7(0)) ~ &"~, gibt es eine Konstante
C" € (0,00), sodass

[ B A <Ce vee LR

Mittels (5.62)5.63)) folgt daraus Behauptung [1} O
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Behauptung 2. FEs qilt
M, = —f f(z)dA(=).
OBy (z)

Beweis der Behauptung [2: Da 0U. = 0B}%(0) U0B?(0), gilt

M, = —/ 9@ (y) f(x —y) dA(y) — / 9,@,(y) f(x —y)dA(y).  (5.64)
dB7(0)

9B (0)

Da supp f C Bj(x), gilt

[ o) - A o >6)
OB7,(0)
Es gilt
2—n -n -5 !
Yy € R0} 9,llylP = 0, (lyl®) =" = 2 (lyll?) 524 = (2 — n) .
also V|| [P (y) = —(n— 2) g,
v(y) = -5 =% VyeadB0),
und daher mit Hilfe der Definition ([5.51)),

— S e N T ) N "
auq)n(y) - Vq)n(y) V(y) - n(n o 2)an ||y||n ( €> - nangn_lv vy S aBe (0)

Da Vol,,_1(0B*(0)) = na,e"!, folgt daraus, dass
[ A ndAw) =~ f  fa-pdde) =—f  FE)dAR)
8B1(0) 8B1(z)

9BL(0)

Mittels (5.64]5.65) folgt daraus Behauptung 2|0

Es gilt

Au(z) = I. + J. (gemdss [5.57))
=L.+ M.+ J. (geméss ([5.59}5.60)))

=L.— ][ f(z)dA(z) + J. (gemiss Behauptung
OB (z)
— 0— f(xz)+0, fire — 0 (wegen Behauptung [1j und (5.58))).

Da die linke Seite nicht von € abhiingt, folgt daraus, dass
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Das beweist Aussage des Satzes . O

Wir betrachten jetzt das Randwertproblem fiir die Laplacegleichung auf einem Halb-
raum. Dieses ist wie folgt gegeben. Sei n € N. Wir definieren den Halbraum

R} :=R""' x (0,00) = {z € R" |z, > 0}.

Sei g : R"! x {0} — R eine stetige und beschrinkte Funktion. Wir betrachten das
folgende Randwertproblem fiir die (homogene) Laplacegleichung fiir eine Funktion u €

C*(R%,R):

Au=0 auf R" (5.66)
u(z) — g(xo) fiir & — 20 Vao € ORT = R"' x {0}. (5.67)

Wir definieren den Poissonkern fiir R” als die Funktion

2 T
Kgn : R" R 0}) > R Kgn =0 5.68
Ry Ry X ( x{0}) ' 2 (%, 9) noy, ||z —yl|n (5:68)
Wir definieren
u: R} = R, u(x) == / Kgr (z,9)9(y) dy. (5.69)
Rn—15 {0}

Satz 5.12 (Randwertproblem fiir die Laplacegleichung auf einem Halbraum). Wir
nehmen an, dass g : R"1 x {0} — R stetig und beschrinkt ist. Dann gilt:

(i) Die Funktion u ist glatt und beschrinkt.

(i) Sie lost das Randwertproblem (5.66]5.67).

Beweis: [Eval(, Theorem 14, p. 37].

Als néchstes betrachten wir das Randwertproblem fiir die Laplacegleichung auf dem
Einheitsball. Wir schreiben B™ := B(0) und S"~! := S77'(0) fiir den Einheitsball
und die Einheitssphire. Sei g : S~ ! — R eine stetige Funktion. Wir betrachten das
Randwertproblem fiir u € C?*(B™, R):

Au=0 auf B", (5.70)
u(z) = g(xo) fir z — xq Vzo € OB™ = S" 1, (5.71)

Wir definieren den Poissonkern fiir B™ als die Funktion

L et

Kpn: B" x "' - R, Kpn(z,y) = .
now, ||z — yl|?

(5.72)
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Wir definieren

u: B" - R, u(z) == . Kpn(z,9)9(y) dA(y). (5.73)

Satz 5.13 (Randwertproblem fiir die Laplacegleichung auf dem Einheitsball). Wir
nehmen an, dass g : S~ — R stetig ist. Dann gilt:

(i) Die Funktion u ist glatt.

(i1) Sie lost das Randwertproblem :

Beweis: [Eval(, Theorem 15, p. 41]

Bemerkung. [Randwertproblem fiir die Laplacegleichung auf der Einheitskreisschei-
be| Im Fall n = 2 stimmen die Formeln } fiir u miteinander tiberein. (Uberpriifen
Sie das!) In diesem Fall stimmt Satz daher mit Satz iiberein.

“Herleitung” der Losungsformeln ((5.695.73): Diese Formeln basieren auf Satz
(Losung der Poissongleichung auf R™). Wir betrachten eine allgemeines beschrianktes

C'-Gebiet U C R” und stetige Funktionen f : U — Rund g : U — R. Wir betrachten
das inhomogene Randwertproblem

—Au=f auf U, (5.74)
u=g auf OU. (5.75)

Definition 5.14 (greensche Funktion). Fine greensche Funktion fiir das Gebiet U ist
eine Funktion

G:{(z,y) eUxUl|z#y} =R,

sodass fiir jedes v € U die Funktion G* := G(x,+) : U\ {z} — R C? ist und die
folgenden Bedingungen erfiillt:

- [ Ewadwdy =), Ve CAUR) (5.76)
U
G*=0 auf OU. (5.77)
Bemerkungen. [greensche Funktion)]
e Aus (5.76) und der zweiten greenschen Identitdt (Hilfssatz [5.11]) folgt, dass
AG®=0  auf U\ {z}. (5.78)

Siehe Ubungsserie 11.
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e Heuristisch erfiillt G* die Poissongleichung
—AG® = 0, auf U. (5.79)

Hierbei ist 6, die “um x zentrierte d-Funktion”. Diese Funktion ist iiberall gleich
0 ist, ausser im Punkt z, wo sie “gleich oo” ist. Ihr Integral ist gleich 1. (Eine
solche Funktion gibt es nur heuristisch, nicht mathematisch prézise.

Wir schreiben v : OU — R™ fiir das nach aussen weisende Einheitsnormalvektorfeld
auf dem Rand des Gebiets U und definieren 0,¢ wie in ([5.54)).

Satz 5.15 (Darstellung der Losung des Randwertproblems mittels Greenscher Funk-
tion). Wir nehmen an, dass G eine greensche Funktion fir das Gebiet U ist und dass

u € C%(U,R) eine Losung des Problems . Dann gilt

u(x) = _/8U (y)0,G*(y / fy)G(x,y)dy, Vo e U. (5.80)

Bemerkungen. e Im Beweis dieses Satzes werden wir die zweite greensche Iden-
titdt anwenden.

e Die greensche Funktion ist symmetrisch, d. h.
G(z,y) = Gy, x), Va,y € U. (5.81)

(Siehe [Eval(), Theorem 13, p. 35].) Daraus folgt, dass fiir jedes x € U gilt, dass

= / f(y)AGY(z) dy (heuristisch mittels Ableiten unter dem Integral)
U

- / f(y)o,(x) dy (heuristisch geméss (5.79))

Beweis des Satzes [5.15; Sei 2 € U. Wir wihlen ein 7 € (0, 00), sodass B, () C U.
Wir withlen eine Funktion ¢ € C?(U,R), sodass

©=u auf E:(x) (5.82)

Wir definieren -
U,:=U\ B, (z), vi=u— .
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Es gilt

/Ufodyz—

AuG® dy (geméss der Annahme, dass u ((5.74) 16st)

(Ap + Av)G* dy (dau=p+wv), (5.83)

S

(wegen ((5.76)))

(wegen (5.82)), (5.84)
—/ AvG*dy = — / Av G dy (dav=u—¢ =0 auf B, (z) gemiss (5.82))
U

- / (AQ)G® dy =p(a
U

=u(x

~—

T

=— / vAG" dy — / (0,v)G"dA + / 00, G*dA
g U, U,
(geméss Hilfssatz [5.11} zweite greensche Identitét)

=—0- / (0,v)G"dA — / (0,v)G¥dA + / 00, G*dA + / 00, G*dA.
oU 8Br (x) oU OBr (x)
(wegen (5.78) und der Tatsache OU, = 0U U 0B;!(x))

=—0—-0+ / v0,G*dA + 0. (5.85)
ou

In der letzten Gleichheit haben wir verwendet, dass G* = 0 auf OU geméss ((5.77)) und
dass v,d,v = 0 auf OB"(z), da v = 0 auf B, (). Wir definieren

V :=U \ supp p.
Es gilt ¢ = 0 auf V und daher
v=u—p=u auf V. (5.86)
Da supp ¢ in U enthalten ist, gilt OU C V. Geméss gilt daher
v=yg auf OU. (5.87)

Aus (5.83}}5.8415.85]15.87)) folgt, dass

/ fG"dy = u(z) + / g0, G"dA,
U oU

d. h. (5.80) gilt. Das beweist Satz|5.15| [

Mit Hilfe von Satz kénnen wir die Formeln in Satz und in Satz “herlei-
ten”. Dazu suchen wir eine greensche Funktion G fiir den oberen Halbraum R’ und den
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Einheitsball B™. Falls es eine Losung u des Randwertroblems ((5.74]f5.75|) gibt, dann ist
diese geméss Satz durch die Formel gegeben, in der die Greensche Funktion
vorkommt, mindestens im Fall von B". (Der obere Halbraum R’} ist nicht beschrénkt.
Daher sagt der Satz strikt genommen nichts. Er ist aber auch fir R} als heuristische

Methode hilfreich.)

Wir suchen also eine Funktion G, die (5.76})5.77)) erfiillt. Als Kandidat dafiir kommt
die Funktion G(z,y) := &, (x —y) in Frage, wobei ®,, die Fundamentallosung (gegeben
durch (5.51))) ist. Wir iiberpriifen (5.76]). Sei ¢ € C?(U,R) eine Testfunktion. Es gilt

- [ e - psewdy = [ 2,0l -2 iz
U U

= —Ax/ D, (2)p(x — 2)dz (ableiten unter dem Integral)
U

— A, / Do — y)p(y) dy
= () (geméss Satz [5.9). (5.88)

Die Bedingung (5.76) ist also erfiillt. Die Bedingung (5.77)) ist jedoch nicht erfiillt. Die
Idee ist, diesen “Fehler” dadurch zu beheben, dass wir eine harmonische Korrektur-
funktion ¥* von ®¥ subtrahieren, welche mit ®* auf dem Rand OU {iibereinstimmt.

Wir betrachten jetzt zuerst den oberen Halbraum R?”. Wir betrachten die Spiegelung
in R" an der Hyperebene f| R"~! x {0}, also die Abbildung

R">z = (xl,...,xn) T = (xl,...,:vn_l,—xn).
Wir definieren die Korrekturfunktion fiir den Halbraum als
¥R x RT — R, U(y) == V(z,y) := P,(y — 7).

Definition 5.16 (greensche Funktion fiir R’ ). Wir definieren die greensche Funktion
fir R} als

G = Ggr : RY xR? — R, G(z,y) =P, (y—2x)—V(x,y) = P,(y—2) — D, (y— 7).
(5.89)

Wir schreiben v : R = R"~* x {0} — R" fiir das nach aussen weisende Einheitsnor-
malvektorfeld auf dem Rand des oberen Halbraums. Wir definieren den Poissonkern
fiir R} wie in (5.68)).

8Mit einer Hyperebene meinen wir einen (méglicherweise verschobenen) linearen Unterraum von
R"™ der Dimension n — 1. Im Fall n = 2 ist das eine Gerade und im Fall n = 3 eine Ebene.
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Satz 5.17 (greensche Funktion und Poissonkern fiir R%). (i) Die Funktion Grn ist

eine greensche Funktion, d. h., sie erfillt :

(ii) Es gilt
~0,GE, = —VGL, v =KZ, :OR” 5 R, VzeR"
+ + +

Beweis: Ubungsserie 11 (Greensche Funktion fiir den oberen Halbraum).

Bemerkung. [greensche Funktion und Poissonkern fiir R%] Sei g : OR"} = R x
{0} — R eine stetige und beschrinkte Funktion. Wir betrachten das folgende Rand-
wertproblem fiir die (homogene) Laplacegleichung fiir eine Funktion u € C?(R", R):

Au=0 auf RY, (5.90)
u(z) = g(xo) fiir r — xg Vry € OR: = R x {0}. (5.91)

Wir definieren die Funktion » : R} — R wie in (5.69), d. h.
we) = [ Kyl (5:92)
R7—1x{0}

Gemdéss Satz (Randwertproblem fiir die Laplacegleichung auf einem Halbraum)
16st v das Randwertproblem . Andererseits ist geméss Satz die Funk-
tion G := Ggr eine greensche Funktion fiir R}. Fiir ein beschrinktes C'-Gebiet U
besagt Satz (Darstellung der Losung des Randwertproblems mittels Greenscher
Funktion), dass jede Losung u des Randwertproblems

—Au=f auf U, (5.93)
u=g  auf U (5.94)
gegeben ist durch
wa) == [ awacrwaaw + [ oG Veel. ()
U U

falls G eine greensche Funktion fiir U ist. Diese Darstellungsformel fiir u stimmt auch
im Fall des unbeschrinkten Gebietes U = R! mit der Losungsformel aus Satz [5.12]

also (5.92), tiberein (mit G = Ggy und f = 0). Fiir u gegeben durch (5.95) mit f =0
und z € R?} gilt ndmlich, dass

u(r) = — /8 . 9(y)0,G"(y) dA(y)

[ Keag)dy  (gemis Sats FITR)
Rr—1x{0}

d. h. w ist durch (5.92) gegeben, wie behauptet. Damit haben wir die Losungsformel
aus Satz [5.12| wie gewiinscht “hergeleitet”.
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Bemerkung 5.18. [greensche Funktion auf dem Halbraum und Spiegelladung] Wir
betrachten eine unendlich diinne unendlich grosse geerdete Metallplatte, welche die
(21, 9)-Ebene im Raum R? ausfiillt. Wir bringen ein Punktteilchen mit Ladung ¢ in
einem Punkt z im oberen Halbraum R} an.

Problem: Bestimme das elektrostatische Potential .

Losung: Die Ladungsdichte des Teilchens ist durch p = qd, gegeben, wobei ¢, die “um
x zentrierte 6-Funktion” ist. Geméss einer Aufgabe in Ubungsserie 8 (elektrostatisches
Potential, Poissongleichung) erfiillt ¢ die Poissongleichung

—Ap=f:= L 2535 auf R?.. (5.96)
€0 o

Das geladene Teilchen bewirkt eine Verschiebung der freien Elektronen in der Metall-
platte. (Das wird als elektrische Influenz bezeichnet.) Nach einer kurzen Zeit stellt sich
ein Gleichgewicht ein, bei dem die elektrische Feldstédrke E senkrecht auf der Metall-
platte steht. (Solange das nicht der Fall ist, bewirkt E némlich eine weitere Verschie-
bung der freien Elektronen.) Da E = —V, bedeutet das, dass ¢ auf der Metallplatte
konstant ist. Da es sich um eine geerdete Platte handelt, gilt

¢ =0 auf der Platte, also auf OR? = R? x {0}. (5.97)

W1r bezelchnen mit G = GRs die greensche Funktion des Halbraums, gegeben durch

. Gemiiss Satz[5.17 *’ erfullt die Funktion ZG* das Randwertproblem (5.96 -

Tatsachhch ist das rostatische Potential gegeben durch

Q= LG = g<I>3(- —x) — g<I>3(- —T).
€0 o €0

Interpretation dieser Losung: Der erste Term,

q q
2Pofo—p) = — 1
o =) =

ist das Coulombpotential des geladenen Teilchens im Punkt x. Den zweiten Term,
—L®3(- — 7), konnen wir als das Coulombpotential eines Punktteilchens mit Ladung
—q interpretieren, das sich im Punkt 7 befindet. Das ist der an der Ebene R? x {0} ge-
spiegelte Punkt x. Dieses geladene Teilchen heisst darum Spiegelladung. Es existiert in
der Realitédt nicht, aber das durch die Ladungsverteilung auf der Metallplatte erzeug-
te Potential im oberen Halbraum Ri entspricht demjenigen, das durch das geladene
Teilchen in x und die Spiegelladung in x erzeugt wird.

Spiegelladungen werden in der Elektrostatik verwendet, um das elektrische Potential
bei elektrischer Influenz zu finden.
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Wir betrachten jetzt den Einheitsball B* = B}(0) fir n > 3. Um die Formel in Satz
5.13| mit Hilfe von Satz “herzuleiten”, suchen wir eine greensche Funktion fiir B".
Als Kandidat dafiir kommt wieder die Funktion G(z,y) := ®,(z — y) in Frage. Wie
wir in gesehen haben, erfiillt diese Funktion tatséchlich , jedoch nicht
die Bedingung . Um diesen “Fehler” zu beheben, subtrahieren wir wiederum

eine harmonische Korrekturfunktion ¥* von &7, welche mit ®7 auf dem Rand OU

iibereinstimmt. Dazu verwenden wir die folgende Definition.

Definition 5.19 (Spiegelung an der Sphére). Wir definieren die Spiegelung an der
Einheitssphére (oder Inversion) in n Dimensionen als die Abbildung

T

R*"\ {0} 22—z :=
[|]|?

e R™\ {0}.
Bemerkungen. [Spiegelung an der Sphére]

e Die Punkte z und 7 liegen auf demselben Strahl durch den Ursprung 0.
e Die Radien von z und 7 sind invers zu einander

e Die Punkte auf der Einheitssphire S"~! bleiben unter dieser Abbildung fest.

Wir definieren die Korrekturfunktion fir die Einheitssphdre als
UiB X B SR, W) = Uay) = 0, (lall(y — ) = o]0y - 3)

Definition 5.20 (greensche Funktion fiir B™). Wir definieren die greensche Funktion
fiir B™ als

G :=Gpn: B"xB" =R, G(z,y) == O (y—2)—V(2,y) = Pp(y—2)—n (||l2]|(y—7)).
(5.98)

Wir schreiben v : 0B™ = S™! — R™ fiir das nach aussen weisende Einheitsnormalvek-
torfeld auf dem Rand des Einheitsballes. Wir definieren den Poissonkern fiir B" wie
in (5.72)).

Satz 5.21 (greensche Funktion und Poissonkern fiir B™). (i) Die Funktion Ggn ist

eine greensche Funktion, d. h., sie erfillt .
(ii) Es gilt

~0,G%, = —VG% v =K%, : 9B" = S"' 3R, Vi€ B

Beweis: Ubungsserie 11 (Greensche Funktion fiir den Einheitsball).
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Bemerkung. [greensche Funktion und Poissonkern fiir B"] Sei g : S™! — R eine
stetige Funktion. Sei u € C?(B",R) eine Liosung des folgenden Randwertproblem fiir
die (homogene) Laplacegleichung gegeben durch

Au=0 auf B", (5.99)
u(z) = g(wo) fiiv # — w9 Vao € OB" = S"7". (5.100)

Dann 16st u das Randwertproblem (5.74{5.75)) mit U = B", f = 0. Geméss Satz
ist die Funktion GG := G~ eine greensche Funktion fiir B". Daher besagt der Satz

(Darstellung der Losung des Randwertproblems mittels greenscher Funktion), dass fiir
jedes x € B" gilt

u(r) = — /8 . 9(¥)0,G"(y) dA(y)

— [ Kpn(e.y)g(y)dA(y)  (gemiiss Satz F21([)).

Sn—1

Das stimmt mit der Losungsformel aus Satz (Randwertproblem fir die Lapla-
cegleichung auf dem Einheitsball) {iberein. Damit haben wir diese Losungsformel wie
gewiinscht “hergeleitet”.

Bemerkung. [greensche Funktion auf dem Einheitsball und Spiegelladung] Wir be-
trachten eine geerdete metallene Hohlkugel, d. h. eine unendlich diinne metallene Ku-
gelschale, um den Ursprung im Raum R? mit Radius 1. Wir bringen ein Punktteilchen
mit Ladung ¢ im Punkt z im Einheitsball B an.

Problem: Bestimme das elektrostatische Potential .

Losung: Wie in Bemerkung bewirkt das geladene Teilchen eine Verschiebung
der freien Elektronen in der metallenen Hohlkugel (elektrische Influenz). Im Gleichge-
wichtszustand erfiillt das Potential das folgende Randwertproblem fiir die Poissonglei-
chung:

ANp=L=25 aut B, (5.101)
o o
=0 auf 0B". (5.102)

Wir bezeichnen mit G = Ggs die greensche Funktion des Einheitsball, gegeben durch

(5.98). Gemiiss Satz erfiillt die Funktion ZG* das Randwertproblem ((5.101}5.102)).
Tatséchlich ist das elektrostatische Potential gegeben durch

q

q q ~
SO = —G = —(I) e — ) — @ e — ).
T - R
Interpretation dieser Losung: Den zweiten Term, —még(- — ), konnen wir als das

Coulombpotential eines Punktteilchens mit Ladung _H%H interpretieren, das sich im
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Punkt Z befindet. Das ist der an der Sphére S? gespiegelte Punkt . Dieses geladene
Teilchen heisst daher Spiegelladung. Es existiert in der Realitdt nicht, aber das durch die
Ladungsverteilung auf der Hohlkugel erzeugte Potential im Einheitsball B? entspricht
demjenigen, das durch das geladene Teilchen in x und die Spiegelladung in x erzeugt
wird.

5.7 Energiemethoden, Dirichletprinzip

Seien n € N, U C R" offen und beschrankt und f : U — R, g : OU — R Funktionen.
Wir betrachten das Randwertproblem fiir die Poissongleichung

—Au=f auf U, (5.103)
u=yg auf OU. (5.104)

In Korollar haben wir gezeigt, dass es hochstens eine stetige Funktion u : U —
R gibt, die auf U C? ist und das Randwertproblem 16st. Die Losung
dieses Problems ist also eindeutig (falls sie existiert). Das Korollar folgt direkt aus
dem Maximumprinzip fiir eine harmonische Funktion.

In diesem Abschnitt werden wir die Eindeutigkeit der Loésung nochmals mit Hilfe
des Divergenzsatzes von Gaufl beweisen (unter zusitzlichen Voraussetzungen, siehe
Satz unten). Wir werden auch zeigen, dass die Losungen des Randwertproblems

(5.103}}5.104)) gerade die Minimalstellen eines Dirichlet-Funktionals sind. Das ist das
Dirichletprinzip.

Eindeutigkeit der L6sung des Randwertproblem fiir die
Poissongleichung, Divergenzsatz von Gaufl

Satz 5.22 (Eindeutigkeit der Losung des Randwertproblem fiir die Poissongleichung).
Wir nehmen an, dass U C R™ ein beschrinktes C1-Gebiet ist. Es gibt héchstens eine

Lésung u € C*(U) des Randwertproblems 5.104)).

Bemerkung. Dieser Satz folgt aus Korollar (Seine Voraussetzungen sind stérker
als die des Korollars.)

Beweis des Satzes mittels des Divergenzsatzes von Gauf}: Fall, dass
U wegzusammenhingend ist: Seien u,u € C?*(U) Losungen des Randwertproblems

(5.103][5.104). Wir definieren
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0=f-f
= —Au+ Au (gemiss (5.103))
= —Auv,

also 0= /UAU
/V (vVv) + /Vv Vv

__/wwv) z/dA+/ 1970 (5.105)

In der letzten Gleichheit bezeichnet v das nach aussen weisende Einheitsnormalvek-
torfeld auf OU. Wir haben hierbei den Divergenzsatz von Gaufl angewendet. Da u, u
die Randbedingung 16sen, verschwindet v = @ — u auf dem Rand OU. Der erste
Term in ([5.105)) verschwindet daher. Aus dieser Gleichheitskette erhalten wir daher

0= / IVl
U

Daraus folgt, dass Vv = 0 auf U. Da U gemiss Annahme wegzusammenhéngend ist,
folgt, dass v auf U konstant ist. (Warum?) Da v stetig ist, ist es auch auf U konstant.
Da v = 0 auf OU, folgt daraus, dass v = 0, d. h. & = u, auf U. Das beweist Satz
im Fall, dass U wegzusammenhéngend ist. Die allgemeine Situation kann auf diesen
Fall reduziert werden. [

Poissongleichung, Minimalstellen des Dirichlet-Funktionals,
Dirichletprinzip

Wir nehmen an, dass U C R” ein beschrinktes C'-Gebiet ist und dass f stetig und
beschrankt ist.

Definition 5.23. (i) Wir definieren die zu g gehorige zuldssige Menge (von Funk-
tionen) als

A=A, :={uecC?U)|u=g auf OU}. (5.106)

(i) Wir definieren das Dirichlet-Funktional als die Abbildung

S:=85,: AR, S(u) = /U <%HVUH2 — uf) (5.107)

Bemerkungen 5.24. [Dirichlet-Funktional, elektrostatische Energie]
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(i) In der Elektrostatik ist die im elektrischen Feld gespeicherte Energie gegeben
durch

1
Yoo [ 1B =Tl = 0S0slu =),
R3

wobei ¢ das elektrostatische Potential ist. Im Fall f = 0 ist das Dirichlet-
Funktional Sy, fiir das Gebiet U := R? also proportional zur elektrostatischen
Energie. Fiir f # 0 enthélt es jedoch den Zusatzterm — fU uf.

(ii) In manchen Biichern wird der Term Dirichlet-Funktional nur im Fall f = 0
verwendet.

(iii) In der mathematischen Literatur wird das Funktional ((5.107)) oft Energie- Funktional
genannt. Das ist irrefithrend, da es in physikalischen Anwendungen nicht immer
die Bedeutung einer Energie hat. (Vergleiche mit Bemerkung )

Satz 5.25 (Dirichletprinzip). (i) Fallsu € C*(U) das Randwertproblem 5.104

fiir die Poissongleichung lost, dann ist u eine Minimalstelle von S, d. h.

S(u) < S(v), Yo € A.

(ii) Falls u € A eine Minimalstelle von S ist, dann lést uw das Randwertproblem

5.1095.10J).

Bemerkung. [Dirichlet-Funktional, Elektrostatik] Geméss Bemerkung ist fiir
gegeben durch mit f = 0 der Ausdruck €S;—o4(u = ¢) die im elektrischen
Feld gespeicherte Energie. Da das elektrostatische Potential ¢ die Poissongleichung
—Ap = f = % 16st, ist ¢ geméiss Satz 5.25 eine Minimalstelle der Feldenergie bei
vorgegebenen Randwerten, falls p = 0, d. h., im Vakuum.

Im Beweis von Teil (i) des Satzes werden wir den folgenden Hilfssatz verwenden.
Hilfssatz 5.26 (Ungleichung fiir inneres Produkt von Vektoren). Fir alle v,w € R
qilt
0wl < S ol + 5 ol
Beweis: Es gilt
v - wl||v]|]|w]| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus der linearen Algebra)

1 1
< =||v|]* + §HwH2 (youngsche Ungleichung fiir Zahlen aus Analysis 1)

Das beweist Hilfssatz [5.26] [
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Beweis von Teil (i) des Satzes : Sei v € A. Da u die Gleichung ([5.103]) 16st,
gilt

- [ (~au-pu-v
[ (=9 (Vulu=0) + Va- Va =) = f (u =)

= - Vu-u(u—v)dA+/

oU U

<Vu V(u—v)— f(u-— U)) (5.108)

In der letzten Gleichheit bezeichnet v das nach aussen weisende Einheitsnormalvek-
torfeld auf OU. Wir haben hierbei den Divergenzsatz von Gaufl angewendet. Da u die

Randbedingung (5.104)) 16st und v € A, gilt u —v = g — g = 0 auf OU. Der erste Term
in ([5.108)) verschwindet daher. Aus dieser Gleichheitskette erhalten wir daher

[t —us) = [ (- ve )
U U
1 1
§/§||VUI|2+/ (§||Vv||2—vf) (gemiss Hilfssatz [5.26)),
U U

| (5wt =us)

< S(v).

also S(u)

Das beweist Teil des Satzes m ]

Teil folgt aus Variationsrechnung, siehe S. im néchsten Kapitel.






Kapitel 6

Variationsrechnung, Prinzip der
stationdren Wirkung,
Euler-Lagrange-Gleichung

Variationsrechnung befasst sich mit Funktionalen, d. h. Funktionen, die als Argument
eine Funktion haben. Ziele der Variationsrechnung sind es, die “kritischen Punkte”
(also zum Beispiel Maxima und Minima) eines gegebenen Funktionals zu beschreiben
und zu zeigen, dass “kritischen Punkte” existieren.

Das Prinzip der stationdren Wirkung ist ein physikalischer Grundsatz, der besagt, dass
eine gegebene physikalische Grosse, aufgefasst als eine Funktion der Zeit oder des Orts,
ein stationdrer (=kritischer) Punkt eines Wirkungsfunktionals ist.E] Ein Beispiel dafiir
ist das Hamultonsche Prinzip. Dieses Prinzip beschreibt die Dynamik eines klassischen
mechanischen Systems. Es besagt, dass die Bahn eines solchen Systems ein kritischer
Punkt des Wirkungsfunktionals ist, bei vorgegebenen Endpunkten.

Ein anderes physikalisches Prinzip besagt, dass in vielen Situationen ein statisches
physikalisches System sich in einem Zustand befindet, in dem die Energie lokal minimal
ist. (Das gilt zum Beispiel fiir eine Kugel auf der Erdoberfliche unter dem Einfluss der
Schwerkraft.) Als ein anderes Beispiel ist das elektrostatische Potential ¢ im Vakuum
eine Minimalstelle (also ein kritischer Punkt) der elektrostatischen Energie, mit festen
Randwerten. Das folgt aus Satz und der Tatsache, dass ¢ die Poissongleichung
mit Inhomogenitiat f = % 1ost.

Eine Funktion ist genau dann ein kritischer Punkt des Wirkungsfunktionals, falls sie
die Euler-Lagrange-Gleichung 16st. Zum Beispiel ist fiir das Dirichlet-Funktional (6.11])

IStattdessen wird manchmal das Prinzip der kleinsten Wirkung als physikalischer Grundsatz
bezeichnet. Dieses Prinzip besagt, dass eine gegebene physikalische Grosse die Wirkung minimiert.
Das ist jedoch nicht immer der Fall.

169
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die Euler-Lagrange-Gleichung gerade die Poisson-Gleichung.

In der Vorlesung Numerical Methods for Partial Differential Equations (RW, Grund-
lagenfach) wird Variationsrechnung vertieft behandelt.

6.1 Lagrange-Funktion, Wirkungsfunktional,
Euler-Lagrange-Gleichung, Anwendung auf
klassische Mechanik und den elektrischen
Schwingkreis

Seien U C R™ ein C'-Gebiet und

LeC*(UxRxR"R)
eine Funktion. Wir nennen L die Lagrangefunktion. Wir verwenden die Notation
(x,y,&) = (xl, o ,xn,y,ﬁl,...,fn) e U xR x R". (6.1)

Sei g : OU — R eine Funktion. Wir definieren die zu g gehorige zulissige Menge (von

Funktionen) wie in ((5.106]).

Definition 6.1 (Wirkung). Wir definieren die zu L, g gehorige Wirkung (oder das zu
L, g gehorige Wirkungsfunktional ) als die Abbildung

S:=85,: A—=R, S(u) == /UL(x,u(x), Vu(z)) du. (6.2)

Definition 6.2. (i) Eine (C*-)Familie (oder Schar) (reellwertiger) Funktionen auf
U ist ein Paar (J,u’), wobei J ein offenes Intervall ist, das 0 enthdlt, und
uw:JxU— R, (a,x) — u(z),
eine C%-Funktion ist.

(ii) Seiu € C?(U). (C2-)Variation von u ist eine Familie u* von Funktionen auf U,

sodass
u’ = u, (6.3)
u =u auf OU, Va € J. (6.4)
(117) Ein “kritischer Punkt” (oder “stationérer Punkt” ) von S ist eine Funktion u €
A, sodass
d
Ta S(u®) =0, Y Variation w von u. (6.5)
a
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Bemerkungen. e Die Funktion a — S(u®) ist differenzierbar. (Das folgt aus dem
Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz aus der Masstheorie.) Daher ist
die Ableitung (/6.5)) sinnvoll.

e Heuristisch bedeutet die Bedingung (/6.5]), dass die totale Ableitung von S an der
Stelle u verschwindet, d. h.

“DS(u) =0,

d. h., dass u ein kritischer Punkt im Sinn von Analysis 2 ist. Wir denken uns
die Menge A dazu als eine Mannigfaltigkeit E| und fassen die Variation u’ als
einen Weg in A auf, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch den “Punkt” u geht. Wir
schreiben "fiir die Ableitung nach a. Wegen der “Kettenregel” und der Bedingung
(6.3) gilt

d d

«w S(u®) = DS el a»

T S =Dsw) 7l
Dieser Ausdruck ist genau dann gleich 0 fiir jeden Weg u’, der fiir a = 0 durch «
geht, falls DS(u) = 0, wie behauptet.

e Diese Heuristik ist mathematisch nicht prézise, da A keine endlich dimensionale
Mannigfaltigkeit ist. Ein “kritischer Punkt” von S kann allerdings tatséchlich als
kritischer Punkt interpretiert werden, indem wir die Menge A mit einer geeig-
neten Struktur einer unendlich-dimensionalen Mannigfaltigkeit ausstatten. Wir
tun das aber nicht, da das hier nicht nétig ist.

Definition 6.3. Die Euler-Lagrange-Gleichung zu L ist die partielle Differentialglei-
chung fiir eine Funktion u € C*(U) gegeben durch

- Z (Le, (- u, vu))xZ + Ly (u, Vu) = 0. (6.6)

Diese Gleichung ist nach Leonhard Euler und Joseph-Louis Lagrange benannt. (Siehe

Abbildungen [6.1] und [6.2] )

Bemerkungen. [Euler-Lagrange-Gleichung]

e Wir verwenden hier die Notation ([6.1]).

e Der Ausdruck L, (+,u, Vu) in ist die Funktion U 3 & — Lg, (z, u(z), Vu(z)) €
R. Diese Funktion leiten wir nach der Variable x; ab.

?Denken Sie hierbei an eine Untermannigfaltigkeit von R™.
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Abbildung 6.1: Leonhard FEuler, 1707-  Abbildung 6.2: Joseph-Louis Lagran-
1783, Schweizer Mathematiker und Phy-  ge, 17361813, italienischer Mathemati-
siker. ker und Astronom.

e Die Fuler-Lagrange-Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung zwei-

ter Ordnung. Fiir alle i, = 1,...,n enthélt die linke Seite ndmlich den Term
—Lege, (-, u, Vu)u,;jxi. Im Allgemeinen ist die Euler-Lagrange-Gleichung nicht li-
near.

Satz 6.4 (“kritischer Punkt” der Wirkung und Euler-Lagrange-Gleichung). Fine Funk-
tion u € A ist genau dann ein “kritischer Punkt” von S, falls sie die Fuler-Lagrange-

Gleichung erfillt.

Korollar 6.5 (Extremalstelle der Wirkung und Euler-Lagrange-Gleichung). Falls eine
Funktion w € A eine Extremalstelle von S ist, dann erfillt sie die Euler-Lagrange-
Gleichunyg.

Beweis des Korollars Fall, dass u eine Maximalstelle ist: Sei (J,u") eine Va-
riation von u. Wir definieren die Funktion

f:J—=R, fla) :=S(u®).

Gemiss (6.3)) gilt u = u°. Es folgt, dass a = 0 eine Maximalstelle von f ist. Geméss
dem Satz von Fermat iiber kritische Punkte aus Analysis 1 ist a = 0 daher ein kriti-

scher Punkt von f, d. h. 0= f(0) = & uo S(u?). Das bedeutet, dass u ein “kritischer
Punkt” von S ist. Geméss Satz erfiillt v daher die Euler-Lagrange-Gleichung. Das

beweist das Korollar [6.5 [J

Im Beweis des Satzes [6.4 werden folgenden Hilfssatz verwenden.
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Hilfssatz 6.6 (Hauptlemma der Variationsrechnung). Sei U C R"™ offen, u € C(U)
etne Funktion, sodass

/ugp =0, Vo € CX(U) = {p € C*(U) | suppy kompakt, suppp C U}.

Dann gilt v = 0.

Beweis des Satzes [6.4: Sei u” eine Variation von u. Wir schreiben
O, L = GyL(-, u, Vu) USW.

Wir schreiben
DgL($, Y, f) = D(L(%, Y, ')) (5)

und v fiir das nach aussen weisende Einheitsnormalvektorfeld auf oU. Es gilt

C%S(u“) = /U Oa (L(+w', Vu')) (Ableiten unter dem Integral)
_ / (00 Low + 3 0 L0.0,.) (6.7)
v i=1
/ > OEL 000w = / (Z O, (OF LOu’) — 0, (O L) 8au'>
U=t U \i=1

= [ D{LvoudA— /U Z O, (08 L) Oqur (6.8)
=1

ou

(wegen des Divergenzsatzes von Gauf)

D¢ Lvd,u dA =0 (da d,u” = 0 auf OU wegen (6.4))). (6.9)

oU
d . u " u .
—-S(u) = /U (ay L— ;aw (0 L)) At (6.10)
(wegen , Vertauschen von 0,, 0,,, )

Wir nehmen an, dass u € A die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt. Sei u’ eine
Variation von u. Aus (6.10,(6.3)) folgt, dass -| _ S(u®) = 0. Daher ist u ein “kritischer
Punkt” von S.

Wir nehmen jetzt an, dass u ein “kritischer Punkt” von S ist. Sei v € C?(U) eine
Funktion, sodass v = 0 auf 0U. Wir definieren

uw R xU — R, u(z) = u(z) + av(z), VaeR, zeU.
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Das ist eine Variation von u. Da u ein “kritischer Punkt” von S ist, gilt daher

0= —

- S(u®).

a=0

Mittels (6.10) und der Gleichheit 9,|,—ou®* = v erhalten wir daraus, dass

0= / (a;;O:“L - o, (ag°=UL)) v.
U

=1

Mittels (6.3]) und des Hauptlemmas der Variationsrechnung (Lemma folgt daraus,
dass u die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt.

Das beweist Satz [6.4. [J

Beispiel 6.7. [“kritischer Punkt” der Wirkung, Euler-Lagrange-Gleichung, Dirichlet-
Funktional|Sei f : U — R eine stetige und beschréankte Funktion. Wir betrachten die
Lagrangefunktion

_ 1
L:UxRxR"=R,  L(z,y,¢) r:§|\£\!2—yf(x)-

Die zugehorige Wirkung ist gegeben durch

1
S:A—=R, S(u) = / (§HVuH2 — uf) : (6.11)
U
d. h. durch das Dirichlet-Funktional (6.11)). Es gilt

Le(2,y,6) =&,  Ly(v,y,§) =—f(x), VeeUyeR (R ie{l,...,n}
Die Euler-Lagrange-Gleichung ist daher gegeben durch

n

0=— Z (Lgi (-, u, V“))x, + L, (-, u, Vu)

=1

= — i@xﬁmiu —f
i=1
= —Au— f.

Das ist die Poissongleichung. Gemiiss Satz und der Definition ([5.106) von A, 16st
eine Funktion u € C?(U) also genau dann das Randwertproblem fiir die Poissonglei-
chung

—Au = f, u = g auf OU,

falls sie ein “kritischer Punkt” des Dirichlet-Funktionals (6.11]) ist.
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Wir kénnen jetzt Teil des Satzes [5.25] (Dirichletprinzip) beweisen. Beweis von
Teil des Satzes [5.25} Das folgt aus Korollar [6.5] und Beispiel [6.7} O

Beispiele. [“kritischer Punkt” der Wirkung, Euler-Lagrange-Gleichung, Teilchen auf
einer Geraden, elektrischer Schwingkreis]

(i) (Teilchen auf einer Geraden) Wir betrachten ein Teilchen der Masse m auf der

Geraden R unter dem Einfluss einer zeitabhéngigen Kraft F. Wir schreiben:

o | := Zeit

e ¢ € R: Ort des Teilchens

e v € R: Geschwindigkeitsvektor des Teilchens
Wir nehmen an, dass F' konservativ ist, d. h., es gibt eine glatte Funktion U :
R x R — R, sodass fiir U' := U(t, ) gilt

F'=-VU'=—(U".

U ist die potentielle Energie des Teilchens.

Dieses System kann mittels Variationsrechnung beschrieben werden. Die Dimen-
sion n ist hier gleich 1. Seien ty < t; reelle Zahlen. Eine Lagrangefunktion fiir das
System ist gegeben durch

L:(tot) x RxR R, L(t,q,v) =2 = U'(g)
=kinetische Energie — potentielle Energie.

Sei g : O(tg,t1) = {to,t1} — R eine Funktion. Wir schreiben ¢; := g¢(t;), fiir
1 =0, 1. Die zuldssige Menge von Funktionen wie in ([5.106|) ist gegeben durch

Das Wirkungsfunktional (6.2)) ist gegeben durch

s0)= [ Leaa)a= [ (SR - )

to to

Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir L ist gegeben durch

0=-— (LU('a('LQ))t + Lq(.7Q7Q)
__i@ Tty
=520 (U) g

— —mj+F oq,

d. h. F'oq=md,
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d. h., Kraft gleich Masse mal Beschleunigung. Das ist das zweite Newtonsche
Gesetz.

Bemerkungen:

e In diesem Beispiel ist die Dimension n = 1 und die Euler-Lagrange-Gleichung
daher eine gewdhnliche Differentialgleichung. Thre Ordnung ist zwei.

e Wir kénnen den Formalismus der Variationsrechnung so verallgemeinern,
dass wir damit auch ein Teilchen in R3 beschreiben kénnen. Wir kénnen
damit sogar sehr viele mechanische Systeme beschreiben, zum Beispiel den
starren Korper. Diese Beschreibung heisst Lagrangesche Mechanik.

(ii) (elektrischer Schwingkreis) Wir betrachten einen elektrischen Schwingkreis, der
aus einem Kondensator und einer Spule besteht, die parallelgeschaltet sind. Die-
ses System kann mittels Variationsrechnung beschrieben werden. Dazu schreiben
wir:

o | := Zeit
e () := Ladung des Kondensators

e [ := Stromstirke

C := Kapazitiat des Kondensators
e [ := Induktivitat der Spule

Seien tg,t; € R, sodass tg < t;. Wir definieren die Lagrangefunktion

L: (to,t1) x Rx R = R, L(t,Q,1) = gIQ—%QQ.

Die beiden Terme haben die folgenden Bedeutungen:

L
5] > = in Spule gespeicherte Energie des Magnetfeldes,

1
%QQ = im Kondensator gespeicherte Energie des elektrischen Feldes.

Sei g : J(to,t1) = {to,t1} — R eine Funktion. Wir schreiben Q; := g(t;), fiir
1 =0, 1. Die zuldssige Menge von Funktionen wie in ([5.106|) ist gegeben durch

Das Wirkungsfunktional (6.2)) ist gegeben durch

s = [ ewam.auya = [ (50 - @)

to
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Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir £ ist gegeben durch

0=-— (»CI<'7Q’Q))t+‘CQ(.’Q7Q)

dL . 1
B TSR AR ok
.1
= L0 — —
Q OQ?

1
d. h. Q—f-ﬁQ:O.

Das stimmt mit der gewohnlichen Differentialgleichung fiir den elektrischen LC-
Schwingkreis {iberein, die wir in Analysis 2 hergeleitet haben.

6.2 Anwendung der Variationsrechnung auf die
Elektrodynamik, Maxwellgleichungen als
Euler-Lagrange-(leichungen

Eine allgemeine Anwendung der Variationsrechnung liegt in der Elektrodynamik. In
der Elektrodynamik wird die Zeitentwicklung des elektrischen und magnetischen Feldes
durch die Mazwellgleichungen beschrieben. Das ist das Gleichungssystem fiir
die elektrische Feldstirke und das magnetische Feld E, B : R* — R3, d. h.:

p

V-E=+— (6.12)

€o
V-B=0 (6.13)
VXxE+9B=0 (6.14)
VxB-— 60ﬂgatE = [JJ()] (615)

Die inhomogenen Maxwellgleichungen sind das gaufische Gesetz fiir das elektrische Feld
und das amperesche Gesetz mit Maxwellschem Verschiebungsstrom . Diese
zwei Maxwellgleichungen sind die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das Viererpotential
fiir eine Lagrangefunktion, die Terme enthélt, die dem elektrischen und magnetischen
Feld entsprechen. Das Viererpotential ist aus dem elektrischen Potential und dem
magnetischen Vektorpotential zusammengesetzt.

Um das zu erkldren, schreiben wir

g0 := elektrische Feldkonstante ~ 9 -10""?Fm™!
o := magnetische Feldkonstante ~ 1.3-107°N A2

¢ := Lichtgeschwindigkeit im Vakuum =~ 3.0 - 10%msec™!
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p = Ladungsdichte
j := Stromdichte

.....

J = (J")=0,.3 = Viererstromdichte := <Zp) (6.16)

T = ct,

@ = cAy, (6.17)
A,

A= (A)imps = | —A (6.18)
— Ay

x = (2° = ct, 2!, 2%, 2%) ist ein Punkt in der Raumzeit R*. A = (£ —AT) heisst das
Viererpotential. Es ist aus dem elektrischen Potential ¢ und dem Vektorpotential A
aufgebaut. Wir definieren

1, fallspu=v=0,

n =< —1, falls u=v e {1,2,3}, (6.19)
0, sonst,
1 0
. . . y 0 -1 0
duale Minkowski-Metrik := (n"), ,_, 5=
o 0 -1 O
0 -1

Wir verwenden die einsteinsche Summenkonvention, d. h., wir summieren iiber Indizes,
die doppelt, d. h. einmal oben und einmal unten auftreten. Wir schreiben also zum
Beispiel

3
D WL
©=0

Wir schreiben
3
g,ug = nﬂpgpa = Z U“pgpm g,uu = 771/05“0 = U“pnwﬁpa‘ (620)
p=0

Wir definieren

Lﬁeld, Lint : R4 X R1X4 X R4X4 — R,

Loua(z, 4, ) = —4%0 (67 — €7) (€ — E1y) (6.21)

Lint(z, A &) == —A,J" (6.22)
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und die Lagrangefunktion des elektromagnetischen Feldes als
L := Lﬁe]d + Lint- (623)
Fiir ein gegebenes Viererpotential A = (£ —AT) : R* — R"* definieren wir

E := zu A gehorige elektrische Feldstirke := -V — J,A (6.24)
B := zu A gehoriges Magnetfeld :=V x A (6.25)

=U,...,

R* — RY™* beziiglich der Lagrangefunktion des elektromagnetischen Feldes sind die
inhomogenen Mazwell-Gleichungen, d. h.

> 0w (Oe,yL(+ A, DA)) + 0a,L(-, A, DA) =0, VB3 € {0, ..., 3}

a=0,...,3

<~ V-E= —, VxB-— E(),LL()@,:E = ,LL()j, (627)

wobei E, B wie in ((6.24),(6.25) ) definiert sind und DA = (0pnAy) -

Bemerkung. [Euler-Lagrange-Gleichungen| In diesem Abschnitt ist das Argument des
Wirkungsfunktionals eine Funktion v = A : R* — R, Im Unterschied zu Abschnitt
ist der Zielraum dieser Funktion der Vektorraum R'** statt R. Die Gleichungen
sind daher Euler-Lagrange-Gleichungen in einem allgemeineren Sinn als .
(Es gibt jetzt 4 solche Gleichungen. Das entspricht der Anzahl Komponenten von A.)
Fiir diesen allgemeineren Begriff von Euler-Lagrange-Gleichungen gilt die Aussage von
Satz[6.4]immer noch, d. h. die “kritischen Punkte” des Wirkungsfunktionals sind gerade
die Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen.

Um diesen Satz zu beweisen, schreiben wir
80( = e

und definieren wir fiir ein gegebenes Viererpotential A = (A,),=0o

.....

Fu = Fj, = 0,A, — 0,A,, (6.28)

F = F4:= clektromagnetischer Feldstirketensor := (F,)
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Bemerkung. [elektromagnetischer Feldstarketensor| Mittels (6.17}6.18}/6.2416.25)) und
der Gleichheit 9y = 9,0 = % folgt, dass

0 E'/c
By pom
(FMV> - C
B3 0 -B!
-B?> B! 0
0 —-E7/c
Ey pop
und daher (F*)y =1 ¢ (6.29)
B3 0 -B!
—B? B! 0
Beweis des Satzes [6.8; Gemiiss (6.21][6.20) gilt
1
Lﬁeld (x, A7 5) = _Tmnupnyo<£pa - 50/))(6#1/ - gu,u)'
Mittels (6.19) folgt daraus, dass
2 (e 2 Q, (03
Oe,p Lscia(w, A, €) = ——— ("0 = 0"n") (€ — &) = —5— (€27 = €7%). (6.30)
Apto 2410
Aus (6.23)6.22) folgt, dass
85QBL = 85a6 Lﬁeld.
Indem wir das mit ([6.30) kombinieren, erhalten wir
1
04 (0¢,, L(+, A, DA)) = —0, (E)O‘Aﬁ — 8’8/1“) (wobei 0% :=n**d,,)
Ho
1
= —0,F° (gemiss (6.28))).
Ho
Gemaiss ((6.22)) gilt
Oa,L(z, A ) =—J°.
Es folgt, dass
1 Q
(=00 (9es, L(- A, DA)) + 04, L(z, A, DA)) , = (%aap 5 J'B)ﬁ
1 E
=1 3 Ho E . (wegen ((6.29]/6.16)))
— | —0p—+V xB]|—]j
Ho c

=0 < (6.206))
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Wegen ¢ = $ und 0,0 = % sind die Euler-Lagrange-Gleichungen ([6.26]) daher
aquivalent zu den Gleichungen

V'E:CQ[LQp: Eﬁ, V x B—c‘fouoatE:lU()j.
0

Das sind die inhomogenen Maxwellgleichungen (6.27). Das beweist Satz [6.8] O

Bemerkung. Die homogenen Maxwellgleichungen (6.13) (Gauflsches Gesetz fiir das
magnetische Feld) und (Faradaysches Induktionsgesetz) folgen aus der Definition
(,) von E, B. (Uberpriifen Sie das!) Diese Gleichungen sind also automatisch
erfiillt, falls das elektrische und magnetische Feld von einem Viererpotential kommen.
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