D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich
Dr. F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 2 HS 2024

2.1. Komposition, Kettenregel und Transportgleichung.

(i) (a) Fiir z € R berechnen wir

gofx)=g(f(x)) =gle+1)=(x+1)>=2"+2z+1.

(b) Fiir y € R berechnen wir
Fogly) = flgw) = Fy*) =y* + 1.

(c) Die zwei Funktionen g o f und f o g sind nicht gleich, da zum Beispiel
gof(l)=4#2=foy(l).

(ii) (a) Fiir € R berechnen wir
go f(x) = g(f(x)) = glz.a%) = (*.¢").

(b) Die Verkniipfung f o g ist nicht wohldefiniert, da der Zielraum von g, also
R?, nicht gleich dem Definitionsbereich von f, also R, ist.

(iii) (a) Fiir € R berechnen wir

go f(z) = g(f(z)) = g(z,2*) = 2°.

Ableiten nach x gibt
(9o f)(x) =32 (1)
(b) Wir haben fi(x) =z, fo(z) = 22. Fiir € R berechnen wir daher
A =1, fie) =20
Die partiellen Ableitungen der Funktion g(y) := y1y2 sind gegeben durch

9y () = 2, 9y (y) = 1.

Durch Anwenden der Kettenregel erhalten wir daher

(g0 f) () = gy (f (@) fi(2) + gy (f (2)) fo(x)

:x2-1+x02x:3:p2.

Das stimmt mit (1) tiberein. Die Kettenregel stimmt also in diesem Beispiel.
(Sie stimmt allgemein.)

1/12



ETH Zirich Analysis 3, partielle Differentialgleichungen D-ITET, RW
HS 2024 Losungen zur Ubungsserie 2 Dr. F. Ziltener

(iv) Wir fixieren einen Punkt x € R™ und definieren die Funktionen
u:R—=R, a(t):=u(t,z) =gz —tv), fR=R" f(t):=x—tv.
Wir haben
u=go f. (2)

Gemiss der Definition der partiellen Ableitung gilt

ug(t,r) = u'(t)
=Vg(ft))- f(t) (wegen (2) und der Kettenregel)
= Vyg(z —tv) - (—v). (3)

Wir zeigen, dass fiir jedes i = 1,...,n gilt:
Ug, (t, ) = gz, (x — tv). (4)

Dazu betrachten wir zuerst den Fall ¢ = 1. Wir fixieren ¢, xo,...,x, und
definieren die Funktionen

u:R— R, u(z) = u(t,z,xg,...,:nn) :g(z—tvl,:vg—tvg,...,xn—tvn),

f:R— R, f(z) = (z—tvl,:ﬂQ—tvg,...,xn—tvn).
Wir haben
u=go f. (7)
Geméss der Definition der partiellen Ableitung gilt

U, (t,2) = U (21)
= Vg(f(z1)) - f'(z1) (wegen (7) und der Kettenregel)
= Vyg(z —tv) - (1,0,...,0)
= 9331( — tv).

D. h., (4) gilt fiir ¢« = 1. Eine analoge Rechnung zeigt, dass das fiir jedes
1 =1,...,n gilt. Hieraus folgt, dass

Vau(t,z) : = (ua (t,2), ... Us, (t, 2))
= Vyg(z — tv).

Indem wir das mit (3) kombinieren, erhalten wir

ut(t,x) +v- Vu(t,z) = —v-Vg(x —tv) + v - Vg(z — tv) = 0.
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Also 16st die Funktion u die Transportgleichung, wie behauptet.

Einfachere Herleitung von (4): Wir betrachten zuerst den Fall i = 1. Wir
fixieren t, z9, ..., x, und definieren die Funktion u wie in (5) und

/.JZR%R, g(y) ::g(ya'IZ_tv2>"'7xn_tvn)7
f:R>R, f(z) =z — tuy.

(Die Funktion f ist ihnlich wie f definiert (siehe (6)), aber nimmt Werte in R
statt R an.) Wir haben

u=gof. (8)

Gemaéss der Definition der partiellen Ableitung gilt

~

S

(1)
"(f(z1)) - J?/(Jh) (wegen (8) und der Kettenregel)
"(z —tv) - 1

2 (T — tv).

Ug, (E, ) =

I
SN

L

I
o Q

D. h., (4) gilt fiir i« = 1. Eine analoge Rechnung zeigt, dass das fiir jedes
i1=1,...,n gilt.

Bemerkung: Der Vorteil dieser Herleitung von (4) ist, dass wir weniger rechnen
miissen, da die Funktion f nur eine Komponente hat, statt n wie f. Andererseits
entspricht die Herleitung mit f der Standardmethode. Die Methode mit f
funktioniert nur, falls die betrachtete Variable (z1) in der Definition von u
nur in einem Argument von g vorkommt. (In unserem Fall ist das das erste
Argument.)

2.2. Superpositionsprinzip und Warmeleitungsgleichung.
(i) Sei u(t,z) := e "t sin(€x). Wir rechnen nach:
ug(t, ) = —€% ¢ sin(€x)

und
Au(t,z) = (675%5 cos(fx))m = 675225&2( — sin(éx)).

Nun sehen wir, dass u; = Au.
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(ii) Die Warmeleitungsgleichung ist linear und homogen, da wir sie durch Verschieben
des Terms Aw nach links in die folgende Form bringen kénnen:

( endliche Summe von Produkten der Form: ) _0
Funktion von x mal u oder (hohere) partielle Ableitung von uw /

(Priifen Sie das nach!) Da u& und u®? die Wirmeleitungsgleichung 1ésen, gilt
daher aufgrund des Superpositionsprinzips, dass die Summe u := aju¢ + agué?
diese Gleichung ebenfalls 16st. (Uberpriifen Sie das auch noch direkt, indem Sie
die Funktion v in die Wirmeleitungsgleichung einsetzen und verwenden, das u%
diese Gleichung 16st!)

(iii) Nein. Grund: Die Funktion

1
u(zx) == T
lost die PDG
Uy, = U (9)

(Rechnen Sie das nach!) Fiir a € R 16st au die PDG (9) nur in den Féllen a = 0
und a = 1. Es gilt ndmlich

(au)? = au?
= d’uz,  (da u die PDG (9) 16st)

= a(au)y,.

Die rechte Seite ist genau dann gleich (au);,, wenn a = 0 oder a = 1 ist. Das
bedeutet, dass au die PDG (9) nur in diesen zwei Fallen 16st. Daher gilt das
Superpositionsprinzip fiir die PDG (9) nicht.

Bemerkungen:
e Das Superpositionsprinzip gilt fiir lineare Differentialgleichungen.

o Die PDG (9) ist nichtlinear.
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2.3. Positive Definitheit einer quadratischen Matrix.

(i) Die Eigenwerte einer Matrix sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
Das charakteristische Polynom der Matrix

o= (3)

ist gegeben durch
pa(X) :=det (A1 — A)
A—2 -1
= det < 1 A- 2)
=A=2)(A-2)-(-1)-(-1)
=\ — 4\ +3.

Die Nullstellen dieses Polynoms sind geméss der Losungsformel fiir eine quadra-
tische Gleichung gegeben durch

—(—4)+/(-4)2—-4-1-3
2-1
Das sind also die Eigenwerte der Matrix A.

=3 und 1.

(ii) Wie in der Vorlesung erwéhnt, ist eine symmetrische Matrix genau dann positiv
definit, wenn alle ihre Eigenwerte (strikt) positiv sind. Da die Eigenwerte geméss
Teilaufgabe 2.3(i) durch die positiven Zahlen 3 und 1 gegeben sind, ist die Matrix
A positiv definit.

(iii) Das charakteristische Polynom der Matrix

2 1 0
A= 1 2 0
0 0 2

ist gegeben durch
pa(A) :=det (A1 — A)
A—2 -1 0

= det -1 x-=-2 0
0 0 A—2

=((A=2)(A=2) = (-1 - (-1)(A-2)
= (M —4X+3)(A—2).

Eine Nullstelle dieses Polynoms ist A = 2. Die anderen Nullstellen sind gemass
2.3(i) die Zahlen A = 3 und 1.
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(iv)

(v)

Da die Eigenwerte geméss 2.3(iii) durch die positiven Zahlen 1,2, 3 gegeben
sind, ist die Matrix A positiv definit.

Das charakteristische Polynom der Matrix

1 0 0
A= 01 O
0 0 -1

ist gegeben durch

pa(X) = det (AL — A)
=A=DA-DA=(=1)).

Die Nullstellen dieses Polynoms sind durch 1,1, —1 gegeben. Das sind also die
Eigenwerte von A. Da —1 negativ ist, sind diese Eigenwerte nicht alle positiv.
Daher ist A nicht positiv definit.

Bemerkung: Die Matrix A ist diagonal. Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix
sind genau die diagonalen Eintrége der Matrix. Wir brauchen also das charakte-
ristische Polynom im diagonalen Fall gar nicht auszurechnen, sondern kénnen
dann die Eigenwerte einfach an der Diagonale ablesen. Im obigen Fall sind die
diagonalen Eintrége die Zahlen 1,1, —1. Das stimmt mit der obigen Berechnung
der Eigenwerte iiberein.

Bemerkung: Wir kénnen auch direkt mit der Definition sehen, dass die obige
Matrix A nicht positiv definit ist. Fiir den Vektor v := (0,0, 1) gilt ndmlich

1-0
vl Av =0T 1-0 =0-0+0-04+1-(-1)=—1<0.
(-1)-1

Daher gilt nicht fiir alle Vektoren 0 # v € R3, dass v Av > 0.

2.4. Elliptische, hyperbolische, parabolische Differentialgleichungen.

(i)
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In den drei folgenden Teilaufgaben geht es um die Eigenschaft elliptisch. Wir
wiederholen aus der Vorlesung, wie diese Eigenschaft definiert ist. Eine lineare
PDG zweiter Ordnung heisst elliptisch g. d. w. sie durch Verschieben von Termen
in die Form

n n
Z iUy + Z bitg;, + cu = f (10)
ij—=1 i—1

n

gebracht werden kann, und dabei fiir jeden Punkt x € U die Matrix (aij(:):))
symmetrisch und positiv definit ist.

ij=1
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()

(b)

Wir konnen die PDG durch Verschieben von Termen in die Form

ux1x1 + 7”:01:62 + 7ux2x1 + u]}QxQ - O

2 2
bringen, also in die Form (10), wobei die Matrix A := (aij(:n))ij durch

(11 /2)
A= <1 /2 1
gegeben ist. (Wir verwenden hierbei, dass uz,z, = Ugys,, da wir zweite
partielle Ableitungen vertauschen diirfen.) Die Matrix A ist symmetrisch.

Aus Aufgabe 2.3(ii) folgt, dass sie positiv definit ist. (Warum?) Daraus
folgt, dass die gegebene PDG elliptisch ist.

Bemerkung: Alternativ kénnen wir diese Teilaufgabe l6sen, indem wir
eine Proposition aus der Vorlesung verwenden, die Elliptizitdt im Fall
U C R? charakterisiert. Diese Methode werden wir in der Teilaufgabe ??(ii)
verwenden.

Wir konnen die PDG durch Verschieben von Termen in die Form

1 1
Ugyz; T ZUzize T TUzoz; + Uzoxs + Uggrs = 0

2 2
bringen, also in die Form (10), wobei die Matrix A := (aij(x))ij durch

1 1/2 0
A=[(1/2 1 o0
0 0 1

gegeben ist. Diese Matrix ist symmetrisch. Aus Aufgabe 2.3(iv) folgt, dass
sie positiv definit ist. (Warum?) Daraus folgt, dass die gegebene PDG
elliptisch ist.

In den zwei folgenden Teilaufgaben geht es um die Eigenschaften hyper-
bolisch und parabolisch. Wir wiederholen aus der Vorlesung, wie diese
Eigenschaften definiert sind. Wir betrachten eine offene Teilmenge U des
R™1. Wir schreiben die Standardkoordinaten in R™*! als t,z1,...,z,.
Seien

aijvbiyc7f:Uan+14)R, i,j:1,...,n

stetige Funktionen. Wir definieren den Operator L durch

n n
Lu:=— Z AUz, + szuml + cu. (11)
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Wir betrachten die partiellen Differentialgleichungen

Ut + Lu = f, (12)

Eine lineare PDG zweiter Ordnung heisst hyperbolisch (respektive para-
bolisch) g. d. w. sie mittels Verschieben von Termen und einer lokalen
Koordinatentransformation in die Form (12) (respektive (13)) gebracht
werden kann, wobei fiir jeden Punkt (¢,2) € U die Matrix (aij(t,a:))ij

symmetrisch und positiv definit ist. (Diese Matrix steckt geméss (11) in
Lu drin.)

(c) Wir koénnen die PDG durch Verschieben von Termen in die Form

1 1
Ut — (lez1 =+ 5”:):1962 + 5“362961 + umﬂcz) =0

bringen, also in die Form (12), wobei die Matrix A := (a;;(t, m))” durch

(11 /2)
A= <1 /2 1
gegeben ist. Da diese Matrix symmetrisch und geméss Aufgabe 2.3(ii)
positiv definit ist, folgern wir, dass die PDG hyperbolisch ist.

(d) Wir kénnen die PDG durch Verschieben von Termen in die Form

1 1
Ut — (Uazlxl + §Ux1x2 + iul'Z-Z’l + umzl’z) =0

bringen, also in die Form (13), wobei die Matrix A := (a4;(t, m))” durch

(1 1/ 2)
A= <1 /2 1
gegeben ist. Da diese Matrix symmetrisch und positiv definit ist, folgern
wir, dass die PDG parabolisch ist.

(ii) (a) Durch Verschieben von Termen kénnen wir die PDG in der Form
AUz + 2 Q12U 0y + Q22Ugyz, + b1Ug, + boUg, +cu = f (14)
schreiben, wobei

ayl(z) =sin(z1), a2=2, axp=1, b=0, b=-1, c=-7 f=0.
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Die Diskriminante der PDE ist daher

D = ajjaz — ajy
= sin®(z) - 1 — 2
<-3 (da |sin(t)] <1, Vt € R)
< 0.

Geméss einer Proposition aus der Vorlesung ist die gegebene PDG daher
hyperbolisch.

(b) Durch Verschieben von Termen kénnen wir die PDG in der Form (14)
schreiben, wobei

1
a(z) =1, anp=-g, an()= I+z5, b =0, by=0, c(z)=—-z1, f=0.
Die Diskriminante der PDE ist daher

2
D = ai1a22 — aisy

=1-(1+x3) - (—;)2

v

(da 23 > 0)

V
O alw

Geméss einer Proposition aus der Vorlesung ist daher die gegebene PDG
elliptisch.

2.5. Variablentransformation fiir eine PDG auf R2.

(i) Wir nehmen an, dass u € C%(R?) die PDG
Ug zy = 0 (15)
16st. Wir folgen dem Tipp und integrieren die PDG zuerst nach zo. Wir erhalten
T2 / /
ux1(1:1’$2) = uxl(xlvo) +/O u$1x2($1’$2)d$2

2
= Ug, (71,0) —|—/ 0 dx),
0

= Ug, (xlv 0)

=: f(z1).
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Wir integrieren diese Gleichung nach x; und erhalten
1
u(z1, z2) = u(0, z2) —i—/o Ugy (2], 2)d)
—u(0,2)+ [ flat)dat
= G(x2) + F(z1), (16)
wobei
F,G:R—R, F(t):= /0 FOdt, GE) = u(0,1).
Jede Losung der PDG (15) hat also die Form (16).
Umgekehrt 16st fiir jedes Paar von Funktionen F,G € C%(R) die Funktion
u:R* - R, u(zy,x2) == F(x1) + G(z2) (17)

die PDG (15). Es gilt namlich

d L(F(g;l) +G(2)) = dd

/ —
ey iy Iy 1) 70) =0

(ii) Sei u € C%(R?) eine Losung von
Ug gy = 0.
Wir definieren
VIi=Uo ()071.
Wir schreiben
v =(p',9%).
Wir folgen dem Tipp, setzen die Gleichheit v o ¢ = u in (15) ein und erhalten

0= ug a,

2
= (Z (vy, 0 ¢) 903:1) (wegen v o p = u und der Kettenregel)
x2

=1
2 . . 2 .
= 3" (vyiy; 09) 00,05 + > (vy, 0 9©) Pl (18)
ig—=1 i=1

(mittels der Kettenregel und der Produktregel = Leibnizregel).
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(iii)

(iv)

Nun berechnen wir die partiellen Ableitungen von . Wir haben

Pa, () = G) , Pan () = (_11> y Pra (T) = (8) .

Durch Einfiillen in (18) erhalten wir

0= vy,y; = Vyryo + Vyoyr — Vyoyo-

Wegen des Satzes von Schwarz gilt vy, y, = Vy,y, - Wir erhalten daher

Uyry1 = Vyaya- (19)

Indem wir dieses Argument riickwérts durchlaufen, folgt umgekehrt, dass fiir jede
Losung von (19) die Funktion u := v o ¢ die PDG w4, 4, = 0 16st. (Uberpriifen
Sie das!)

Bemerkung: Der Ausdruck (18) kann wie folgt vereinfacht geschrieben werden.
Wir definieren die Hesse-Matriz von v im Punkt y als

— (A.9. 2 _ o v (Y) Vo (V)
) = O o= Com ) = (o) () )

Das ist die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen von v im Punkt g. Diese
Matrix haben Sie in Analysis 2 kennengelernt. Der Ausdruck (18) ist gegeben
durch

9052 (H’U o SD)SDQH + ((vv) © 80) ' 9011$2-
Die gefundene PDG aus (19) ist die Wellengleichung mit Konstante ¢ = 1. Sie
ist hyperbolisch.

Die PDG uy, 4, = 0 kann geschrieben werden als

11Uz gy + 2012Uz 25 + A22Ugyz, = 0, wobei a11 =0, a2 = 50 022 = 0.

Die Diskriminante der PDG ist daher

1
2
11022 — G1g = 1 < 0.

Also ist die PDG ugz,,, = 0 nach einer Proposition aus der Vorlesung hyperbo-
lisch.
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Alternativer Beweis davon: Der Typ einer linearen PDG zweiter Ordnung'
ist invariant unter jeder Koordinatentransformation, d. h., er bleibt gleich, wenn
wir die Koordinaten transformieren. (Das folgt aus der Definition des Begriffs
Typ.) Da die Wellengleichung hyperbolisch ist und die PDG uz,,, = 0 durch
eine Koordinatentransformation in die Wellengleichung iiberfiihrt werden kann,
ist die PDG uy,4, = 0 also auch hyperbolisch.

(v) Seien F,G € C?*(R) und u gegeben durch (17). Gemiss Teil (i) 16st u die
Gleichung ugz, 4, = 0. Geméss (ii) 16st darum die Funktion

U::uogo_l

die Wellengleichung (19). Um v konkreter zu beschreiben, berechnen wir ¢~!:

Es gilt

p(r1,2) = G —11) (2)

und darum

= (1) (2).

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass

(a b>_1_ 1 <d —b)
c d ad—bec\—-c a/’

Daher gilt
. T+ X2
-1 -1\ [z
-1 _ 4 1\ _ 2
oo re) = =3 (—1 1 ) (;52) = | w1 S
2
Daher gilt
U(x1,a}2) =uo gpfl(xl,xg)
SR () o

Diese Funktion 16st also die Wellengleichung (19).

Ein dhnliches Argument zeigt, dass jede Losung der Wellengleichung (19) die
Form (20) hat. (Uberpriifen Sie das!)

'Mit dem Typen einer solchen PDG meinen wir Elliptizitit, Hyperbolizitit, Parabolizitit oder
keinen Typ. Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, gibt es auch PDG die keinen dieser drei
Typen haben.
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