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4.1. Allgemeine Losung der Wellengleichung in einer raumlichen Dimension.
Haben Sie nachgerechnet, dass u die Wellengleichung 16st? Falls Sie damit Probleme
haben, schauen Sie sich dann den Beweis des Satzes in den Vorlesungsnotizen an.

4.2. Abhéngigkeitsgebiet und Einflussgebiet.

(i) Seien ug,vp : R — R gegeben durch

L xz € [-1,1] .
uo(x) = {0’ v 11’ vo(x) := 0.

Gemass der D’Alembertschen Formel mit ¢ = 1 haben wir

uo(a: +t) —|—U0($ — t) 1 /I+t
4+ =
2 2 Jz

—1—-t<zx<1-—toder —1+t§m§1+t>,t>1,

vo(y)dy

u(t,x) = »

—1—t§x<—1+toder1—t<x§1+t>,0<t§1,
4t <e<l-t0<t<l,

1
27
1
—J
1,
0, sonst.

(ii) Losung zu den Zeiten t;, i =0,...,3:

t
x=a-ct=-1-t x=b-ct=1-t | X=a+ct=-1+t x=b+ct=1+t
|
1
|

g

\ 12
t,=1/2
1
t0=
—_—

a=-1 b=1 X

(iii) Punkt (¢,2) = (1,0):
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e Aus der d’Alembertschen Formel folgt, dass das Abhéngigkeitsgebiet des
Punktes (¢,z) = (1,0) durch das Intervall

(@ —ct,x + ct] = [-1,1]
gegeben ist, welches in Abbildung 1 griin eingezeichnet ist.

tA

(t,x)=(1,0)

-1=x-ct 0 1=x+ct X

Abbildung 1: Griin: Abhéngigkeitsgebiet des blauen Punktes (¢, z) = (1,0).

o Der Schnitt des Abhéngigkeitsgebiets [—1,1] mit dem Intervall [a,b] =
[—1,1] ist das Intervall [—1, 1]. (Das Intervall [a, b] = [—1, 1] ist in Abbildung
1 braun eingezeichnet.)

e Der Schnitt ist nicht leer.

e Die Losung u der raumlich eindimensionalen Wellengleichung hangt im
Punkt (¢, z) genau dann von den Anfangsdaten auf dem Interval [a, b] ab,
wenn der Schnitt des Abhéngigkeitsgebiets von (¢, x) mit dem Interval [a, b]
nicht leer ist. In unserem Fall ist dieser Schnitt nicht leer. Also hdngt u im
Punkt (¢,z) = (1,0) von den Anfangsdaten auf dem Intervall [—1,1] ab.

Bemerkung: Geometrische Interpretation des Abhingigkeitsgebiets:
Das Abhéngigkeitsgebiet des Punktes (¢, z) besteht aus allen Punkten z, sodass
u(t, z) vom Wert der Anfangsbedingung uy oder der Anfangsbedingung vy im
Punkt xzy abhéngt. Aus der d’Alembertschen Formel folgt, dass dieses Gebiet
durch die unteren Endpunkte der roten und der violetten Strecke eingegrenzt
wird, wobei wie in Abbildung 1:

rote Strecke = Weg des blauen Punktes, wenn wir der Vorwértswelle in negativer
Zeitrichtung bis zum Zeitpunkt 0 folgen = Menge aller Punkte (¢, 2’) der Form

(t',2"), wobei 2’ =x+c(t'—t)=0+1-(-1)=t'-1, 0<t <t=1.
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violette Strecke = Weg des blauen Punktes, wenn wir der Riickwértswelle in
negativer Zeitrichtung bis zum Zeitpunkt 0 folgen = Menge aller Punkte der
Form

(t',2), wobei 2/ =z—ct'—t)=0-1-('-1)=—-t'+1, 0<t' <t=1.

Punkt (¢t,z) = (1,1):

e Aus der d’Alembertschen Formel folgt, dass das Abhéngigkeitsgebiet des
Punktes (t,z2) = (1,1) durch das Intervall

[z —ct,x + ct] = [0,2]

gegeben ist, welches in Abbildung 2 griin eingezeichnet ist.

(t,x)=(1,1)

-1 0=x-ct 1 2=x+ct X

Abbildung 2: Grun: Abhéngigkeitsgebiet des blauen Punktes (¢,z) = (1,1).

o Der Schnitt des Abhéngigkeitsgebiets [0,2] mit dem braunen Intervall
[a,b] = [—1, 1] ist das Intervall [0, 1].

e Der Schnitt ist nicht leer.

o Darum héngt w im Punkt (¢,z) = (1,1) von den Anfangsdaten auf dem
Intervall [—1, 1] ab.

Punkt (¢t,z) = (1,3):

e Aus der d’Alembertschen Formel folgt, dass das Abhangigkeitsgebiet des
Punktes (t,z) = (1,3) durch das Intervall

[z —ct,z + ct] = [2,4]
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gegeben ist, welches in Abbildung 3 griin eingezeichnet ist.

tA

(t,x)=(1,3)

1 2=x-ct 4=x+ct

Abbildung 3: Griun: Abhangigkeitsgebiet des blauen Punktes (¢, z) = (1, 3).

o Der Schnitt des Abhéngigkeitsgebiets [2,4] mit dem braunen Intervall
[a,b] = [—1,1] ist die leere Menge.

e Der Schnitt ist leer.

o Darum héngt v im Punkt (¢,z) = (1,3) nicht von den Anfangsdaten auf
dem Intervall [—1,1] ab.

(iv) u(1,3) =0, u(2,0) = 0. Das folgt aus (i). Alternativ folgt u(1,3) = 0 aus den
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Tatsachen, dass das Abhéngigkeitsgebiets von (1, 3) das Intervall [2,4] ist und
dass die Anfangsdaten ug und vy auf diesem Intervall gleich 0 sind.

Des Weiteren folgt u(2,0) = 0 alternativ aus der folgenden Tatsache, die in
den Vorlesungsnotizen behandelt wird: Es gilt u(¢,z) = 0 fiir jeden Punkt (¢, z),
sodass

r—a b—x
t > t, ;= max , ,
c c

falls up und vy ausserhalb des Intervalls [a, b] gleich 0 sind und [ f vo(y)dy = 0.

In unserem Fall sind diese Bedingungen erfillt mit ¢ = 1, a = =1, b = 1,
(t,z) = (2,0). Insbesondere haben wir

0—5—1)’110}

t:2>1:max{ = tg.
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(v) Einflussgebiet des Intervalls [—1, 1]:

(tx)

’

X =a-ct’=-1-t X =b+ct’=1+t

X+Ct=x+t

Abbildung 4: Das Einflussgebiet des braunen Intervalls [a,b] = [—1, 1] ist gegeben
durch das orange, sich nach oben unendlich ausdehnende Trapez. Der
blaue Punkt (¢, z) liegt in diesem Einflussgebiet. Sein griines Abhén-
gigkeitsgebiet schneidet das braune Intervall [a, b]. Der schwarze Punkt
(t,x) liegt nicht im Einflussgebiet des braunen Intervalls [a,b]. Sein
griines Abhéngigkeitsgebiet schneidet das braune Intervall [a, b] nicht.

4.3. Inhomogene Wellengleichung, Prinzip von Duhamel.

(a) Haben Sie nochmals in Ihren Notizen nachgeschaut, was das Prinzip von Duhamel
aussagt?

(b) Aus der Ubungsserie 3 wissen wir, dass die Funktion
w(t,z) =
die Wellengleichung wy — wg, = 0 16st und die Anfangsbedingungen
w(0,z) =0,
we(0,z) = €”

erfullt. Wir definieren nun

ez—i—t—s r—t+s

—e
2

v(s, t,x) = w(t—s,x) =

Wir sehen, dass

Vi (8,6, ) — Vg (8,8, ) = wy(t — 8, ) — Wae(t — s,2) =0,

v(s,t =s,2) =w(0,z) =0, v(s,t = s,x) = w (0, ) = e*.
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Die Funktion v 16st also die Wellengleichung und die gewiinschten Anfangsbe-
dingungen.

(c) Die Voraussetzungen fiir das Duhamel-Prinzip sind mit k := 2 und L := —9?
erfiillt. (Uberpriifen Sie das!)

(d) Wir berechnen

u(t,x) = /Otv(s,t,x)ds

_ ;/Ot(ex-i-t—s _ ) g

_ 1 (_e:p+ts _ putts St)
2 s=0

_ % (—e® — € + e 4 oY)
crtt 4 prt

:7—61'

2

Nach dem Prinzip von Duhamel 16st diese Funktion u die inhomogene Wellen-
gleichung in einer raumlichen Dimension

Ut — Ugy = €7
und erfiillt die homogenen Anfangsbedingungen

u(t=0,2) =0,
u(t=0,2) =0

(e) Durch Ableiten von w und Einsetzen kénnen Sie dies selbst iiberpriifen.

4.4. Inhomogene Wiarmeleitungsgleichung, Prinzip von Duhamel.

(i) Wir suchen eine Funktion v(s,t,x) der Variablen s > 0,¢ > 0,2 € R, sodass fiir
jedes s > 0 die Funktion v(s, -, -) die (homogene) Wéarmeleitungsgleichung 16st,
das heisst

ve(s,t, ) — Vgz(s,t,x) =0

fir alle t > 0 und x € R. Des Weiteren soll v(s, -, -) die inhomogene Anfangsbe-
dingung
v(s,t = s,x) =7, Vz € R,
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erfiillen. (Eine Voraussetzung fiir das Prinzip von Duhamel sind im Allgemeinen
auch homogene Anfangsbedingungen fir v(s, -, ). Diese treten in unserem Fall
jedoch nicht auf, da k =1 und daher k — 2 < 0.) Wir sehen, dass die Funktion

v(s,t,x) = et

die gewiinschten Eigenschaften hat. (Uberpriifen Sie das! Wir koénnen diese
Losung der Warmeleitungsgleichung zum Beispiel mittels der Methode der
Trennung der Variablen finden.) Wegen des Prinzips von Duhamel 16st daher
die Funktion

t t
u(t,x) = / v(s,t,x)ds = / e tds = te! T
0 0

die inhomogene Warmeleitungsgleichung und erfiillt die homogene Anfangsbe-
dingung, wie gewiinscht. (Uberpriifen Sie das!)

(ii) Wir suchen eine Losung w(t, z) der homogenen Wérmeleitungsgleichung w; —
Wgy = 0 mit der inhomogenen Anfangsbedingung w(t = 0,z) = sin(x). Als
Ansatz nehmen wir an, dass die Losung w als Produkt der Variabeln ¢ und x
separabel ist. Aus der Vorlesung wissen wir, dass dann

w(t,z) = e (C+eﬁx + C_e_ﬁ“”)

wobei A € (0,00),Cy € R oder A € (—00,0),Cy € C, sodass C_ = Cj.
Einsetzen der Anfangsbedingung gibt
eia: . e—iac

21
Wir wihlen also A = —1 (sodass VA = 4), Cy = 1/2i und C_ = —1/2i. Wir
erhalten

(C’+eﬁx + C_e*ﬁx) =w(t=0,z) =sin(z) =

Fsin(z).

w(t,x) =e”
Sei nun u(t, ) = te!** die Funktion aus der Teilaufgabe (i). Wir definieren
v(t,z) = u(t,z) + w(t,z) = te'T* + e 'sin(z).
Wir sehen, dass
Vf — Ve = (Ut — Ugz) + (W — Wep) = T 4+ 0 = f(t,2)

und
v(t=0,z) =u(t =0,2) + w(t =0,z) = 0+ sin(z) = sin(x).

Die Funktion v erfiillt also die gewiinschten Bedingungen.

4.5. Beweis des Prinzips von Duhamel. Haben Sie den Beweis des Prinzips von
Duhamel gelesen?

7/7



