D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich
Dr. F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 5 HS 2024

5.1. Fourierkoeffizienten, Fourierreihenentwicklung der periodisierten Ex-
ponentialfunktion.

. . . . 3p 3 .
(i) Die Funktion f im Fall P = 27 auf dem Intervall [—3P, 2 P):

25 1

20 ¢

15 |

Die Funktion f ist 2m-periodisch. Daher haben wir

f(m) = f(—m) =e " =~ 0.043.

(ii) Wir betrachten das Intervall [a, b] := [—g, 3P]. Wir definieren

— — . P —
m = 2, apg = a, a; = 5, ag = b,

fi a0, a1] — R, fi(z) :=e?, f2 :lar,a0] = R, fa(z) =" T

Die Funktionen f; und f5 sind stetig, und wir haben f = f; auf dem offenen
Intervall (a;—1,a;), fiir i« = 1,2. Daher ist die Einschrankung von f auf das
Intervall [a, b] = [—g, %P] stiickweise stetig. Ein analoges Argument zeigt, dass
die Einschrinkung von f auf jedes Intervall [a, b] stiickweise stetig ist. Also ist

f stiickweise stetig.

(iii) Wir schreiben w := 27. Gemiiss der Definition aus der Vorlesung ist der k-te
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Fourierkoeffizienten von f gegeben durch

]/C;c _ ;AP f(l_)e—ikwxdx

P

1 [z : ~ P P
_ (1—ikw)z _ _ f [_7 7)

P/_Be dx (da f(z) = f(z) = €" au 5 )
_ 1 (1—ikw)z wzg

P(l — zkw) x:—g

1 P . P .

= o5 (—ikw) 5 (1—ikw)

e G €’ )
_ (=YF e e
=P o (T 7))

wobei wir verwendet haben, dass

o~ Gikw _ p—imk _ (_1)k _ pimk ko

=€

(iv) Ein dhnliches Argument wie in 5.1(ii) zeigt, dass f stiickweise stetig differen-

zierbar ist. (Wir konnen geeignete stetig differenzierbare Funktionen f1,..., fi
finden.) Sei x € (—g, g) ein Punkt. Da f = f auf [—g,g) und [ stetig ist,

ist f in x stetig. Nach einem Satz aus der Vorlesung (punktweise Fourierrei-
henentwicklung) konvergiert daher die Fourierreihe von f im Punkt z, also

(fo:,N ﬁ“eisz)NeN , gegen f(z), d. h., die unendliche Summe
0

o0
7 ikwzx . T ikwzx
e = lim e
> 7 » Y R

k=—o0 =—
existiert, und
0 ~ .
> fee™r = f(a).
k=—o00

Bemerkung: Ein analoges Argument zeigt, dass die Fourierreihe von f im
Punkt x gegen f(z) konvergiert, falls x € R nicht die Form =z = g + jP mit
Jj € Z hat.

(v) Da f stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert geméss einem Satz aus der
Vorlesung (punktweise Fourierreihenentwicklung) ihre Fourierreihe im Punkt
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z = L gegen die Zahl 1 (limmg fly) + hmy¢§ f(y)), d. h.

fkel wxr —

1 ( _
k=—o00 2 yTP

ylL

Es gilt jedoch

/(5)-7() e

Daher konvergiert die Fourierreihe von f im Punkt z = g nicht gegen f (g)
Dies ist keine Uberaschung, da f bei 2 = g nicht stetig ist.

vy

7 Y-

5.2. Fourierkoeffizienten, Fourierreihenentwicklung der Zickzackfunktion.

(i) Die Funktion f auf dem Intervall [—3m, 37):

Wir sehen, dass f(—37) = f(—7) =| — 7| =7 = 3.14.

(ii) Sei j € Z. Es ist klar, dass f im offenen Intervall (—m + 27j, m + 27j) stetig
ist. Wir iiberpriifen, ob f bei x = —7 + 27j stetig ist. Gemé&ss Definition von f

3/8



ETH Zirich Analysis 3, partielle Differentialgleichungen D-ITET, RW
HS 2024 Losungen zur Ubungsserie 5 Dr. F. Ziltener
haben wir
f(=m+2mj) = f(-m)
~| -l
= 7'("
li = lim(f(y) =
i, fy) =lm(f(y) = ly])
=,
lim lim (f
Jim () = m (7o) = )
~| -l
= .

Also ist f bei z = —7 + 27 stetig. Daraus folgt, dass f (iiberall) stetig ist.

(iii) Wir bemerken, dass die Funktion f 2m-periodisch ist und berechnen die Fou-
rierkoeffizienten von f mit der Definition aus der Vorlesung. Fiir £ = 0 haben

wir

~ o / = leld
1

= (—/ xdm—l—/xdw)
o o

(=, )
2 2 2
_T
5"

Fiir k£ # 0 haben wir

~ 1

fe = u f(a;)e*"kxda;

%
2 / ’x‘ zkxdx
1 0 . ™ .
=— (/ —x)e Fdy +/ xe"’“dm)
2 \J -« 0
— 1 —ikx 0
~on(—ik) <( z)e
(mittels partieller Integration)

T=—T
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0

) ik etk ik e i
_ v o ik —tRT __ _
ok \U T T T e i 0
r=—m =
1 . .
T
1
= (L D)
0 falls k gerade ist,
= 2
3 falls k ungerade ist.
™

(iv) Fir jedes k € Z gilt fk = f_k. Wie in der Vorlesung erklart, folgt das auch
direkt aus der Tatsache, dass die Funktion f gerade ist, d. h. f(—z) = f(x), fir
alle z € R.

(v) Ein dhnliches Argument wie in 5.1(ii) zeigt, dass f stiickweise stetig differen-
zierbar ist. (Wir kénnen geeignete stetig differenzierbare Funktionen fi,..., fm
finden.) Sei € R ein Punkt. Da f bei z stetig ist, konvergiert daher nach einem
Satz aus der Vorlesung (punktweise Fourierreihenentwicklung) die Fourierreihe
von f im Punkt x gegen f(x).

5.3. Fourierkoeffizienten, Fourierreihenentwicklung einer periodisierten
quadratischen Funktion.
(i) Die Funktion f auf dem Intervall [—3m,37):

7.‘_2,,

t t t t t
-3t 27 —m ™ 2r 3w

Wir sehen, dass f(27) = 0.

(ii) Dass f stetig ist, folgt aus einem der Teilaufgabe 5.2(ii) analogen Argument.

5/8



ETH Zirich Analysis 3, partielle Differentialgleichungen D-ITET, RW
HS 2024 Losungen zur Ubungsserie 5 Dr. F. Ziltener

(iii) Wir bemerken, dass die Funktion f 2m-periodisch ist und berechnen den Fou-
rierkoeffizienten von f mit der Definition aus der Vorlesung. Fiir £ = 0 haben
wir

27
1 s
= — 2dx
21 J_r
_ 1 23"
27 3|, .
_
=3

und fiir £ # 0 haben wir

~ 1 2w ”
fx =5 ; (x)e " dz

1,
:—/ z2e Ty

27 J_x
_ 1 2 —ika] =T T o~k )
~ 2 (—ik) <[‘T N [ﬂ are

(mittels partieller Integration)

=0+ (7r1k:2 [mefﬂm} Zj_rw — /_7; eikzdx>

(mittels partieller Integration)
2(-1)*

+ 0.

(iv) Fir jedes k € Z gilt fk = J/“\,k. Wie in der Vorlesung erklart, folgt das auch
direkt aus der Tatsache, dass die Funktion f gerade ist, d. h. f(—z) = f(x), fir
alle x € R.

(v) Ein dhnliches Argument wie in 5.1(ii) zeigt, dass f stiickweise stetig differen-
zierbar ist. (Wir konnen geeignete stetig differenzierbare Funktionen fi,..., fi
finden.) Sei z € R ein Punkt. Da f bei x stetig ist, konvergiert daher nach einem
Satz aus der Vorlesung (punktweise Fourierreihenentwicklung) die Fourierreihe
von f im Punkt = gegen f(z).
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(vi) Fiir jedes N € Ny haben wir

k=1 k=1
1 N .
1 Z fkezko - fo)
=—N
N—oo 1 ( . 772) 1
—o0-T.
1

Der Grenzwert, also die unendliche Summe, ist also gegeben durch

i(—l)’“ _
K2 12

k=1

5.4. Fourierkoeffizienten einer reellwertigen Funktion.

(i) Wir berechnen

- 1 2m ) 1 2r ) ~
fok= 5= f(x)ethrdr = — f(z)e *de = .
27 Jo 21 Jo
Es folgt f_k = ?k
(ii) (a) Es gilt
E = ?k (da f reelle Werte annimmt)
=fr  (wegen (i)). (1)

Wir nehmen jetzt an, dass f gerade ist. Geméss Vorlesung gilt dann
f,kA: ﬂ Indem wir das mit (1) kombinieren, erhalten wir ﬁ = ﬁ Daher
ist fi reell.

(b) Wir nehmen an, dass f ungerade ist. Geméss Vorlesung gilt dann J?_ k= —fk.
Indem wir das mit (1) kombinieren, erhalten wir ﬁ = —J?k- Daher ist ﬁ
imaginar.

'Die Notation =5 bedeutet, dass die linke Seite gegen die rechte Seite konvergiert, wenn N nach
unendlich geht.
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(iii) Wir iiberpriifen die Aussage der obigen Teilaufgabe anhand von Beispielen
reellwertiger Funktionen aus der Vorlesung und den Ubungen. Die Rechteck-
schwingung aus einem Beispiel aus der Vorlesung ist ungerade und hat die
Fourierkoeffizienten

fr = 0

~ 0, falls k gerade ist,
—=, falls k ungerade ist.

Die Fourierkoeffizienten sind also imagindr. Die Sdgezahnschwingung aus einem
Beispiel aus der Vorlesung ist ungerade und hat die Fourierkoeffizienten

~ 0, falls £ = 0,
Je= {(—1)’%
k

,  sonst.

Die Fourierkoeffizienten sind also ¢magindr. Die periodische Fortsetzung des
Absolutbetrags aus der Ubungsserie 6 ist gerade und hat die Fourierkoeffizienten

o falls k = 0,
fe=40, falls 0 # k gerade ist,

—%7 falls k£ ungerade ist.

Die Fourierkoeffizienten sind also reell. Die periodische Fortsetzung der quadrati-
schen Funktion aus der Ubungsserie 6 ist gerade und hat die Fourierkoeffizienten

. =, falls k = 0,
fk == 2(_1)k
12

,  sonst.

Die Fourierkoeffizienten sind also reell. Wir sehen, dass die Aussage der obigen
Teilaufgabe fiir all diese Beispiele zutrifft.

Bemerkung: Die periodische Fortsetzung der Exponentialfunktion aus der
Ubungsserie 6 hat die Fourierkoeffizienten

(—1)k
P omik ¢

Sl

fo =

Diese komplexe Zahlen sind weder reell noch imaginar. Da die Funktion weder
gerade noch ungerade ist, ergibt sich kein Widerspruch zur obigen Teilaufgabe.

5.5. Lesen. Haben Sie die Abschnitte gelesen?
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