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6.1. L2-Skalarprodukt. Stellen Sie in der Ubungstunde Fragen, falls Sie mit dieser
Aufgabe Miihe haben.

6.2. Orthonormalbasis eines Skalarproduktraums.

Wir berechnen mittels der Darstellung vy, = > i (vk, v;)v;, der Linearitédt des Skalar-
produktes im ersten Argument und der Symmetrie des Skalarproduktes

1= <'Uk,?}k> = <zn:(vk,vi>vi,vk> =12 + Z <'Uk,1)i>2.

i=1 k#i=1,..n

Es folgt

Z (vg, v;)% = 0.

k#i=1,...n

Da alle Summanden nicht-negativ sind, folgt, dass (vk,v;) = 0 fir alle ¢ # k. Das
heisst, dass die Vektoren vy, ..., v, paarweise orthogonal zueinander sind.

6.3. Anfangswertproblem fur die rdumlich eindimensionale Warmeleitungs-
gleichung mit periodischer Bedingung.

(i) Gemass einem Satz aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung gegeben ist
durch

o0

Ve k t—&-zk:x.
—00

u(t,z) =
k

Aus der Ubungsserie 5 wissen wir, dass

2 X 2(=DF epie T K A(-DF e
u(t,x) = — + Z 2 ¢ Rtk 3 + Z 2 ¢ Rt cos (k).
0£k=—00 k=1

(ii) Auf dem Bild ist die Funktion u(¢,x) zu den Zeiten ¢t = 0, %, %, 1,4 fiir z im
Intervall (—m, 7) zu sehen:
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(iii) Sei € > 0. Wir definieren

> 4
CI:Z?,
k=2

log &
tg := — 30.

Sei t > ty. Wir haben

~

2 i
e k t+ikx

>

—1,0,1#k=—00,...,00

(iv) Sei e = 1073. Wir berechnen explizit

= 4
k=2

>, 4(—1)*
=D A=1" k:2) e ¥ cos (k)
k=2
o
4
—at
<e Z ?
k=2
S e—3toce—t
— ot
2
%—1), to ~ 2.6.

Also gilt t = 3 > ty. Nach der obigen Teilaufgabe haben wir daher fiir z =0

U(t, LE) . Z i)\ke—th—Hkm —
k=-1,0,1
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Nun berechnen wir

~ k2t+-ik 7'['2 772
S Tpe M = - —de7 cos(x) = - —4e P cos(0) ~ 3.09072 =~ u(3,0),
k=-1,0,1 3 3

wobei wir auf 5 Stellen nach dem Komma gerundet haben. Der Fehler wird durch
das Runden um weniger als 10~ vergrossert. Daher weicht die Zahl 3.09072 um
weniger als 1073e3 + 1075 von u(3,0) ab, wie gewiinscht.

(v) Sei z € R. Wir behaupten, dass u(t, z) strebt gegen 7%—2 wenn ¢ nach unendlich
strebt. Nach der obigen Teilaufgabe gilt

L 4(—1)" Ar?
(k:Q) e*k%cos(kx) g%e*t.

k=1
Aus der Tatsache et — 0 fiir t — oo folgt, dass

71_2

t -
u(t,x) — 3

fir t — oo.

6.4. Ungerade Fortsetzung einer Funktion und die Wairmeleitungsglei-
chung.

(i) Die ungerade Fortsetzung w der Funktion v auf dem Intervall [, 7] ist gegeben
durch

(2) = {U(az) falls x € [0, 7],
o v(—zx) falls x € [-7,0).

Nun kénnen wir v definieren, indem wir w wie gewohnlich 27 periodisch fortset-
zen. Das heisst, dass
v(x) = w(x — 2jm)

fir x € [(27 — D), (2§ + 1)7] und j € Z.
(ii) Die Funktion v auf dem Intervall [—3m, 37):

NN N
NN
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(iii) Wir wissen aus der Vorlesung, dass die Funktion

4/7

o0 o0
u(t,x) = Y Dpe Wik — 5o 4 > (ay cos(kx) + by, sin(kz)) ekt
k=—o00 k=1

die Wirmeleitungsgleichung uy = g, mit u(0,x) = v(z) fiir x € R 16sst. Wir

berechnen
~ 1 /.
vozﬂ/_ﬂv(x) dr =0
Da v ungerade ist, gilt
ar, =0

und wir berechnen

1

2T
by, = —/ v(z) sin(kz) dx
™ Jo

= i/oﬂ v(z) sin(kz) dx + 71T/07T v(z) sin(kz) dx
2

/07T v(x)sin(kz) dx

</07r/2 rsin(kz) dr + /7:;2(7r — z) sin(kx) d:c)

2 (_wcos(l‘gr) +/7f/2 cos(kx) g +7Tcos('%r) _/” cos(kx) dm)

SRR

T

2k 0 k 2k /2 k

2
— sin Lk>—0—0+sin<7r—k>>
7k 2

falls k£ gerade ist,

3

% falls 51 gerade ist,

2 falls =1 ungerade ist.

Wir konnen also schreiben

4 o] sin ((4J + 1)1;) 6_(4j+1)2t sin ((4] + 3).I) e_(4j+3)2t

ult, ) = wjz% (4j +1)° B (4j + 3)°

Wir bemerken, dass u(t,0) = u(t,7) = 0. Also hat u die gewiinschten Eigen-
schaften. Des Weiteren ist diese Losung eindeutig aufgrund eines Satzes aus
der Vorlesung. Das heisst, dass die Informationen aus der Aufgabenstellung
vollstdndig das physikalische Phénomen beschreiben.
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6.5. Wiarmeleitungskern. Wir leiten zuerst nach der Variablen x ab und erhalten
mittels der Kettenregel

_z?
€T e 4t

2t/ 4Art '

Ein weiteres Mal nach x mittels der Produkt- und der Kettenregel Ableiten ergibt

O, (t,x) = —

9 ac2 2
T e 4 e 4t
Dur(t,x) =

T ARAxt 2t/Ant

Wir leiten nun nach der Variablen ¢ ab und erhalten mittels der Produkt- und der
Kettenregel

2 ﬁ 722

ity =2 L

T aAxt  2t/axt
Offensichtlich erfiillt ® die Wérmeleitungsgleichung &; = ®@,.,.

6.6. Losung der Wellengleichung fiir eine raumlich periodische Funktion
mit Hilfe der raumlichen Fourierreihenentwicklung.

Sei f : R — C eine 2m-periodische stetig differenzierbare Funktion und k& € Z. Mit
Hilfe partieller Integration haben wir

T i 2 / —ikz
e = [(x)e " dx
21 Jo
1 . T 2 .
- < F(@)e it izo _ /0 f(:v)(—ik)e‘lk“"dx>
=0+ ik fj. (1)

Daraus folgt, dass
ﬁk - _k2.]/c;€7 (2)

falls f zweimal stetig differenzierbar ist. Sei jetzt u : (0,00) x R — C eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion, sodass u! := u(t, ) 2w-periodisch ist fiir jedes t > 0.
Aus (2) folgt, dass u die Wellengleichung mit ¢ = 1,

Ut = Ug,
genau dann 16st, falls

d? ~ ~
gﬁmk:—ﬁmh fiir alle k € Z. (3)
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Das ist ein unendliches System linearer gewdhnlicher DG zweiter Ordnung fiir die
rdumlichen Fourierkoeffizienten von u. Wir haben also die Wellengleichung als ein
System gewohnlicher DG umgeschrieben. Seien v, w jetzt 2m-periodische Funktionen,
wobei v zweimal stetig differenzierbar ist und w stetig differenzierbar ist. Dann 16st u
die Anfangsbedingungen

genau dann, wenn

< - d <TG L
u%y = U, — uly = u, = Wy, fiir jedes k € Z. (4)
dt |,
Das ist ein unendliches System von Anfangsbedingungen fiir die rdumlichen Fourier-
koeffizienten von u. Die Funktion u 16st die Wellengleichung mit Anfangsbedingungen
gegeben durch v, w daher genau dann, falls jeder rdumlich Fourierkoeffizient von

die gewohnliche DG (3) mit Anfangsbedingungen (4) 16st.

Wir nehmen jetzt an, dass v die Wellengleichung mit Anfangsbedingungen v, w 16st.
Mit Hilfe der Fourierreihenentwicklung kénnen wir die Funktion v aus den rdumlichen
Fourierkoeffizienten zuriickgewinnen. Wir bestimmen die Fourierkoeffizienten, indem
wir die Losung des Anfangswertproblems (3,4) bestimmen. Das charakteristische
Polynom der PDG (3) ist gegeben durch p(\) = A% + k? und die Lésung ist daher
gegeben durch
utk = A, €ikt + By, e_ikt.
Aus den Anfangsbedingungen (4) folgt, dass
Ay + By, = vy, ik(Ay — By) = W,

~

U 1 AT

1 A, = Wk =% | Wk
Ao T T gp PET o T

Es gilt daher

o0
u(t,z) = Z ut et

k=—o00

o) o~ -~ o~ -~
— Uk _ MWk ik(a+i) (”j %) ik(z—t)
kz:w(z 2k:>e T

v +t)+ox—t) 1 [
= + —
2 2 r—t

w(y)dy
0

(wegen (1) mit f(z) := /Ux w(y)dy und mit f(x) ::/ w(y)dy).

xT
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Das ist die d’Alembertsche Formel fir die Losung der Wellengleichung mit Anfangs-
bedingungen v, w. (Ein Satz aus der Vorlesung besagt, dass die durch diese Formel
gegebene Funktion auch tatséchlich die Wellengleichung mit Anfangsbedingungen
v, w 16st.)

6.7. Zeitumkehrinvarianz der Wellengleichung und der Schrédingerglei-
chung mit zeitunabhingiger potentiellen Energie.

(i) Wir berechnen die zeitliche Ableitung von w,
u(t, ) = —uy(—t, @),
und die zweite zeitliche Ableitung von w,
U (t, x) = u (4, ).
Wir berechnen die rdumliche Ableitung von u
o, (B, ) = g (1, )

und die zweite rdumliche Ableitung von u

U,z (t,z) = Uy, (—1, T).
Daher folgt
U(t, x) =uy(—t,2) = Au(—t, z)
=c? Zn: Ugja; (—t, 1) = Zn: Un,a,(t,2) = CAU(E, ).
Jj=1 j=1
Wir sehen, dass u die Wellengleichung erfiillt.
(ii) Wir berechnen

U t,x) = —uy(—t, )

und N _
Au(t,z) = Au(—t, x).
Daher gilt
= = h2 ~ ~
ih Uy = —ih w(—t, x) = il (—t,z) = —%Au(—t, x) + Vu(—t,x)

R~ e
= —%Au(t, z)+ Vau(t, x).

Wir sehen, dass u die Schrédingergleichung erfiillt.

6.8. Lesen. Haben Sie den Unterabschnitt gelesen?
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