D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich

Dr. F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 7

HS 2024

7.1. Fouriertransformation
(i) Wir berechnen die Fouriertransformierte von f an der Stelle £ =0

F(0) = /Oo f(z)e 0% do = /1 %dm =1

—00 -1

und an der Stelle £ # 0

flo= [t ds

11 .
= / —eT R dy
—12
e — it
%€
_ sin(§)
.
(ii) Fir £ = 0 berechnen wir
~ o0 0 1
f(O):/ f(:v)dx:/ 1d$—/1dm:0
—00 -1 0

und fiir £ # 0 berechnen wir

Fo =t a
0 . 1 .
:/ e dx—/ e %% dy
1 0
1 1 )
:/ e dg —/ e 8T dy
0 0

=2i /1 sin(§z) dx

0
cos(éx) !
€ =0

_ 9= cos(;‘) +1

= —2i

(iii) Fir & = 0 berechnen wir

ﬁ(o):/m F(:v)dx—/o(l—i—:r) dw—l—/ol(l—x) dz =1
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und fiir £ # 0 berechnen wir

:/ F(z)e % dx

0 ) 1 :
= / (14 z)e ™% da +/ (1 —x)e % dz
/ (1—2xz)e ZE"ﬂ‘”dlﬁ—/ (1—z)e ™% dz
/ (1 —z)cos({x) dx

r=1

Lsin(&x)
+ /0 ¢ dx

(1—2x) sm{x

(iv) Die Einschréankung der Funktion F' auf die Intervalle (—oo, —1], [—1,0], [0, 1]
und [1, 00) ist stetig differenzierbar. Daher ist F' stiickweise stetig differenzierbar.
Wir berechnen die Ableitung

1, falls — 1<z <0
Fl(z)=¢ -1, falls0<z<1
0, falls ¢ < —1 oder = > 1.

(v) Es gilt J?(f) = zfl/f\ (£). Diese Beziehung kann man auch herleiten, ohne die
Fouriertransformierten explizit zu berechnen. Da f = F’, haben wir namlich

Fl&) = F(e) = icF(¢),

wobei wir einen Satz aus der Vorlesung angwendet haben.

(vi) Wir verwenden die Tatsache aus einem Satz aus der Vorlesung, dass d%@(f ) =

—

—i(zg)(§) um zu sehen, dass

j;aa — (~i)"(z"g)(©).

Sei nun

() e fallsz >0,
€T =
g 0 sonst.
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Dann gilt f(z) = 2"¢g(x) und also

;A"

F(&) = (ang)(&) =i sl

Nun berechnen wir

~ — —x  —ix€ dr = )
Mit der obigen Formel erhalten wir
~ ndt n!

7.2. Fouriertransformation.

Wir berechnen

- 00 . 0 ) +oo .
f(ﬁ) :/ e—a\x|—z£x dr :/ eax—zfaz d(lﬁ—i—/ e—ax—z{x dr
o —oo 0

aT—i€T 0 e—aT—ifw +o00
= - + —
a—1i§ |_ —a—1i§]|,
1 i 1
Ca—if  a+ié
_ 2a
RN

7.3. Eigenschaften der Fouriertransformation, Gauf3sche Glockenfunktion.

(i) Wir berechnen

Fef)= [

—00

cf (z)e %% dr = c/oo f(z)e %% do = cF(f)
und

F(f+g9)

| @)+ ) e da

— [ t@eE dn s [ g@)e do = F(1) + Fo).

3/12



ETH Zirich Analysis 3, partielle Differentialgleichungen D-ITET, RW
HS 2024 Losungen zur Ubungsserie 7 Dr. F. Ziltener

(ii) Wir berechnen

Fr©) = [ nlp@e e do= [~ fa-v)e " da

= [ s dy — e [ papenis de = O F()(E),
wobei wir den Variablenwechsel y = x — v verwendet haben.
(iif)
o —i€x o Z —i€x
Fol© = [ suh@e e da= [ f(2)ee da
— 00 —00 a
—lal [ ) e dy = [alF () (a)
wobei wir den Variablenwechsel y = £ verwendet haben.
12
(iv) Sei also f: R — R gegeben durch f(xz) = e~ 2. Aus der Vorlesung wissen wir,
dass
f=Vanf.
1/xz—p

2
Sei nun g, () = e~2(*z*)". Dann gilt

Jp,o0 = Tu(5o(f))~
Mithilfe der obigen Teilaufgaben gilt also

5202

Flgn.0)(€) = F(ru(0o(H)(E) = € HF(65(£))(€) = e o f(0f) = Vamoe e 5.
Da fuo = ﬁ Ju,o, folgt wegen der Linearitét der Fourier Transformation

£202

]:(fu,o')(f) = F(Q,u,a) — e e,

1
V2o
7.4. Fouriertransformation und -riicktransformation. (i): Sei ¢ € R.

Behauptung 1. Es gilt

/oo Mdm = sign(c) /OO Sinxdlt- (1)
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Beweis der Behauptung: Im Fall ¢ = 0 sind beide Seiten gleich 0, da sin(0x) = 0,
Va € R, und sign(0) = 0. Wir betrachten den Fall ¢ # 0. Sei a > 0. Mit Hilfe der
Substitution y = cz erhalten wir, dass z = ¥, dx = d—é’, und daher

/a de _ /ca Sin(y)dy. )

—a X —ca Y

Wir betrachten den Fall ¢ > 0. Wir haben
—ca — —00,  Ca — 00 fir a — oo.

Indem wir den Grenzwert a — oo nehmen, folgt darum aus (2), dass

/OO Sin(cgg)dac:/Oo Mdy.

o X o Y
Wegen sign(c) = 1 gilt daher die Gleichheit (1).

Wir betrachten den Fall ¢ < 0. Wir haben

c@ sin(y) / ~¢@ sin(y)
dy = — dy,
/ c Y

—ca Yy a

ca — —00, —CG — 00 fir a — oo.

Indem wir den Grenzwert a — oo nehmen, folgt darum aus (2), dass

/OO Sin(cx)dx:—/oo Mdy.

—00 X —00 Yy

Wegen sign(c) = —1 gilt daher die Gleichheit (1). Diese Gleichheit gilt daher in allen
Fallen. Das beweist die Behauptung. [J

Der folgende Satz wurde in einem Tipp in der Aufgabenstellung erwéhnt.

Satz 2 (Dirichlet-Integral). Es gilt

o s
sin x
/ dr = .

B

Bemerkung. Die linke Seite heisst Dirichlet-Integral.
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Es ist nicht Teil der Aufgabenstellung, diesen Satz zu beweisen. Der folgende Beweis
richtet sich an den interessierten Leser/ die interessierte Leserin.

Beweis des Satzes: Sei z > 0. Wir berechnen

9] b
/ e"Ydy = lim e Ydy
0

b—oo Jo

oy 1b
e Y

= lim
b—oco —X

y=0
) e—a:b o e—a:~0
= lim
b—o0 —X

_ 0+l )

T

Sei jetzt y > 0. Wir berechnen

0
I::/ e Wsinzdx
0

b
= lim e "Ysinxdx
b—o0 Jo
ey b b e~y
= lim sin z - / coszdr | (mittels partieller Integration)
b—o0 -y 2=0 0o v

e %Y b e Ty
=0—-0+ lim 5 COST - / 5 (—sinz)dr | (mittels partieller Integration)
b—00 — =0 0o —Y
B e %WecosO T
=0-—73 2’
Y Y
1 1 1
also I <1 + 2) =—, alsol=— . (4)
y y y=+1
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Wir haben
/ sin a: / / xydy> sin x dx (wegen (3))
0

/ (/ ezysinxdy)dx
0 0

/ ( / i sina:da:) dy (Mathematiker/innen haben das bewiesen.)

- . 1dy (wegen (4))

1
=1 d
L

: b
= lim arctany| 0
0 y=

Da die Funktion f(z) := S22 gerade ist!, folgt, dass

o ginx OOsmyc
dr =2 =

Das beweist den Satz. O

Aus Behauptung 1 und Satz 2 folgt, dass
/ sin(ez) dx = sign(c)m. (5)

o X

Sei £ eine reelle Zahl ungleich +1. Die Funktion?

hr) = (= 9O7) — (-1-9)z)

ist ungerade, d. h., h(—z) = —h(z), Va. Daher haben wir [ h(z)dz = 0 fiir jedes
a > 0. Indem wir den Grenzwert a — oo nehmen, folgt daraus, dass

/O:O h(z)dx = Jim /aa h(z)dz = 0. (6)

Wegen der eulerschen Formel gilt

sin(z) = —< (e —e ™). (7)

'd. h., f(~z) = f(x), Yz

2Fiir x = 0 definieren wir die rechte Seite als 0.
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Wir rechnen:

e 8Ty

AONE
:/ sin

T

(wegen (7))

o i einl1-8) _ gir(-1-€)
_ / e ¢ dz

oo 2 T

i oo €08 ((1—€)) — cos ((—1 — €)z) +i((sin (1 - ) — sin (-1~ &)a) )

2 ) x
(mit Hilfe der eulerschen Formel)
-0+ =
+ 2 PN T o x
(wegen (6) und sin(—y) = —sin(y))

_ Sign(l B f) + Sign(l + f)ﬂ_ (Wegen (5))

2
Wir definieren
m, falls <1,
g:R\{-1,1} = R, 9(&) = { 0, falls E} > 1.
Wir haben
1-1
5 T=0= 9(5)7
sign(1—9) +sign(i+9) ) 1¥1
2 %+1_ -
5 71':0:9(5)’

Indem wir das mit (8) kombinieren, erhalten wir

f&) =g®), ve#xL
(ii): Wir haben
f(x)e %% dx

/
= /oo ?}%dw
/

f
f(x)ei€zde
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(iii): Wir definieren

Lofalls —1<€<1,
hiR= K, h(f)::{é sonst. =65

Gemiss Aufgabe 7.1(i) (Fouriertransformation) ist f die Fouriertransformierte von h,
d. h.

f=h. (11)
Sei & # £1. Wir berechnen
(&) =2n7(§)  (wegen (10)
= 27rf(§ ) (weil f reelle Werte annimmt)
=27h(¢)  (gemiss (11))
= 27h(£) (gemiss dem Satz iiber die Fourierriicktransformation) (12)
= 27h(§) (da h reelle Werte annimmt)
=9(6),

wobei g wie in (9) definiert ist. Wir erhalten also das gleiche Resultat wie mit der
direkten Rechnung. (Siehe Teil (i).)

7.5. Anwendung der Fouriertransformation auf die Varianz der Gaufischen
Glockenfunktion.

(i) Gemaiss der Definition von f,, und von 7, haben wir
(2 — 1) fuo = Tu(2* fo,0)-
Geméss Aufgabe 7.3(ii) gilt daher
F (@ =1 fuo) = F (ru(2*fos)) = e F (2% foo)-
Aus der Vorlesung wissen wir, dass F(zf) = i(F(f))’, also

F(xzfﬂ,a) = i(.F(.’I,'f()’O.))/ = _('F(f(),o‘))”-

3Strikt genommen diirfen wir den Satz nicht anwenden, da die Voraussetzung, dass h= f absolut
integrierbar ist, in unserem Fall nicht erfillt ist. (f(z) = *2%) Die Fourierriicktransformierte

h= fist jedoch an der Stelle £ wohldefiniert, da & # £1. Da h bei ¢ stetig ist, gilt (12).
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Mit Aufgabe 7.3(iv) und der Kettenregel folgt nun

, 2,2 ! 252 9
Floo)(©) = (5 ) = F (-¢0?)
und somit mit der Kettenregel und der Produktregel

(( 7502)2 702).

§202

(]:(fu,a))”(é) =e 2

Wir folgern also, dass
2 g~ 2 402 | 2
F((@ = 1)2e) (§) = e (—o'e? 4 0%).
(ii) Gemaéss obiger Formel haben wir

[ @ 0P hurlo) de = F (0 1) 0) = o*

—0o0

7.6. Faltung und Fouriertransformation. Fiir jedes £ € R gilt
o0

(2716 = [+ g)a)e do

o

/ ( /_ O:O fl@=y)g(v) dy) e dy

:i ( /_ O:O flx—y)g(y)e ™" dy) dzx

/
/ (/o:o @ —y)g(y)e ™" dm) dy

(gemiiss dem Satz von Fubini?)

= / ( (z —y)e ) dx) g(y)e "V dy

= _O; ( _O:o flz)e %= dZ) g(y)e ¥ dy
=f(€)3()

4Fiir eine Version dieses Satzes siehe das Skript von L. Kobel-Keller, Grundlagen der Mathematik
(Analysis A und B) und Mathematik I, II und Mathematik I1I: PDE, S. 508, Tatsache/Regel 12.2
(Satz von Fubini). Wir verwenden hier eine Variante des Satzes fiir uneigentliche Integrale. Dabei
beniitzen wir unsere Annahme, dass f und g absolut integrierbar sind.

10/12



D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich
Dr. F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 7 HS 2024

Bemerkungen: Aus den Annahmen, dass f beschriankt und g absolut integrierbar
ist, folgt, dass f * g wohldefiniert und stetig ist. Aus den Annahmen, dass f und
g absolut integrierbar sind, folgt dass f x g absolut integrierbar ist. Daher ist die
Fouriertransformierte von f % g wohldefiniert.?

7.7. Warmeleitungsgleichung.

Wir beniitzen den Satz aus der Vorlesung iiber die Wéarmeleitungsgleichung. Wir
wiederholen, dass der Warmeleitungskern durch

®:(0,00) xR >R, &(t,z):= 3@
T

gegeben ist. Von diesem Satz wissen wir, dass

/ O(t,x — y)up(y)dy, fallst >0
uo(z), falls t =0

u:[0,00) xR —=C, wu(t,z):=

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems fiir die Warmeleitungsgleichung

Up = Uy auf R x (0, 00),
u(0,x) = up(x), Vz € R,

ist.

(a) Wir setzen ein mit ug(x) = e* und berechnen fiir ¢ > 0

o] 1 o] r—y)2
ut.) = [~ ot —yu@iy = = [~ ay
Wir haben ) )
(z—y) 1<y—(w+2t))
A SedC VA = (=~ t .
1 +y 5 NeT +t+x

Bemerke nun, dass

L 3=

Sovorvai(y) = e :

wobei wir die Notation von Aufgabe 7.3 verwendet haben. Unter Verwendung
von Aufgabe 7.3 sehen wir, dass

u(twr) = ez+t ‘/_OO fx+2t7\/ﬂ(y) dy = eert]: (fx+2t,\/ﬁ) (0) = eert'

(Uberpriifen Sie, dass diese Funktion das Anfangswertproblems fiir die Wirme-
leitungsgleichung 16st!)

5Es ist nicht Teil der Aufgabenstellung, diese Aussagen zu zeigen.
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(b) Wir gehen analog zur obigen Teilaufgabe vor. Wir setzen ug(x) = cos(x) ein
und berechnen fiir ¢ > 0

0 1 0 _ (a— )2
u(t,z) = [ O(t,z — y)up(y)dy = \/H/ e ar cos(y) dy.

Unter der Verwendung der Formel cos(y) = (e® + e~%)/2 folgt

_y—a)?

it (e +e) dy

t0)=5—= [

e - 2/4nmt —oo6
1 o0 ;. _Z

— 5 | e ) dy

= % F (e (1) + F () (1)

1. .
— 5 [ezxeft 4 eimeit]
= e ' cos(z),

wobei wir die Notation von Aufgabe 7.3 mit

1 _( —a)? it —
L) = e Flloym)(§) = et

verwendet haben. (Uberpriifen Sie, dass die Funktion v das Anfangswertproblems
fiir die Warmeleitungsgleichung 16st!)
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