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8.1. Gewohnliche Differentialgleichung und Fouriertransformation.

Wir berechnen die Fouriertransformation der Differentialgleichung

—u" () + u(z) = e 17, (1)
Es gilt ﬁ(g) = —£20(€). Aus der Vorlesung wissen wir, dass f(g) = Tre Wir
erhalten durch Fouriertransformation von (1):
2 2
2 ~ ~
+1)u=—u"4+u= , d.h. t=——+=. 2
(3 ) 1+eé (1+£2)2 (2)
Wir haben
u = €U (geméss einem Satz aus der Vorlesung),
2i¢
= wegen (2
Trem (veeen (2)
i (ive)
S dE\1+¢2
_ i
2
zf o
=5 (geméss einem Satz aus der Vorlesung), (3)
u = (geméss dem Satz iiber die Fourierriicktransformation)
= —% (wegen (3))
_zf(z) . ) . i :
=——5 (geméss dem Satz tiber die Fourierriicktransformation)
.’1?6_"7:‘
T2

Fir x > 0 erhalten wir also mittels partieller Integration

1 _ 1/ _ _
u(x)zi/(—e x)a;darzz(e xx—/e"”-ldx)zz—i-C’Jr. (4)
Fir « < 0 erhalten wir mittels partieller Integration analog

u(w) = ‘3(_”32“) +C. (5)
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(Rechnen Sie das nach!) Damit wir fiir + = 0 den gleichen Wert erhalten, muss
C+ = C_ gelten. Durch Einsetzen in die GDG (1) erhalten wir aus (4,5), dass C;. =0
und

e~ 17l(|z] + 1)

u(x) = 5

(Uberpriifen Sie, dass diese Funktion tatséchlich die GDG (1) 16st!)

8.2. Losung der Wellengleichung mit Hilfe der raumlichen Fouriertransfor-
mation Seien ug,vg : R = R Funktionen, wobei ug zweimal stetig differenzierbar
und vy stetig differenzierbar ist. Angenommen u 16st die folgende PDG

Utt = Uz,
u(0,z) = up(z), Vz € R,
u(0,2) = vo(x), Vo € R.
Um das Anfangswertproblem mithilfe der rdumlichen Fouriertransformation zu lésen,

betrachten wir die Fouriertransformierte der Funktion v in Bezug auf den Raum. Fiir
jedes t € R definieren wir die Funktion

u' R =R, u'(z) := u(t, ).

Die Fouriertransformation dieser Funktion ist gegeben durch

—

ut(§) = /_O:O ul(z)e % da.

Wir wenden die Fouriertransformation auf beide Seiten der Wellengleichung an

Flugy = Flug, }-

Die Fouriertransformierte der zweiten Ableitung nach der Zeit F{ul,} der zweiten
Ableitung der Fouriertransformierten von u nach der Zeit entspricht, also

2

A2 ~
]'—{Uit} = @Ut(f)-

Von einem Satz aus der Vorlesung folgt, dass die Fouriertransformierte der zweiten

Ableitung nach dem Raum F{u!,} entspricht —¢2? mal der Fouriertransformierten
von u, also

Flub,} = —€2ut(6).
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Setzen wir dies in die urspriingliche Gleichung ein:

d2 - 277

gt (€) = —&ul(9).

Das ist eine gewohnliche DG fiir die Funktion ¢ — ut (€). Aus Analysis 2 wissen wir,
dass die Losung dieser GDG durch

—

ut(€) = A(§) cos(t€) + B(&) sin(t€)

gegeben ist. Um A(§) und B(&) zu bestimmen, Fourier-transformieren wir die An-
fangsbedingungen. Wir erhalten

—

up(§) = u’(&) = A(¢)

und
d

() = 7

ut(€) = B(§),

t=0

wobei wir verwendet haben, dass %&(5) = —A()& sin(t€)+B(€)E cos(t€) und sin(0) =

—~

0 und cos(0) = 1. Nun ricktransformieren wir ! und erhalten
u(z,t) = u'(x)

-/ ) coslene e

:% .

(3)
“+oo 3 .
b / (¢ )Smft) ST de .

21 J_ oo

(4)
Wir wiederholen die folgenden zwei Identitaten
i€t | —itt
cos(€t) = e-te ™~
2
und
sin(&t)
3

= /t cos(&s)ds.
0

Also konnen wir berechnen

® =1 ([ w@eserodg+ [ we)esena)

= E .
uo(z +t) + uo(x — t)
B 2
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und auch

1 t oo eiﬁ(w—l—s) + ei.ﬁ(m—s)
W= (/_m RO ) ds

N~ N

Es folgt nun

up(z +t) +up(z —t) N 1 [zt

t) = -
u(z, t) 5 5/,

vo(s)ds.

Das ist die d’Alembertsche Formel fiir die Losung des Anfangswertproblems fir die
raumlich eindimensionale Wellengleichung mit ¢ = 1. Wir rechnen nochmals nach,
dass diese Formel tatsédchlich das Anfangswertproblem 16st: Mit der obigen Formel
berechnen wir die Ableitungen

1 1 1

w(@.t) = & (uhla+1) — uble — 1) + 210l + ) + 2ol 1),
1 1 1

ug(z,t) = 3 (ug(x +t) +ug(x —t)) + ivé(x +1) — 5%(36 — 1),
1 1 1

U (T,1) = 3 (ug(x +t) +ug(x —t)) + 5’06(.%' +1) — 51}6(1: —t).

Nun kénnen wir iiberpriifen, dass u tatsédchlich die folgende PDG 16st

Uty = Ugg,
u(0,2) = ug(x), Vo € R,
u (0, ) = vo(x), Vo € R.

8.3. elektrostatisches Potential, Poissongleichung

(i) Wie in Ubungsserie 1 erwihnt, besagt eine der Maxwellgleichungen, das Fara-
daysche Induktionsgesetz, dass

VxE= —8tB.

Da wir annehmen, dass 0;B = 0, gilt also V x E = 0, d. h. die Rotation von
E verschwindet. Geméss einem Satz aus Analysis 2 ist E daher konservativ,
d. h. E besitzt ein Potential, d. h. es gibt eine Funktion ¢ : R3 — R, sodass
E=-Vop.
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(ii) Eine der Maxwellgleichungen, das Gaufische Gesetz fiir das elektrische Feld,
besagt, dass

v-E=".
€0

Da V¢ = —E, folgt daraus, dass

Ap=V.-Vp=-V.E=-2,
€0

8.4. harmonische Funktionen: Fundamentallésung der Laplacegleichung,
holomorphe Funktion.

(i) Wir betrachten den Fall n = 2 und die Funktion

o B\[0) 2R, le) = logllal = log ((e])?) = § log (a3 +3).

Um Ap = @2, + Pryaz, zu bestimmen, berechnen wir zuerst mit Hilfe der
Kettenregel die ersten partiellen Ableitungen von ¢ im Punkt z € R™ \ {0}:

dy (2) 1 - T1 o 1 . T9
_— = 1= s _— = 2 = —5.
Oy 2||=|? (Bl Oxy 2|z (ki

Mit Hilfe der Leibnizregel (=Produktregel) und der Kettenregel erhalten wir
daher fiir die zweiten partiellen Ableitungen von ¢ im Punkt z € R™ \ {0}:

82%0(:5): 1 72.7)% 8290: 1 7230%.
Oxt el Nt 023 flaf® =l

Wir addieren die zweiten partiellen Ableitungen und erhalten fir z € R™ \ {0}:

Ap(r) = 2 2t a8) 2l 2]
(el [l ER

0,

wie behauptet.

Wir betrachten jetzt den Fall n > 3 und die Funktion

2—n

o R'\ {0} SR, o) = ||x||“=(2x%) s
=1
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Um Ay = Y7 @g,2, zu bestimmen, berechnen wir zuerst fir ¢ = 1,...,n mit
Hilfe der Kettenregel die erste partielle Ableitung von ¢ nach x; im Punkt
x € R™\ {0}:

dp, . 0 o) 2

Wir berechnen die zweiten partiellen Ableitungen:

ai"(@ —(2—n) ((_”) (zn: xz)gl i + (iﬁ)?)
O} 2/ \3 =
= (2= n) (=nllz)|7"%F + [l 7") .

Wir addieren die zweiten partiellen Ableitungen und erhalten

Ap(z) = (2 -n) <—7%|96||_"_2 (Z :r?) + nllﬂﬂl!‘”) =0,
i=1

wobei wir verwendet haben, dass .7 ; 22 = ||=||%.

(ii) Wir betrachten eine holomorphe zweimal stetig partiell differentierbare Funktion
u: C = R? — C. Wir schreiben f := Re(u) fiir den Realteil von v und ¢ := Im(u)
fiir den Imaginérteil von u. Wir haben also

u=f+1g.

Gemadiss Annahme erfillt v die Cauchy-Riemann-Gleichung. Diese ist gegeben
durch:

fy +igy = Uy = WUy = i fy + 119z = i fz — G,

d. h., durch
of @
o Ay (6)
of _@
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Wir zeigen nun, dass die Funktion f harmonisch ist, d. h., dass Af = foo+ fyy =
0. Dazu differenzieren wir die Gleichung (6) nach = und die Gleichung (7) nach
y. Wir erhalten

O*f O
822~ Ozdy’
’*f D
y2 ~ Oydx’

Indem wir diese beiden Gleichungen addieren, erhalten wir

0?2 9?2
g 9 _,,

Af= 0xdy B oyoxr

wobei wir im zweiten Schritt den Satz von Schwarz verwendet haben. Dieser
besagt, dass wir die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen diirfen.
Die Funktion f ist also harmonisch.

Wir zeigen nun, dass die Funktion g harmonisch ist, d. h., dass Ag = gz +gyy = 0.
Dazu differenzieren wir die Gleichung (6) nach y und die Gleichung (7) nach x.
Wir erhalten

o’g  O°f
0y? ~ Oydx’
0%g B 0% f
822~ Oxdy’

Indem wir diese beiden Gleichungen addieren, erhalten wir

o*f  f

A9 = Gu0r  owoy

wobel wir im zweiten Schritt den Satz von Schwarz verwendet haben. Die
Funktion ¢ ist also harmonisch. Wir haben also gezeigt, dass

Au=Af+iAg=0,
d. h., dass u harmonisch ist.
8.5. Laplacegleichung auf dem Quadrat. Um die Losung v : U — R des

gegebenen Dirichlet-Randwertproblems fiir die Laplacegleichung zu finden, nehmen
wir an, dass diese Losung wie folgt als Produkt geschrieben werden kann:

u(z,y) = X(2)Y(y),  vVeel0,1],y€[0,1]. (8)
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Wir substituieren wir dies in die Laplacegleichung Au = 0 und erhalten

X"(2)Y (y) + X (2)Y"(y) =0, Vz € [0,1], y € [0,1]. 9)
Fall X =0 oder Y = 0: Dann ist wegen (8) auch

u=0. (10)

Fall X # 0 und Y # 0: Wir wéhlen einen Punkt yg € [0, 1], sodass Y (yo) # 0, und
definieren

Y (yo)
A= — . 11
¥ () )
Indem wir y := yp setzen und (9) durch Y (yp) teilen, erhalten wir
X" (x) = A\X (). (12)

Das ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir X.

Fall A\ # 0: Wie Sie in Mathematik I gelernt haben, ist in diesem Fall die allgemeine
Losung dieser Gleichung gegeben durch

X(z) = CreV™ 4+ C_e VA7, (13)

wobei Cy+ Konstanten sind. Aus (8) und der Randbedingung u(z = 0,y) = g(0,y) =0
folgt, dass X(0)Y (y) = u(0,y) = 0, fiir alle y € [0,1]. Weil Y # 0, folgt daraus, dass

0=X(0)=Cue®+C_e=C. +C_,
also, dass
C_=-Cy. (14)

Aus (8) und der Randbedingung u(z = 1,y) = g(1,y) = 0 folgt, dass X(1)Y (y) =
u(1l,y) = 0, also dass

0=X(1) = CeP e P =0y (4 e ), (15)

wobei wir im letzten Schritt (14) verwendet haben. Wegen unserer Annahme, dass
X # 0, haben wir Cy # 0. Aus (15) folgt daher, dass eV* = e~V also, dass

62\5 =0.

Daraus folgt, dass es eine ganze Zahl k gibt, sodass

VA = ki (16)
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Mittels (13,14) erhalten wir daraus, dass

X(z)=C, (ekm'ac . e—km'z) = C'sin(knz), C :=2iCy. (17)

Fall A = 0: Wie Sie in Mathematik I gelernt haben, ist in diesem Fall die allgemeine
Losung der Gleichung (12) gegeben durch

X(z) = Chz + Cy,

wobei Cp, C; Konstanten sind. Aus (8) und der Randbedingung «(0,y) = g(0,y) = 0
folgt, dass X (0)Y (y) = u(0,y) = 0 und daher, dass

Aus (8) und der Randbedingung u(1,y) = g(1,y) = 0 folgt, dass X (1)Y (y) = u(l,y) =
0 und daher, dass 0 = X(1) = C; + Cy = (4. Also gilt X = 0. Das widerspricht
unserer Annahme, dass X # 0 und Y # 0. Der Teilfall A = 0 tritt also nicht auf.

Wir bestimmen jetzt die Funktion Y. Wegen unserer Annahme, dass X # 0, gibt es
ein xo € [0,1], sodass X (xg) # 0. Indem wir x := z9, y := yp in (9) einsetzen und
durch X (z0)Y (yo) dividieren, erhalten wir

X"(xo) Y" (o)

X (o) Y (yo)
=A (wegen (11))
= (k:m')2 (wegen (16))

= —k?n%
Aus (9) mit x = x¢ folgt daher, dass
Yy — k‘Qﬂ'QY. (18)

Das ist eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir Y. Da A\ # 0, ist
k # 0. Wie Sie in Mathematik I gelernt haben, ist daher die allgemeine Lésung der
GDG (18) gegeben durch

Y (y) = cp ™ 4 c_e k™, (19)

wobei ¢y Konstanten sind. Aus (8) und der Randbedingung u(z,y = 0) = g(z,0) =0
folgt, dass X (z)Y (0) = u(z,0) = 0, fiir alle z € [0,1]. Weil X # 0, folgt daraus, dass

0=Y(0)=cye®+c e =cy+c_,
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also, dass
c_ = —cq. (20)

Fiir jedes = € [0, 1] haben wir

Csin(krz)Y (1) = X(z)Y (1) (wegen (17))
= u(z, 1) (wegen (8))
2

—T

(Randbedingung).

= sin(mz)

Daraus folgt, dass £ =1 und

—T

% —Cy(1)
=Cecy (" —e™) (wegen (13,20)),
1
also Cey = 7 (21)
Wir haben

u(z,y) = X(2)Y (y)
= C'sin(rz)cy (€™ — ™) (wegen (17,19))
Ty
= sin(7z) sinh(7y). (22)

= sin(mz)

et—e™

(sinh(t) := “= " ist der Sinus hyperbolicus.)

Wir iberpriifen, dass u tatséchlich das Dirichletproblem 16st. Wir iiberpriifen zuerst,
dass u die Laplace-Gleichung Au = gy + uy,y = 0 16st. Mittels (22) berechnen wir
Uy = 7 cos(mz) sinh(my),
Ugpe = —m2 sin(mz) sinh(y),
uy = msin(mwx) cosh(my),
Uy, = T sin(nx) sinh(7y),

wobei cosh(t) := et+72€7t der Kosinus hyperbolicus ist. Wir erhalten

AU = Ugy + Uyy
= —7?sin(rz) sinh(7y) + 72 sin(7x) sinh(7y)
=0.
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Nun iiberpriifen wir die Randbedingungen u(z, g(x,y) auf 0A:

y) =
9

1. Fir z = 0 ist u(0,y) = sin(0) sinh(7y) = 0 = ¢(0,y).
2. Fir z = 1 ist u(1,y) = sin(m) sinh(ry) =0 = ¢g(1,y).
3. Fiir y = 0 ist u(x,0) = sin(nwz) sinh(0) = 0 = g(«, 0)

4. Fiir y = 1 ist u(z, 1) = sin(rz) sinh(7) = sin(7z) < = g(z,1).

Somit erfiillt die Funktion u(z,y) = sin(mx) sinh(wy) die Laplace-Gleichung in A :=
[0,1] x [0, 1] und die Randbedingungen auf 0A. Sie 16st daher tatséchlich das Dirichlet-
Randwertproblem.
8.6. Laplaceoperator fiir R? in Polarkoordinaten. Wir schreiben

(X,Y) =0, X(r,p) = 1rcosp, Y (r,p) = rsing.

Zuerst berechnen wir

X Y
oS G, )

X Y
ggp = —rsiny, ggo = T COS . (24)

Da v = u o ¥, erhalten wir mittels der Kettenregel und (23), dass

ov
vp = —
"o
_ OuodX 4 o Ou Y
= oz or dy or
0 0
3Z cos p + 8—; sin . (25)
Mittels der Kettenregel und (23) erhalten wir
ov,
Upp = ——
T or

0 (Ou ou .
= o <%coscp—|— 6ysm<p>

0%u 0X 0*u OY 0%u 0X  O*u oY) .
(G ayaxa) (p) + (axaya + aym) sin(p)

82u 9 LTI 0% ) 0%u 9
= 5,2 Cos () + D90z sin(¢) cos(¢) + 910y cos(¢) sin(p) + a7 sin®(¢p).
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Mittels der Kettenregel und (24) erhalten wir

ou 0X 8u oY
Y = r (990 8y &p

u ou
= ——rsiny+ —rcosy.

or oy

Mittels der Kettenregel, der Produktregel und (24) erhalten wir

v
Vpp = 87:
—8( aursm —i-@rcos )
Oy ox ? oy ?
= Ou 8Xfr’sin L v 8—Yrsin —7‘ Cos
T2 g YT Byar ap NPT p P
+ Ou a—rc 82u aYrcos 6ursm
910y Oy LT P A T
Pu 5 0*u Pu 5
=7 r2gin2p -2 i —
6x2r sin“ 8y8xr cos psin p + 8y2r cos”
— (%r cos ¢ + ng sin (p) . (27)

Mit Hilfe von (26,25,27) und der Formel sin? ¢ + cos? ¢ = 1 folgt, dass

1 1 0%u 0%u
Urr"";UT—FTiQUSOSO:@o\II—FTyQOII}:(AU)O\IJ

wie behauptet.
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