D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich
Dr. F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 9 HS 2024

9.1. Laplacegleichung auf der Kreisscheibe, Poisson-Formel, Maximum-
und Minimumprinzip.

(i) Um u(0,0) zu berechnen, verwenden wir die Poisson-Formel fiir die Losung des
Dirichlet-Randwertproblems fiir die Laplacegleichung auf der Einheitskreisschei-
be. Die Poisson-Formel lautet:

1—7r2 [27 g(cosv,sin)
pr— d
u(,y) 27 /0 1 —2rcos(p — 1) + 1?2 i
wobei (x,y) = r(cos ©, sin go). (1)

((r, ) sind die Polarkoordinaten von (z,y), d. h., r ist der Abstand von (z,y)
zum Ursprung und ¢ der Winkel zwischen der z-Achse und der Geraden durch
den Ursprung und durch (z,y).) Fir (z,y) = (0,0) ist » = 0 und ¢ beliebig.
Gemiss Aufgabenstellung ist g(wo, yo) = 3, also

g( cos 1, sin w) = cos® .

Indem wir das in (1) einsetzen, erhalten wir

u(0,0) =

1—0/027r cos® 1) b @)

2m 1-0+0

Mit der Substitution ¢ := 1 — m erhalten wir

2T us
/ cos® i dip = / cos3 (0 + ) dv
0 0

= —/ cos®(9) dv. (Wir verwenden cos(? + 7) = — cos(1)).)
0

Indem wir das in (2) einsetzen, erhalten wir
2
s

u(O,O):;F/OZﬂCOSP’@ZJdd):;(/Oﬂcosgwdw—i—/ﬂcos?’@bdw) =0.

(ii) Um die Ungleichung u(z,y) < 1 fiir jedes (x,y) € B? zu zeigen, verwenden wir
das Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen. Dieses Prinzip besagt, dass
eine harmonische Funktion ihr Maximum auf dem Rand ihres Definitionsbereichs
annimmt. In unserem Fall ist der Definitionsbereich die Einheitskreisscheibe
B?, und der Rand ist der Einheitskreis 0B%. Gemiss Aufgabenstellung ist u
harmonisch und gilt

U(.’E,y) — g($05y0) = 1"(3) fiir (l"y) — (J:OuyO)a v(x()?yo) € 8B2
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Gemaéss dem Maximumprinzip gilt daher, dass

uw(z,y) < max g(xo) = max x5 fir jedes (z,y) € B2 3
(@.9) < max g(eo) = max af fir jedes (,y) 3)

Wir betrachten ein (zg,y0) € 0B, d. h., (z0, o) liegt auf dem Einheitskreis. Es
gilt daher 22 +y2 = 1, also 22 = 1 — 32 < 1 und darum, dass z¢ < 1. Indem wir
das in (3) einsetzen, erhalten wir, dass

u(z,y) <1 fiir jedes (z,y) € B2

Um die Ungleichung u(z,y) < 1 fiir jedes (z,y) € B? zu zeigen, verwenden wir
das Minimumprinzip fiir harmonische Funktionen. Dieses Prinzip besagt, dass
eine harmonische Funktion ihr Minimum auf dem Rand ihres Definitionsbereichs
annimmt. Es gilt daher, dass

w(z,y) > min g¢(zg) = min zp fiir jedes (z,y) € B. 4
( y)_xoeaBQQ( 0) ,nin 7 jedes (z,y) (4)

Wir betrachten ein (g, y0) € B2, d. h., (z0, yo) liegt auf dem Einheitskreis. Es
gilt daher 23 + y2 = 1, also 22 = 1 — 3 < 1 und darum, dass 7o > —1. Indem
wir das in (3) einsetzen, erhalten wir, dass

u(z,y) > —1 fiir jedes (z,y) € B2
Somit haben wir gezeigt, dass

—1<wu(z,y) <1 fiir jedes (z,y) € B.

9.2. Eindeutigkeit der Losung der Poisson-Gleichung. Um die Eindeutigkeit der
Losung des Dirichlet-Randwertproblems fiir die Poissongleichung zu zeigen, verwenden
wir das Maximumprinzip. Dieses Prinzip besagt, dass eine harmonische Funktion ihr
Maximum auf dem Rand ihres Definitionsbereichs annimmt. In unserem Fall ist der
Definitionsbereich die Einheitskreisscheibe B?, und der Rand ist der Einheitskreis
oB2.

Seien up und u; Losungen des Dirichlet-Randwertproblems
Au=f in B? (5)
u(z,y) — g(wo, o) fir (x,y) = (w0, 90),  V(xo,40) € IB®. (6)

Wir betrachten einen Punkt (z,y) € B2. Wir zeigen, dass ug(z,y) = u1(x,y). Dazu
zeigen wir zuerst, dass ug(z,y) < ui(z,y). Wir betrachten die Funktion w := uy — .
Indem wir (5) verwenden, erhalten wir

Aw=Au; — Aug=f— f=0.
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Aus (6) folgt, dass

w(z,y) = ui(z,y)—uo(z,y) = g(zo,y0)—9(x0,y0) = 0 fiir (z,y) = (0,%0), (0, y0) € OB>.

Die Funktion w ist also harmonisch und nimmt auf dem Rand den Wert 0 an. Mit
Hilfe des Maximumprinzips folgt daraus, dass w < 0. Aus dem Minimumprinzip folgt,
dass w > 0. Also gilt w =0, d. h.

Up = ui,

wie behauptet.

9.3. Losung des Dirichletproblems fiir die Laplacegleichung auf der Kreis-
scheibe mittels Fourierreihe.

(i) Wir betrachten das folgende Dirichlet-Randwertproblem fiir die Laplacegleichung

AU = Ugy + Uy =0 auf B> (7)
u(x,y) = g(x,y) == 2> fiir (x,y) € 9B> (8)
Um dieses Problem zu losen, wechseln wir zu Polarkoordinaten. Wie wir in der

Ubungsserie 8 gesehen haben, suchen wir also nach einer Losung v : [0,1)xR — R
des Randwertproblems

1 1
vrr—i-fv,n—i-—Qv(w:O firO<r<l1, peR,
T r
v(1, ) = h(p) := g(cos p,sin @) = cos®(p), fiir ¢ € R.
Wie wir in der Vorlesung gesehen haben ist die Losung dieser PDG gegeben
durch

o) = 3 hyrltlets, (9)

k=—o0

wobei Ek den k-ten Fourierkoeffizienten von h bezeichnet. Mittels der eulerschen
Formel und der binomischen Formel erhalten wir

. . 3

e +e ¥ Lsio [ 3 ip 3 —ip , 1 3
h — — — 3y < ip 2 —ip - i
(p) (2 ) 86 + 86 + 86 + 86

Aus dieser Darstellung von h kénnen wir die Fourierkoeffizienten von h ablesen.
Diese sind:
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und R
hi =0, falls k # +1, £+3.

Mittels (9) erhalten wir also

1 3 .3 1 .
v(r,p) = §r3e3w + grew + gre_w + §r36_3w. (10)

Wir haben
(z,y) = r( cos (p, sin cp),

. » 3 . »
Biv 4 3o _ g (‘3““;6“0) _G'W

= 8cosg<p — 6cos .
Daher erhalten wir aus (10) in kartesischen Koordinaten:

u(z,y) = v(r, )

3 1 ' .
=-rcosp+ ér?’ (63“'9 + 6_3“")

4
3 3
= Ex—l—r?’cos?’go— 11"3(:03(,0
3 3
= 1x+m3—zr2x
3 3 3
= Z:v + 2% — ng - Zny

3 1 3
= o4 -2 - Syl

4 4 4

(ii) Wir berechnen die partiellen Ableitungen von u(z,y) = 3z + 123 — 3y%a:

1. Erste partielle Ableitung nach x:

or 4 4

3
2 2 9
4y

2. Erste partielle Ableitung nach y:

Ou _ 3
oy 2 4

3. Zweite partielle Ableitung nach z:

82u_§

02~ 2"
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4. Zweite partielle Ableitung nach y:

0%u 3
T _ 2,
0y? 2

Wir erhalten also

Pu  0*u 3 3
5 =7 — s =0.

Azi =
Y02 Tapr T2

Nun iiberpriifen wir, dass u(z,y) = g(z,y) := 3 fiir (x,y) € 0B Falls
(z,y) € B2, dann gilt y?> = 1 — 2% und damit

u(z,y) Z$+%m3 Zy%
3 1, 3 3,
:Zx+1x —Ex—i-za:
:x3’

wie gewiinscht.

9.4. Laplacegleichung auf dem Quadrat, unendliche Superposition.

(i) Wir definieren

h:[-m,7 = R, h(z) := { 9(z,m), falls = = 0, (11)

—g(—z,m), fallsz <0.

Um eine Losung des Dirichletproblems zu finden, nehmen wir an, dass u dieses
Problem 16st und die folgende Form hat:

u(z, y) = Z Ckuk(x7 Y), (12)
k=1
ug(z,y) := sin(kx) sinh(ky). (13)

(sinh(t) := et;e_t ist der Sinus hyperbolicus.) Wir machen also den Ansatz, dass
u eine unendliche Superposition ist von Losungen der Laplacegleichung ist.

Wir bestimmen die Koeffizienten c;. Wir definieren die trigonometrischen Fou-
rierkoeffizienten ag, by von h wie in der Vorlesung (mit Periode P = 27), aber
durch Integration auf dem Intervall [—7, 7], also:
1 ™
ay = —/ h(z) cos(kx)dx = 0, Vk € N,

T J—7
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da der Integrand ungerade ist,

1 /7 2 (7
b = —/ h(z)sin(kz)dx = 7/ h(zx)sin(kz)dx, Vk € N,
L — ™Jo

da der Integrand gerade ist. Fir z € [0, 7] haben wir daher

Z b, sin(kx)
k=1

oo o0
= % + Z ay, cos(kx) + Z by, sin(kx)
k=1 k=1
(x) (Proposition aus der Vorlesung, Fourierreihe in Kosinus-Sinus-Form)
(

x,m) (wegen der Randbedingung )

= i ¢k sinh(km) sin(kx) (wegen (12,13)).
k=1

Durch Koeffizientenvergleich folgt daraus, dass

by, = ¢ sinh(kn),
by,

. h. = ——7. 14
b sinh (k) (14)
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Mittels partieller Integration berechnen wir

/ h(zx)sin(kz)d

/ x(x — ) sin(kz)dx

m™Jo
= % x(x —m) <—]1 COS(k$)> : - i/oﬂ(l/z: —) (_]i COS(’”)) dx
= —% [(21’ - W);—Q sin(kx) ;T - Oﬂ ?21 sin(kx) - 2dx}
= /07T sin(kx) d

4 1 1
2 <_k cos(km) — (_k: cos(O)))
4 < 1 i 1)
—_ — ——— —_—— _1 —_
k2 k( )+ k
4 K
=—— (1-(=1)F) (15)
0, falls k gerade ist,
= : (16)
——, falls £ ungerade ist.
k3
Wir haben
Z (z,y) (wegen (12,14))
= Z /63;11(/’6) sin(kz) sinh(ky) (wegen (16,13)).
k=1,...,00: k ungerade S &
(17)
(ii) Unter Verwendung der Identitédten
sin’ = cos cos’ = —sin sinh’ = cosh cosh’ = sinh

kénnen wir sehen, dass

aQUk 82uk

Auk(may): o2 + ayg

—k?sin(kx) sinh(ky) + & sin(k2) sinh(ky) = 0.
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Wegen (12) und der Linearitiat des Laplace-Operators A folgt, dass

Au(z,y) = > cpAuy(z,y) = 0.
k=1

Wegen (12) und sin(0) = sin(kw) = 0, haben wir u(0,y) = u(7,y) = 0. Aus
sinh(0) = 0 folgt u(x,0) = 0. Nun berechnen wir mittels (17):
u(z,m) = Z . sin(kx) sinh(k)
’ k37 sinh (k)

k=1,...,00: k ungerade

Z by, sin(kx) (wegen (16))
k=1

= g(a:,7r)
= [E($ - 7T),

wie gewlinscht.
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