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Dr. F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 10 HS 2024

10.1. Losung des Randwertproblems fiir die Laplacegleichung auf einem
Halbraum Wir schreiben

oy := Vol (B")
und definieren den Poissonkern fiir R} als die Funktion

2 T
Kgn :R™ x (R"! x {0}) = R Kgn ="
R +X( X{ }) ) ]R+(5U,y) nay, H»’U—yH"

Im Fall n = 3 ist «y, = %” und daher

1 T3
Kp: = _
wy (7:9) 2 |z — y?
Wir definieren
‘R SR, x::/ Kps (z, = 1)dy. 1
w: Ry WD) = fo o T v)(9(y) =1)dy (1)

Geméss einem Satz aus der Vorlesung (Randwertproblem fiir die Laplacegleichung
auf einem Halbraum) 16st diese Funktion das Randwertproblem

Au =0 auf Ri, (2)
u(z) — g(wo) :=1fiir x — 29 Voo € OR3 =R? x {0}. (3)

Wir betrachten zunéchst einen Punkt z € Ri der Form

0
r = 0 mit z € (0, 00).
T3 =z

Das Integral (1) ist dann gegeben durch

1 z
u(z) = — =dy. 4
= e W+ i+ -0 Y

Um u(z) zu berechnen, verwenden wir Polarkoordinaten in der (y1, y2)-Ebene, da der
Integrand von (4) drehinvariant ist. Wir betrachten also die Teilmenge

U :=(0,00) x (—m,7) CR?
und die Koordinatentransformation

¥ :U — R, y:=(r,p) ::T(cosgo,singp).
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(r = ||y|| ist der Radius, also der Abstand zwischen 0 und y € R? und ¢ ist der Winkel
in der (y1,y2)-Ebene.) Die Abbildung ¢ : U — im(2)) ist ein glatter Diffeomorphismus.
Geméss einem Beispiel aus der Vorlesung Analysis 2 ist die Determinante der Jacobi-
Matrix von 1 gegeben durch

det (dw(r, (p)) =r. (5)

Wir berechnen

u(z) = %/0 /_ (r? + 22)*%7* de dr (wegen (4), Substitution und (5))
9 [e.@]

:—%—Z(r +22)7%
27 r=0
(0-3)
=—z(0--
z

= 1.

Bemerkung: Wir kénnen direkt nachpriifen, dass u tatsichlich das Randwertproblem
(2,3) 1ost.

10.2. Losung der Poissongleichung, homogen geladene Kugel.
(i) Fir n > 3 definieren wir die Fundamentallosung (oder Grundlosung) der
Laplacegleichung als die Funktion
1 1

n(n — 2)on, [lz)">"

O, RN\ {0} >R, D,(z) =

Im Fall n =3 ist o, = %’T und daher

1
Arl]|”

Wir definieren die Funktion

u:R? = R, u(z) = /R3 O3(x —y) f(y)dy. (7)

®3(z) vz € R3\ {0}. (6)

Gemadss einem Satz aus der Vorlesung (Losung der Poissongleichung) 16st diese
Funktion die Poissongleichung

—Au = f.

Um u zu berechnen, verwenden wir Kugelkoordinaten, da die Funktionen ®3
und f drehinvariant sind. Wir betrachten also die Teilmenge

U :=(0,00) x (—m,7) x (0,7) CR?
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und die Koordinatentransformation

YU — R3, y:=(r,p,0):= r(cos psind, sin p sin 6, cos 0).
(r = ||ly|| ist der Radius, also der Abstand zwischen 0 und y € R3, ¢ ist der
Winkel in der (y1,y2)-Ebene und 6 der Winkel zwischen der positiven y3-Achse
und dem Ortsvektor des Punktes y € R3.) Analog zur Losung zu einer Aufgabe!

in Ubungsserie 8 in Analysis 2 ist ¢ : U — 1 (U) ein glatter Diffeomorphismus
und die Determinante der Jacobi-Matrix von 1 gegeben durch

det (dy(r, ,0)) =r?sinf,  V(r,p,0) € U. (8)
Wir betrachten jetzt zunichst einen Punkt 2 € R? der Form
0
x = 0 mit z € [0, 00). (9)

r3 =2

Sei (r,p,0) € U. Wir definieren y := 9 (r, ¢, 0). Wir berechnen

2
0
0| —yl| =7%*cos®psin?6 + r?sin? psin®@ + (z — rcosh)?
z
=r?sin? 0 + 22 + r? cos® § — 2zr cos f
=12 4 22 — 22r cos ¥, (10)
Xg3 (y) ..
dru(z) = | ———dy (geméss (6) und (7))
R [z =y
1
= /7 . —dy (geméss unserer Annahme z = (0,0, 2))
1(0,0,2) — ]|

2 o 0
—/ / / i dip df dr
V12 4+ 22 — 227 cosf
(geméss der Substitutionsregel aus Analysis 2 und (10,8)). (11)

Tn jener Aufgabe betrachteten wir die Koordinatentransformation 7; gegeben durch 1;(7”, p,0) =
r( cos p cos 0, sin p cos 0, sin 0). Die Rechnungen fiir ¥ und % sind analog.
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Mittels der Substitution v = cos @ erhalten wir d0 = —sin 6 und daher
s : 0 cosm=—1 1
/ S do = —/ (7“2 + 22— 22ru) 2 du
0 Vr2+ 22— 2zrcosf cos 0=1

-1

= — 22z7" (1"2 + 22— 2zru)%

u=1

= (\/r2+z2+2zr—\/r2+z2—2zr)
= (el —lr—2)

, falls z <r,

, falls z > r.

Indem wir das in (11) einsetzen, erhalten wir im Fall z > 1

173 1
—rdpdr = - — = —. 12
477// r’ par z 3|, 3z (12)
Im Fall z < 1 erhalten wir analog
2 Z2 12
u(a:):ﬂ</ frzdr—i—/ fr2d7">

A7 0o < z T
r|* +r2 !

_3727“—0 5 =z
22 1 22 1 22

:7—0 - — = - — —. 13
3 +2 2 2 6 (13)

Wegen (7,6) und f = x5s ist die Funktion u drehinvariant, d. h. u(z) = u(R(z))
fiir jede Drehung R und = € R3. Da jedes € R3 durch eine Drehung auf die
Form (9) gebracht werden kann, folgt aus (12,13) daher, dass

1
falls ||z] > 1,
- , falls [|z|| < 1.
2 6

(ii) Das Volumen der Einheitskugel B’ ist gleich a3 = %’r. (Das haben wir in
Analysis 2 in Ubungsserie 12 mit Hilfe des Satzes von Fubini berechnet.) Daraus
folgt, dass die (Volumen-)Ladungsdichte gegeben ist durch

q

3
p = —4 Xi3 = —qxig
i *B 47 VB
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Geméss Teilaufgabe (i) 16st die Funktion u gegeben durch (14) die Poissonglei-
chung

—Au = X5°-
Durch den Vergleich mit der Gleichung —Ap = % folgt, dass
q 1

— 3 qu_ 47['50@’
(3- HxHQ) , falls ||z]| < 1.

falls [|z|| > 1,

87r€0

Bemerkung: Das durch eine homogen geladene Kugel mit Gesamtladung
q erzeugte elektrostatische Potential ¢ ist also ausserhalb der Kugel gleich
dem Coulombpotential einer Punktladung ¢, die sich im Ursprung 0 € R3
befindet. Aus elektrostatischer Sicht konnen wir die geladene Kugel also durch
eine Punktladung ersetzen, falls wir das Potential nur ausserhalb der Kugel
betrachten.

(iii) Sei i =1,2,3. Es gilt

d 1

41 _4d T
dr; x| da;

][

_1 1 _3
(=)~ = —5(\\96!!2) 22z = —

Gemiss Teilaufgabe (ii) gilt fiir die elektrische Feldstérke daher

q

E(x) = —Vp(z) = dmeg [l
—u, falls ||z| < 1.
47‘(‘60

falls [|z]| > 1,

10.3. Integral iiber die Sphire Wir berechnen

—singsin 6 cos p cosf
Dip(y) = 0,¢(p,0) = | cosesinf |, Doth(y) = 0ptb(p,0) = | singpcosd
0 —sind
Daraus folgt, dass
10,0 (0, 0)| = \/sin2 @sin? 0 + cos? psin? § + 0 = sin 6, (15)
1090 (0, 0)]| = \/COS2 @ cos? O +sin? pcos? 0 + sin? § = \/cos? 0 + sin? § = 1.
(16)
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Die Vektoren 0,9 (¢, 8) und 0p1(¢p, 0) stehen senkrecht aufeinander. Daher gilt
109 (¢, 8) x 0gtb(,0)|| = [|0p0 (. 0)]|[| 002 (0, 0) || = sin®, (17)
wobel wir im zweiten Schritt (15,16) verwendet haben. Geméss Analysis 2 gilt

[ raa= | rouw)|Diiy) x Daviy)|dy
= /07r /_7; fo(p,0)sinbddpdd (geméss (17)).

10.4. Losung des Randwertproblems fiir die Laplacegleichung auf dem
Einheitsball. Wir definieren den Poissonkern fir B™ als die Funktion

11—z
nay [l —y|*

Kpgn: B" x S" ! 5 R, Kpn(z,y) =
Wir definieren
wiB SR, u(x) = /32 Kps(2,y) (g(y) = 1) dA(y). (18)

Geméss einem Satz aus der Vorlesung (Randwertproblem fiir die Laplacegleichung
auf einem Halbraum) 16st diese Funktion das Randwertproblem

Au =0 auf B, (19)
u(z) = g(zg) =1 fir z — x9 Vo € B3 = S2. (20)

Wir betrachten zunéchst einen Punkt x € B3 der Form

xr = 0 mit z € [0, 1).
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Geméss (18) haben wir

u() =y [L0=2) (4 9B+ - ) A

T

1— 2 0 rmw 3

= 42// (1+22—2z0080) 2 8in 6 dp df
7T 0 J—m

(geméss (10) mit » = 1, mittels Subsitution (sphérische Koordinaten) und Aufgabe 10.3)

2 2 -1 2 -3 . .
= 4—(1 —z )/ (1+2° —2zu) ?du (Substitution u = cos )
T 1

1—2% -2 ) N
i _—2Z(1+z 722u)

=

u=1
.2
:—12; ((1+z2+2z)_%—(1+z2—22)_

_ 1—z2< 1 1 )
B 2z 142z 1-=2

:—2—12(1—2—(14-2))

=1.

N

)

Die Funktion w ist drehinvariant. (Warum?) Es folgt, dass

u(x) =1, Vr € B3,

10.5. Poissonformel fiir die Kreisscheibe.

Fiir n = 2 lautet die Formel fiir das Randwertproblems fA%r den Einheitsball als

— lzlI?
= o) da)

2m Jsr o =yl

Wir driicken « in Polarkoordinaten aus, indem wir x = r(cos(¢), sin(p)) fur ¢ € [0, 27]
und r > 0. AuBerdem parametrisieren wir S* mit y = (cos(¢), sin(¢)) fiir ¥ € [0, 27]
(siehe Beispiel 6.3 aus den Notizen von Dr. Fabian Ziltener fiir Analysis II) und
erhalten

1—r2

11 e 1 e
o o T pEO0 A0 = 50 | e ) (e )

||29((COS(¢)7 sin(v))) dip.

Und da
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Ir(cos(), sin(p)) — (cos(v), sin())[|* = (rcos(y) — cos(¥))* + (rsin(y) — sin())*
= r% — 2r[cos(ip) cos(1) + sin(¢p) cos(¢)] + 1
=72 — 2rcos(p — ) + 1,

haben wir
1 1— 2 1 27 1— 2
o o e dAw) = o [ T a(eos(v), sin(0) do

was die Poissonformel ist.
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