D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich
Dr. F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 11 HS 2024

11.1. Greensche Funktion fiir den oberen Halbraum

(i) Wir folgen dem ersten Hinweis und zeigen zuerst, dass fiir jedes 2 € R’} und
jedes ¢ € C2(R",R) gilt

— [ e = 1)) dy = (o). 1)

Dazu verwenden wir die Substitution z = z —y und die Tatsache, dass (Ay)(z —
z) = Az(p(x — 2)). Wir erhalten

— [ @nlz—y)Ap(y)dy =— [ Pn(2)Ap(z —2)dz
R? R

= D, (2)Agp(x — 2) dz

R}

=-A, D, (2)p(x — z)dz (Ableiten unter dem Integral)
RY

= ¢(x) (geméiss dem Satz “Losung der Poissongleichung auf R™”).

Sei ¢ € C2(R™). Unter Verwendung des zweiten Hinweises, zeigen wir nun, dass

— [ @n(y —2)Ap(y) dy = 0. (2)

RY

Dazu wéhlen wir einen Ball U = Bg(§) C R’, sodass supp(y) C Bgr(§). Da
supp(p) kompakt und in R’} enthalten ist, gibt es ein solches £ und ein solches
R. Nun wenden wir die zweite Greensche Identitdt an und erhalten

— [ Py —2)Ap(y)dy = — /B © D, (y — 7)Ap(y) dy

R}

_ _/ AD(y — #)o(y) dy — / By — F)Dyp(y) dy
Ba(e) 2B1(c)

+ 0P (y — 2)p(y) dy
OBR(&)

== [, o AP = Del)dy (da suwp(e) © Br(€))
=0 (da Z ¢ Bgr(§), daher A®,(y — ) = 0 auf Bg(¢)).

Wir kombinieren (1) und (2) und erhalten

- [ G @ae)dy = [ (@uly o) - Buly - 5)) Aply) dy = o().
U R

n
+
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Somit erfiillt G(z,y) die erste Bedingung.

Sei x € R Fiir jedes y € OR" gilt, dass ||y — z|| = ||y — Z||. Daher gilt
Pp(y —x) — Pn(y —7) = 0.

Somit erfiillt G(z,y) die zweite Bedingung.

(ii) Sei z € R} und y € OR’}. Der nach aulen weisende Einheitsnormalenvektor auf
ORY ist v =e, = (0,...,1), sodass

0,G*(y) = (0,...,—1)- VG*(y)
= —0y,G"(y)
= =0, Py — ) + 0y, Pp(y — &) (3)

Nun bemerken wir, dass

n 1-3
8yn (|?/ - $|27n) = ayn <Z(yz - fL’z)2)

=1
=(1- ﬁ) <Z(yl - 1’1)2) 2 2(Yn — Tn)
i=1
—(9—n Yn — Tn ‘
iy g W

Durch eine dhnliche Rechnung erhalten wir

Yn + Tn

Ay, (ly—z|*") = (2- n)m~

Sei y € OR"}. Es gilt y, = 0 und darum

ly =zl = lly — z[|. (6)
Es gilt
1 Yn — Tn Yn + Tn
—0,G"(y) = — - — (wegen (3,4,5))
na(n) Ly -z lly—z|"
2 Ty

REDITEE

= KR?_ (m,y)
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(iii) Mit einem Satz aus der Vorlesung haben wir

ue) = = [ u()0,G*(y) dAW) + [ G (y)dutz)dy
OR™

R}
| u)a,G(y) dA(y) (da Au=0)
OR™

= Kgn (z,y)9(y) dA(y) (unter Verwendung von (ii) und u = g auf OR’} ).
OR™
11.2. Greensche Funktion fiir den Einheitsball

Diese Aufgabe ist &hnlich wie die vorherige, daher skizzieren wir die Losung nur.

(i) Sei ¢ € C?(B™ R). Wir zeigen, dass

~ [ @ty — ) Ap(y) dy = 0. ™

Wie zuvor wéhlen wir dazu einen Ball U = Br(§) C B"™, sodass supp(y) C Bgr(§).
Unter Verwendung des Hinweises und der zweiten Greenschen Identitét erhalten
wir, dass

~ [ eullizly = 2)Ae@)dy = ~llal* [y - 5)Ap(y)dy=o0.
B Br(§)

Hier haben wir die Tatsache verwendet, dass & ¢ Bgr(¢) und daher A®,, (y—z) =
0 auf Br(§). Wir kombinieren (1) und (7) und erhalten

~ [ @y =) — Ba(llzlly - 2) Ap(y) dy = p(a).
Somit erfiillt G = Gpn die erste Bedingung.
Sei € B". Sei y € OB"™ = S™!. Es gilt

Iyl =1, (8)

- -y 1
ey — 212 =l (ol — 2% + )
FIERAEE

=|z|* =2z -y+|yll>  (wegen (8))
= |ly — z|? 9)

und daher
G*(y) = Pn(y — ) — Pp(y — 7) = 0.

Somit erfiillt G = Ggr die zweite Bedingung.
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(ii) Sei € B"™ und y € OB". Der nach auflen weisende Einheitsnormalenvektor auf
OB™ ist v(y) = y, sodass gilt

9,G*(y) =y - VG*(y). (10)
Nun berechnen wir VG*(y). Es gilt

Ly —

Oy, Pnly — ) = — (11)

na(n) [ly — zf|*
Auflerdem gilt

Oy (2| (y = 7)) = [|2l|*~" 0y, Pu((y — )
I .
- n(n—2)a(n)ayiHy H

I e i T

na(n) lly — ("

1 2Py —

na(n) [|z|™|ly — (|
1 2| 2ys —
a(n) (llz)2ly — 2(2)n/2
L]y —

3

(unter Verwendung von (9) fir y € 0B").
(12)

na(n) [ly — [

ain:c(y) - ayv:q)n(y - 33) - 8yi(I)n(HIH(y - j))a

gilt

—0,G*(y) = =Y _i0y, Py — x) — ¥i0y, ®p(||z[|(y — 7))  (wegen (10))
=1

n 2
Y; 2
Y Y (e (wesen (11,12))
2 ety =l
H?JHQ 2
=" (1 — ||z
na(mly —ap 1)
11— Jafp? 3
= day e 9B"™ = S5"
o) ly—z|7 ¢ )
= Kpn(x,y).
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(iii) Mit einem Satz aus der Vorlesung haben wir

uw) == [ @G ) dA) + [ 6 )au() dy
oB» Bn

—— | uy)a,G(y) dA(y) (da Au=0)
oB"

= Kpn(z,9)9(y) dA(y) (unter Verwendung von (ii) und u = g auf 9B").
oB™

11.3. Harmonizitéit von Funktion Sei h € C?(U,R) eine Funktion, wofiir es einen
Punkt x¢ € U gibt, sodass

Fall Ah(zo) > 0: Da h € C?, existiert ein ¢ > 0, sodass B?(x¢) C U und Ah >
SAh(z0) auf B (xp). Wir wiihlen eine Funktion ¢ € C2(B2(z0),R.), sodass ¢ = 1
auf Bg/g(azo). (Diese Funktion werden wir am Ende dieser Aufgabe konstruieren.) Nun
wenden wir die zweite greensche Identitat an und erhalten

0 < / oAb = Aph— By h + 0O h = Aoh.
B2 (z0) B2 (o) 0BT (z0) 0BT (z0) Bz (o)

Im Fall Ah(zg) < 0 zeigt ein dhnliches Argument, dass

0> / Aph.
B (xo)

Falls es einen Punkt z¢p € U gibt, wofiir Ah(zg) # 0, dann gibt es daher ein ¢ €
C%(U,R.), sodass [;; Aph # 0. Die Kontraposition dieser Implikation besagt:

Falls fiir jedes ¢ € C2(U,R;) die Gleichheit [;; Aph = 0 erfiillt ist, dann gilt fiir alle
xg € U, dass Ah(zg) =0, d. h., h ist harmonisch. Das ist die gewiinschte Aussage.

Konstruktion von ¢ im Fall Ah(zg) > 0: Wir definieren zunéchst die Funktion
p:[0,3] = R. Um dies zu tun, bendtigen wir die Hilfsfunktion
1
et firt>0
p:R—-R, o(t) =
P pY) {0 fur t <O0.
Wir definieren nun p als

pt —1)
p(t) = = -
K R Y PR
fur t € [0,2] und p(t) =1 fiir ¢ € [2,3]. Wir definieren dann

o@)=1-p(2lal).
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