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12.1. Vektoranalytische Identitit Seien X ¢ C'(U,R") ein Vektorfeld und
f e C1(U,R) eine Funktion. Wir zeigen zuerst, dass

V- (fX)=(Vf) - X+ [fv-X. (0.1)

Dazu schreiben wir X = (X1,..., X,) and rechnen

v (X) = 20, (X))

~
s AL

= (X045, f + f0;,X;) (wegen der Produktregel)
i=1

Vi) X+[fv-X,

wie gewiinscht. Nun setzen wir f = v und X = Vv in (0.1) und finden
V- (uVv) = Vu- Vo +uV - Vo

=Vu-Vo+uy, dy,(05,0)
i=1

n
_ 2
=Vu-Vv+ uZ@xixiv
i=1

=Vu- Vv +ulAv.

12.2. Verschwindende Ableitung impliziert Konstanz. Seien xg,z; € U und
x:[0,1] - U ein glatter Weg von zp nach z;, d.h. 2(0) = 2o und x(1) = ;. Wir
setzen f := uox und wir merken, dass f(0) = u(zo) und f(1) = u(xy). Mittels der
Kettenregel haben wir

d d
Ef(t):(Duoaj)d—fZO

weil Du = 0. Wegen des Mittelwertsatzes von Analysis I haben wir, dass f konstant
ist. Somit finden wir

u(zr) = f(1) = f(0) = u(zo).

12.3. Drehinvarianz des Gradienten und des Laplace-Operators, Invarianz
der Divergenz unter volumenerhaltenden Transformationen
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(i) Wir nehmen ®(z) = Oz + v an und rechnen

V(®*f) () = (D(fo®)" (z) (weil Vf=Df")
= ((Df o ®)(2)D®(x))" (wegen der Ketenregel)
=OTDf(®(x))" (weil D® = O)
=0 Y (Vfod)(x) (weil O orthogonal ist)
=D®(z) L (Vfo®)(z) (weil DP = 0)
= 0" (Vf).

(ii) Wir rechnen

V- (®*X) (z) = tr (D(D®"~ 1)(3:)X(<I>(:r)))
=tr (D(O'X(®(x)))) (weil D® =O0)
=tr (O 1DX(<I>(3:))D<I>(:U)) (wegen der Kettenregel)
=tr (0O7'DX(®(2))0) (weil D® = O)

=tr (OO 1DX((I)(QZ))) (weil tr(AB) =tr(BA))

=tr (DX o ®(x))

=(V-X)o®(x)

=®*(V-X)(x).

(iii) Wir rechnen

AT f) =V (V(2°)))
=V (7 (V/f)) (von (i)
= (V- (V/f)) (von (ii))
=" (Af).

12.4. Greensche Funktion fiir allgemeinen Halbraum

Wir setzen ® : R” — R™ als die euklidische Transformation ®(z) = Oz, und wir
definieren

Gorr(z,y) = Gry (272, @7'y).
Seien x € O -R™ und ¢ € C%(O-R?,R). Wir zeigen

oy GO (@ Y) AR (y)dy = o (x). (0.2)

2/3



D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich
Dr. F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 12 HS 2024

Wir setzen die Anderung der Variablen 3’ = ® 'y um und finden
|, Goma @) 8oy = [ Gozy(a, 2(y))(A0)(2())dy

= [ Gar (@72, )(@)" (M) dy
= Jon GRg(q)_lx,y)(ACI)*tp(y))dy (wegen der Aufgabe 12.3(ii7))
- [, Gar (@72 ) Ap(@(y)dy
= o(®(®7(z))) (wegen eines Satzes aus der Vorlesung)
= p(x).

Nun sei y € 9O - R? und wir merken, dass ®~!(y) € OR”. Daher gilt

GORf (a:,y) = GY]R7+1 (CI>_1£C, (I)_ly) =0.
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