D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich
Dr. F. Ziltener Losungen zur Ubungsserie 13 HS 2024

13.1. “Kritischer Punkt” der Wirkung, Euler-Lagrange-Gleichung, Mini-
malflache

(i) Einem Hinweis folgend definieren wir
Y= (idu) U -R™, () = (z,u()).

Das ist eine globale Parametrisierung fir den Graphen gr(u). Es gilt

T ]ln T
(D) Dy = (Iln DuT) (Du) =1, + Du" Du.
Daraus folgt, dass

det ((Dy)" Dy) = det (1, + Du” Du)
=det (1, + Du DuT) (gemaiss einem Hinweis)

=1+|vul.
Wir erhalten
Vol, (gr(u) = im ) = fﬁ\/det ((D¥)T D)
- [ VIHTvaP
:fUL("“’V“)

= 5(u),

wie behauptet.

(ii) Gemaéss dem Satz “Kritischer Punkt der Wirkung und Euler-Lagrange-Gleichung”
aus der Vorlesung ergibt sich, dass die kritischen Punkte die Euler-Lagrange-

Gleichung erfiillen. Wir leiten die Euler-Lagrange-Gleichung fiir L her. Zuerst
haben wir

Le (e, = 0 (V14 16P?)

= (el (26)
&i

i+l

und

Ly(xay,f) = 0
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Somit folgt, dass die Euler-Lagrange-Gleichung lautet:

n

0=- Z (Lg(',u, V’U/))ml + Ly('7y7§)

n Oz, U
= —Z B —————

SV + [ va)®

Vu

1+|vul®
(iii) Dies folgt direkt aus dem Korollar tiber Extremalstellen der Wirkung und
Fuler-Lagrange-Gleichung aus der Vorlesung.

(iv) Wir zeigen, dass die konstante Funktion u = g die Minimalstelle ist. Wir nehmen
v € A, und merken, dass fiir jedes x € U

L+ vol® 2 1= \/1+ | vul?,
weil Vu = 0. Es folgt
S(u) < S(v)Vv e A,.
Da gilt Vu =0, folgt, dass u die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt.

13.2. Variante der Poisson-Gleichung Wir setzen

1 2
L(z,y.6) = 51617 - %

Nun leiten wir die Euler-Lagrange-Gleichung. Zuerst haben wir
1
sz(x7y7§) = 8&5 (”‘5“2) = gi?
und

Ly(%%f) =Y.

Somit folgt, dass die Euler-Lagrange-Gleichung ist

M=

0=- (Lg(',u,VU))x, + Ly (-, u, Vu)
i=1 t
n
= (al’zu)ccz —u
i=1
=-Au-u
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13.3. “Kritischer Punkt” der Wirkung, Euler-Lagrange-Gleichung, Teilchen
auf einer Geraden

(i) Das Wirkungsfunktional ist gegeben durch

s = [ ptapd- [ (TR -v'@m).

(ii) Die Euler-Lagrange-Gleichung ist gegeben durch

0=- (Lv('a%Cj))t + LfI(Vq’(j)
== (U (a()
= —m+ F'(q(t)).

Diese ist nach Umstellung dann F'(q(t)) = mg, die dem zweiten Newtonschen
Gesetz entspricht.

13.4. “Kritischer Punkt” der Wirkung, Euler-Lagrange-Gleichung, elektri-
scher Schwingkreis

(i) Das Wirkungsfunktional ist gegeben durch
t
0

S(Q):ftotl £(@.i= [ (Slaf - 5502

(ii) Die Euler-Lagrange-Gleichung ist gegeben durch

0:—(ﬁy(‘,Q,Q))t"'Lq('anQ)
__ 14,5 @
- LdtQ C
=—Lc§2—%

Diese ist nach Umstellung dann Q) + % = 0. Das stimmt mit der gew6hnlichen

Differentialgleichung fiir den elektrischen LC-Schwingkreis {iberein.
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13.5. Im elektrischen Feld gespeicherte Energie Die potentielle Energie fir
zwei Teilchen ist gegeben durch

_ 1 @ea
dmeq w2 — 21|

wobei x; die Position des Teilchens ¢; ist. Fiir ein drittes Teilchen ergibt die zusatzliche
Energie

1 Bn 1 4392
dmeg |lz3 — 21| Ameg |lx3 - 22’

und somit ist die gesamte Energie fiir drei Teilchen

1 1 1
Pa | BN 43q2

W3 = .
Ameg |xo — z1||  Ameo |z —x1|  4Amep |3 — 22

Fir n Teilchen haben wir dann

Lo 1 qiq;
Wa=2 > T

z’_‘:l qj

-1 \jz14meo |lzi — 4

Der Term in den Klammern ist das Potential aller Teilchen an der Position x;, d.h.

®(z;) = Z

];tz

471’60 Ha:Z a:]H
Daher folgt:
1 n
==Y qi®(z).
2i3

Wir schlieffen daraus, dass die potentielle Energie fiir eine allgemeine Ladungsdichte
im elektrostatischen Feld E mit Potential ¢ gegeben ist durch

1
== d
3 Jro PP

Nach dem Gaufischen Gesetz der Elektrostatik gilt:

p=¢eV-E.
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Somit folgt fiir ein R, das grofl genug ist, sodass supp(p) c Bg:

€0
W:—f E)od
5 BR(V ) dx

=%0 5 V- (pE)-Ve-Edx (weil V- (fX)=Vf-X+fv-X, ct Serie 12)
R
:%0 9B, SDEdS—%O/];R Ve-Edx (mit dem Satz von Gauf))

€0 €0 2 .
-9 EdS —f E|2d | Vo= -E).
o[ eRas+ L [ B (weil vo=-B)

Wenn wir R — oo nehmen, gilt:

EdS -0,
8BR()O ~

da ¢(z),E(z) - 0 fir |z| - co. Daher:

€0 2
-2 [ IEP d,
R

wie gewlinscht.
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