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Dr. F. Ziltener Ubungsserie 3 HS 2024

In der Vorlesung haben wir mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen,
namlich mittels eines Produktansatzes, eine Losung der Warmeleitungsgleichung
gefunden. In der folgenden Aufgabe wenden wir diese Methode nochmals auf die
Waiérmeleitungsgleichung an, aber dieses Mal machen wir einen Summenansatz statt
einen Produktansatz. Das ist einfacher, liefert aber eine Losung, die am Rand des
rdumlichen Gebiets nicht verschwindet und daher gewisse Randbedingungen nicht
erfullt.

3.1. Losungsmethode der Trennung der Variablen, Summenansatz fiir die
Wirmeleitungsgleichung.

(i) Finden Sie eine Losung der rdumlich 1-dimensionalen Warmeleitungsgleichung
Up = Ugy (1)

mittels der Methode der Trennung der Variablen, indem Sie den folgenden
Summenansatz machen:

u(t,x) =T(t) + X(x). (2)

Tipp: Adaptieren Sie die Schritte, mittels derer wir in der Vorlesung eine Lésung
der Wéarmeleitungsgleichung aufgrund des Produktansatzes gefunden haben.
Tun Sie also das Folgende:

o Summenansatz (2) in die Wéarmeleitungsgleichung (1) einfiillen. Wir er-
halten dadurch eine gewohnliche Differentialgleichung fir 7', worin die
Konstante a := X”(0) vorkommt.

« allgemeine reelle Losung dieser GDG bestimmen
o auf analoge Weise eine GDG fiir X aufstellen und l16sen
o gefundene Losungen fiir 7 und X in den Summenansatz (2) einfiillen

(ii) Uberpriifen Sie, dass die gefundene Funktion tatsichlich die Wirmeleitungsglei-
chung I6st.

(iii) Bestimmen Sie eine Losung u : R? — R der Wirmeleitungsgleichung (1), die
die Dirichlet-Anfangsbedingung

u(t =0,r) = 22, Ve e R

erfiillt.
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In der néchsten Aufgabe wenden wir die Methode der Separation der Variablen auf
die Wellengleichung an.

3.2. Losungsmethode der Trennung der Variablen, Produktansatz fiir die
Wellengleichung.

(i) Finden Sie eine Losung u : R? — C der rdumlich 1-dimensionalen Wellenglei-
chung

Ut = c2um (3)

mittels der Methode der Trennung der Variablen, indem Sie den folgenden
Produktansatz machen:

u(t, ) = T(t) X (2). (4)

Tipps:

e Betrachten Sie zwecks Vereinfachung der Notation zuerst den Fall ¢ = 1.
Erkldaren Sie danach, wie die gefundene Loésung fiir ein allgemeines ¢
angepasst werden muss.

e Adaptieren Sie die Schritte, mittels derer wir in der Vorlesung eine Losung
der Warmeleitungsgleichung aufgrund des Produktansatzes gefunden haben.
Tun Sie also das Folgende:

— Produktansatz (4) in die Wellengleichung (3) einfiillen. Wir erhal-
ten dadurch eine gewohnliche Differentialgleichung fiir X, worin die

Konstante A\ := ;gg; vorkommt, wobei 3 € R ein Punkt ist, wofiir

T(tg) # 0. (Wir betrachten hier den Fall, dass so ein Punkt existiert.)

— Allgemeine Losung dieser GDG bestimmen. Hierbei betrachten wir die
Falle A # 0 und A = 0 separat.

— auf analoge Weise eine GDG fiir T" aufstellen und lésen
— gefundene Losungen fir X und 7" in den Produktansatz (4) einfiillen

(ii) Uberpriifen Sie, dass die gefundene Funktion tatsichlich die Wellengleichung
16st.

(iii) Bestimmen Sie eine Losung u : R? — C dieser Gleichung, die die Dirichlet-
Anfangsbedingung

u(t =0,z) = e, Ve eR (5)
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und die Neumann-Anfangsbedingung
ug(t = 0,) = cie™, Ve eR (6)

erfillt.

3.3. D’Alembertsche Formel fiir die Losung der Wellengleichung in einer
raumlichen Dimension. Wenden Sie die d’Alembertsche Formel an, um eine Losung
von (3), der Wellengleichung fiir n = 1, zu finden, die die Anfangsbedingungen (5,6)
erfiillt. (Diese Formel haben Sie in der Vorlesung kennengelernt. Die Formel stimmt
auch fiir komplexwertige Anfangsbedingungen und liefert dann eine komplexwertige
Losung.) Vergleichen Sie diese Losung mit der in Aufgabe 3.2(iii) gefundenen Losung.

3.4. Nochmals d’Alembert. Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir die
Wellengleichung mit ¢ = 1, gegeben durch

Utt = Uz,
u(t=0,2) =0, Vr € R,
w(t=0,z) =€, Ve € R.

Wenden Sie die d’Alembertsche Formel an, um eine Lésung dieses Problems zu finden.

3.5. Wellengleichung fiir eine schwingende Saite. Wir betrachten eine gespannte
transvers (seitlich) schwingende Saite. Wir schreiben

u := lineare Massendichte der Saite := Masse pro Léngeneinheit
F := Spannkraft der Saite
y(t,x) := Auslenkung der Saite in seitliche Richtung zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle x

Wir nehmen ndherungsweise an, dass p und F' rdumlich und zeitlich konstant sind.
Wir definieren die Ausbreitungsgeschwindigkeit als

ci=/—. (7)

Leiten Sie die Wellengleichung fiir y,

2
Ytt = C Yxux,s

her. Betrachten Sie dabei nur kleine Schwingungen und vernachléssigen Sie Reibung,
Luftwiderstand und die Schwerkraft.
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Tipp: Folgen Sie der Herleitung der Wellengleichung fiir eine Druckwelle in einem
Kristallgitter, die in der Vorlesung behandelt wurde. Fiihren Sie dabei die folgenden
Schritte aus:

()

(b)

(d)
(e)

()

Zeichnen Sie die Saite geméss folgender Anleitung: Nehmen Sie zur Vereinfachung
an, dass die Saite durch eine regelméissige Kette von Punktteilchen gegeben ist.
Wir nehmen an, dass die Saite in Ruhelage in z-Richtung gespannt ist und in
y-Richtung schwingt.! Wir schreiben

d := Abstand zwischen benachbarten Massenpunkten in der Ruhelage
y;(t) := Auslenkung des Punktteilchens ¢ in y-Richtung zum Zeitpunkt ¢

Zeichnen Sie die wirkenden Kréafte gemiéss folgender Anleitung: Wir nehmen an,
dass jedes Teilchen zentrale Krafte auf seine néchsten Nachbarn ausiibt. Wir
schreiben:

FFL(t) := Kraft (Vektor), die das Teilchen 741 auf das Teilchen i zum Zeitpunkt
t ausiibt

a;(t) := Winkel zwischen z-Richtung und der Geraden durch die Orte der
Teilchen ¢ und ¢ + 1 zum Zeitpunkt ¢

Uberlegen Sie sich mit Hilfe Ihrer Zeichnung, dass die y-Komponente der Kraft
des Teilchens i 4+ 1 auf das Teilchen ¢ gegeben ist durch

sin(a;) F.

Schreiben Sie Ihre Uberlegungen auf.

Néhern Sie den Sinus durch den Tangens. Begriinden Sie, warum Sie das tun
diirfen.

Driicken Sie den Tangens mittels y;, y;+1 und d aus.

Zeigen Sie mit Hilfe der vorherigen Schritte, dass die y-Komponente der total
auf das Teilchen ¢ ausgeiibten Kraft gegeben ist durch

F

7 (Yit1 — vi — (yi — yi-1))- (8)

Wir fassen die seitliche Teilchenauslenkung jetzt als eine Funktion von = (und
der Zeit) auf. Wir schreiben dafiir

y(t, ).

'Wir nehmen also an, dass die z-Komponente des Orts eines Teilchens gleich bleibt.
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Wir haben
y(t,id) = yi(t).

(Urspriinglich ist y(¢,z) nur fiir = id definiert. Wir ersetzen diese Funktion
einer diskreten Variablen jetzt also durch eine Funktion einer kontinuierlichen
Variablen.)

Driicken Sie y, (t, T = z'd) naherungsweise durch y;, y;+1 und d aus. Benutzen
Sie diesen Ausdruck, um y, (t, T = id) ndherungsweise durch y;_1,y;, ¥;+1 und
d auszudriicken.

(g) Verwenden Sie das zweite Gesetz von Newton, (8) und den letzten Schritt, um
die Naherung

my (t, x = id) ~ Fdyg.(t,id)

herzuleiten.

(h) Zeigen Sie, dass y die Wellengleichung 16st, indem Sie den Abstand d gegen 0
gehen lassen.

(i) Zeigen Sie, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit durch (7) gegeben ist.
(j) Entspricht die Formel (7) Ihrer Intuition? Warum?

Bonusaufgabe: Wie stark miissen wir die Saite spannen, damit der Kammerton A
erklingt?

Machen Sie dabei ein paar verniinftige Annahmen, zum Beispiel zur Linge der Saite.

Stichwortartiger Tipp zur Bonusaufgabe: Stehende Welle, siehe Vorlesung.
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