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5.1. Fourierkoeffizienten, Fourierreihenentwicklung der periodisierten Ex-
ponentialfunktion. Wir betrachten die Einschriankung der (reellen) Exponential-

funktion auf das Intervall [—g, g), also die Funktion
~ PP ~

I {2,2> — R, fx) = ¢€".

Wir definieren f als die periodische Fortsetzung dieser Funktion.

(i) Zeichnen Sie die Funktion f im Fall P = 27 auf dem Intervall [—37,37). Was
ist dann f(m)?

(ii) Die Funktion f ist stiickweise stetig. Begriinden Sie das.

(iii) Berechnen Sie fiir jede ganze Zahl k € Z den k-ten Fourierkoeffizienten - (Siehe
die Vorlesung fiir die Definition.)

Bemerkung: Da f stiickweise stetig ist, sind seine Fourierkoeffizienten wohlde-
finiert, d. h. sinnvoll.

(iv) Zeigen Sie, dass fiir jedes = € (—%, g) die Fourierreihe von f im Punkt z, also
N o~ 3 . . .
(ZszN fkekaw)NeNO, gegen f(z) konvergiert. (Dabei ist w := 27.)
Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

(v) Gegen welchen Wert konvergiert die Fourierreihe im Punkt z = g? Warum? Ist
der Wert gleich f(z)?

Bemerkung: Die Funktion f ist die Periodisierung der auf das Intervall [—g, g)
eingeschrankten Exponentialfunktion.

5.2. Fourierkoeffizienten, Fourierreihenentwicklung der Zickzackfunktion.
Wir betrachten die Einschriankung der Betragsfunktion auf das Intervall [—m, 7), also
die Funktion

f: [—m,m) = R, f(x) = |zl

Wir definieren f als die periodische Fortsetzung dieser Funktion und nennen f die
Zickzackfunktion.

(i) Zeichnen Sie die Funktion f auf dem Intervall [—3m,37). Was ist f(—3m)?
(ii) Die Funktion f ist stetig. Begriinden Sie das.
(iii) Berechnen Sie fiir jede ganze Zahl k € Z den k-ten Fourierkoeffizienten J?k

Bemerkung: Da f stetig, also stiickweise stetig ist, sind seine Fourierkoeffizi-
enten wohldefiniert, d. h.sinnvoll.

1/3



ETH Zirich Analysis 3, partielle Differentialgleichungen D-ITET, RW
HS 2024 Ubungsserie 5 Dr. F. Ziltener

(iv) Vergleichen Sie fk mit f,k. Was stellen Sie fest? Zeigen Sie diesen Zusammen-
hang, ohne Thre Berechnung der Fourierkoeffizienten zu verwenden.

Tipp: Der Zusammenhang wurde in der Vorlesung erwahnt.

(v) Zeigen Sie, dass fiir jedes x € R die Fourierreihe im Punkt = gegen f(x)
konvergiert.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

5.3. Fourierkoeffizienten, Fourierreihenentwicklung einer periodisierten
quadratischen Funktion. Wir definieren f als die 2m-periodische Fortsetzung der
Funktion

fi]-mm =R, f(w) =z,

(i) Zeichnen Sie die Funktion f auf dem Intervall [—3m,37). Was ist f(27)?
(ii) Die Funktion f ist stetig. Begriinden Sie das.
(iii) Berechnen Sie fiir jede ganze Zahl k € Z den k-ten Fourierkoeffizienten ﬁc

Bemerkung: Da f stetig, also stiickweise stetig ist, sind seine Fourierkoeffizi-
enten wohldefiniert, d. h.sinnvoll.

(iv) Vergleichen Sie fk mit f_,. Was stellen Sie fest? Zeigen Sie diesen Zusammen-
hang, ohne Thre Berechnung der Fourierkoeffizienten zu verwenden.

Tipp: Der Zusammenhang wurde in der Vorlesung erwahnt.

(v) Zeigen Sie, dass fiir jedes x € R die Fourierreihe im Punkt = gegen f(x)
konvergiert.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

(vi) Zeigen Sie, dass die Folge

N _1)k
(£
k=1 NeN

konvergiert und berechnen Sie ihren Grenzwert, also die unendliche Summe

o0 _1k
PR

k=1
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Tipps: Schauen Sie sich an, wie wir in der Vorlesung mittels der Fourierreihen-
entwicklung der Rechteckfunktion die Gregory-Leibniz-Formel fiir m hergeleitet
haben. Verwenden Sie die Teilaufgabe (v) und betrachten Sie den Punkt z = 0.

Bemerkung: Das Basler Problem ist die Aufgabe, die Summe der reziproken
Quadratzahlen zu berechnen, also die unendliche Summe
i 1
72.
k=1 k

Mit diesem Problem haben sich einige Basler Mathematiker beschéftigt. Es
wurde durch Leonhard Euler gelost. Um es zu losen, konnen wir die Parseval-
Identitat fiir die Sigezahnfunktion gebrauchen. Diese Identitét werden wir spéter
behandeln. In dieser Teilaufgabe geht es darum, die Variante des Basler Problems
zu 16sen, in der wir die entsprechende alternierende Summe betrachten.

5.4. Fourierkoeffizienten einer reellwertigen Funktion. Sei P >0, f: R — C
eine P-periodische stiickweise stetige Funktion und k € Z.

(i) Rechnen Sie nach, dass

=~

For =Tt

(ii) Nehmen Sie jetzt an, dass f reelle Werte annimmt. Zeigen Sie:
(a) Falls f gerade ist, dann ist i reell.
(b) Falls f ungerade ist, dann ist fk imaginér.

(iii) Schauen Sie die Funktionen an, fiir welche wir in der Vorlesung und in den
Ubungen die Fourierkoeffizienten berechnet haben. Uberpriifen Sie das, was wir
in der letzten Teilaufgabe herausgefunden haben, an diesen Beispielen.

5.5. Lesen. Lesen Sie die folgenden Abschnitte in den Notizen zur Vorlesung Analysis
8 und stellen Sie Fragen, falls sie welche haben:

¢ 3.1 Periodische, stiickweise stetige Funktionen, Fourierkoeffizienten

e 3.2 Fourierreihenentwicklung

IFiir eine komplexe Zahl z = x + iy schreiben wir Z =  — 4y fiir die komplex Konjugierte von z.
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