D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich
Dr. F. Ziltener Ubungsserie 6 HS 2024

Die folgende Aufgabe wurde in der Vorlesung im Unterabschnitt Grundlage fiir die
Fourierreihenentwicklung verwendet.

6.1. L2-Skalarprodukt. Wir definieren
V.= {P—periodische stlickweise stetige, rechtsstetige Funktion von R nach C}.

(Rechtsstetigkeit bedeutet, dass fiir jedes x € R die Einschrankung von f auf [z, 00)
an der Stelle z konvergiert. (f konvergiert dann automatisch gegen f(x).) V ist ein
linearer Unterraum des Vektorraumes aller Funktionen von R nach C. V ist also selbst
ein Vektorraum. Wir definieren das L2-Skalarprodukt () : V' x V — C durch

= [ @t )

Zeigen Sie, dass das ein Skalarprodukt ist.
Erinnerung: Das bedeutet:

o () ist (komplex) linear im ersten Argument.

o () ist hermitesch, d. h. fiir alle v,w € V gilt (v, w) = (w,v).

o () ist positiv definit, d. h. fir jedes v € V' \ {0} gilt (v,v) > 0.
Bemerkungen:

o Sie haben dieses Skalarprodukt schon in der Vorlesung Lineare Algebra kennen-
gelernt. Siehe Beispiel 4.2.0.2 (Das euklidische und das L?-Skalarprodukt) im
Skript Lineare Algebra fiir D-ITET & RW von Dr. V. Gradinaru.

o Ein Skalarprodukt heisst auch inneres Produkt. Ein Skalarprodukt auf einem
komplexen Vektorraum heisst auch hermitesches inneres Produkt.

Die nichste Aufgabe besagt, dass jede orthonormale Basis (wie in der Vorlesung
definiert) aus orthogonalen Vektoren besteht. Das gilt insbesondere fiir die orthonor-
male Basis, die aus den imagindren Exponentialfunktionen besteht. Das wurde in der
Vorlesung erwéahnt, als der philosophische Grund fiir die Fourierreihenentwicklung
behandelt wurde.

6.2. Orthonormalbasis eines Skalarproduktraums. Seien V ein reeller Vektor-
raum, () ein Skalarprodukt auf V und v, w € V. Wir nennen v normiert g. d. w. (v,v) =
1. Wir nennen v und w (zueinander) orthogonal g. d. w. (v, w) = 0. Seien vy, ..., v,
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Vektoren in V. Wir nennen vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von V' g. d. w. jeder
dieser Vektoren normiert ist und fiir jeden Vektor v € V gilt, dass

n

v= Z(v,vz)v@-. (2)

i=1

Sei vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von V. Zeigen Sie, dass die Vektoren v1,...,v,
orthogonal zueinander sind.

Tipp: Fixieren Sie k = 1,...,n, betrachten Sie (v, v;) und schreiben Sie einen der
beiden Vektoren vg mittels (2) um.

6.3. Anfangswertproblem fiir die rdumlich eindimensionale Warmeleitungs-
gleichung mit periodischer Bedingung. Wir definieren v : R — R als die
2m-periodische Fortsetzung der quadratischen Funktion

[~m,7) D x>z

(i) Finden Sie eine stetige Funktion u : [0,00) x R — R, welche auf dem Gebiet
(0,00) x R glatt ist, die raumlich eindimensionale Wérmeleitungsgleichung

Up = Ugg

16st, die Anfangsbedingung
u(0,z) = v(z), Vz € R,

erfiillt und rdumlich 27-periodisch ist, d. h.
u(t,m—i—27r) = u(t, ), Vt>0,z€R

Erklaren Sie, warum wu alle gewiinschten Bedingungen erfiillt und die einzige
Funktion ist, die diese Bedingungen erfiillt.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

(i) Zeichnen Sie von Hand oder mit einem Graphikprogramm wu(t, -) fir einige Werte
von t.

(iii) Sei e > 0. Zeigen Sie, dass es eine Zahl ¢y > 0 gibt, sodass fiir alle ¢ > ¢ die
Moden mit |k| > 1 insgesamt weniger als ee~! zur Losung u beitragen. Geben
Sie eine Néaherungsformel fiir u an, in der nur die nullte, erste und minus erste
Mode vorkommen.

Tipps:
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o In der Vorlesung haben wir den Beitrag der Moden mit |k| > 1 fur die
Anfangsfunktion gegeben durch die 2m-periodische Fortsetzung der Be-
tragsfunktion gegen oben abgeschitzt. (Siehe die Bemerkung zur Warme-
leitungsgleichung: Abfallen der Moden.) Folgen Sie den Schritten in dieser
Abschétzung.

« Benutzen Sie die Aufgabe aus Ubungsserie 5, in der Sie die Fourierkoeffizi-
enten der Funktion v berechnet haben.

Bemerkung: Wir definieren

x4
k=2
Die Zahl
€
log —
by = — e
3

hat die gewiinschte Eigenschaft.

(iv) Berechnen Sie u(3,0) mit einer Genauigkeit von mindestens 10 3¢=3 + 1075,
(Der Term 10~ ermdéglicht es Thnen, das Ergebnis auf die fiinfte Stelle nach
dem Dezimalpunkt! zu runden.)

Tipp: Verwenden Sie die Losung des Basler Problems, welche besagt, dass

1 2
> E=

keN

(v) Wie verhalt sich fiir ein festes = € R die Losung u an der Stelle (¢, x) asymptotisch,
wenn t gegen unendlich strebt?

6.4. Ungerade Fortsetzung einer Funktion und die Warmeleitungsgleichung.
Betrachten Sie die Funktion

T, fallsz < T
v:[0,7m) = R, U(x)::{w—x falls£<§c<7r
) 2 >~ 7.

(i) Bestimmen Sie die ungerade 27-periodische Fortsetzung v : R — R von v.

(ii) Zeichnen Sie diese Fortsetzung.

Im englischsprachigen Raum wird eine Zahl in Dezimaldarstellung mit Hilfe eines Dezimalpunktes

geschrieben, also zum Beispiel 1.23 = %. Ich halte mich an diese Konvention.
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(iii) Berechnen Sie die Losung des Rand- und Anfangswertproblems fiir die rdumlich
eindimensionale Warmeleitungsgleichung

Ut = Ugz,
u(t,0) = u(t,m) =0, vt € (0,00),
u(0,z) = v(x), V€ [0, 7).

Tipp: Verwenden Sie Aufgabe (i) und einen Satz {iber die Warmeleitungsglei-
chung aus der Vorlesung.

6.5. Wiarmeleitungskern. Wir definieren den (rdumlich eindimensionalen) Wérme-
leitungskern als die Funktion

22

at

e
D :(0,00) x R — R, O(t,x) := .
vAart

Rechnen Sie nach, dass diese Funktion die Warmeleitungsgleichung u; = gz, 16st.

6.6. Losung der Wellengleichung fiir eine raumlich periodische Funktion
mit Hilfe der rdumlichen Fourierreihenentwicklung. Seien v,w : R — R
2m-periodische Funktionen, wobei v zweimal stetig differenzierbar und w stetig diffe-
renzierbar ist. Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die rdumlich eindimensionale
Wellengleichung mit ¢ = 1 fiir eine rdumlich 27-periodische Funktion w,

Utt = Uz,
u(0,z) = v(z), Vz € R,
ut (0, z) = w(x), Vz € R,
u(t, T+ 27T) = u(t,x), Vt,x € R.

Schreiben Sie die Wellengleichung dazu als ein System gewohnlicher DG fiir die
raumlichen Fourierkoeffizienten t — w(t,-), (k € Z) der gesuchten Funktion v um.

Bemerkung: Diese Umformulierung ist analog zur Umformulierung der Wéarmelei-
tungsgleichung als ein System gewohnlicher DG fiir die rdumlichen Fourierkoeffizienten,
die in der Vorlesung behandelt wurde.

6.7. Zeitumkehrinvarianz der Wellengleichung und der Schrodingerglei-
chung mit zeitunabhingiger potentiellen Energie.

(i) Rechnen Sie nach, dass fiir jede Losung u : R1*" — R der Wellengleichung
uy = c>Au die zeitumgekehrte Funktion u(t,r) := u(—t, z) die Wellengleichung
ebenfalls 16st.
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(ii) Sei V : R® — R eine Funktion. (Sie spielt die Rolle der potentiellen Energie

eines Teilchens). Die zugehorige zeitabhdangige Schrodingergleichung fiir ein
quantenmechanisches Teilchen der Masse m ist die PDG?

h2
ihuy = H(u) == ——Au+ Vu
2m
fiir eine Funktion® u : R™3 — C, wobei:
h := reduziertes Plancksches Wirkungsquantum ~ 1.1 -1073%Js

Rechnen Sie nach, dass fiir jede Losung u dieser Gleichung die komplex kon-
jugierte zeitumgekehrte Funktion ﬁ(f, x) = u(—tN, x) die Schrodingergleichung
ebenfalls 16st.

Bemerkung: Das bedeutet, dass die Schrodingergleichung (mit zeitunabhangi-
ger potentiellen Energie) zeitumkehrinvariant ist.

6.8. Lesen. Lesen Sie den folgenden Unterabschnitt in den Notizen zur Vorlesung
Analysis 3 und stellen Sie Fragen, falls sie welche haben:

Eigenschaften der WA xrmeleitungsgleichung und ihrer Lésungen: . . .

(f) Zeitumkehrinvarianz in der Physik, Irreversibilitat der Warmeleitungsgleichung
(S. 100 in der Version der Notizen vom 24. Oktober 2024)

2} heisst Hamiltonoperator.

3

u wird in der Physik Wellenfunktion des Teilchens genannt.
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