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7.1. Fouriertransformation.

(i) Wir definieren die Funktion

falls —1 <z <1,
sonst.

1
f:R—>R, f(a:)::{é’

Zeichnen Sie f. Berechnen Sie die Fouriertransformierte ]?

(ii) Wir definieren die Funktion

1, falls —1 <z <0,
f R—=>R, flz):=¢ -1, fals0<z <1,
0, sonst.

Zeichnen Sie f. Berechnen Sie die Fouriertransformierte f

(iii) Wir definieren die Funktion

1—Jz|, falls|z] <1,

FiR=R, Fla) = { 0 sonst.

Zeichnen Sie F'. Berechnen Sie die Fouriertransformierte F

(iv) Uberpriifen Sie, dass F stiickweise stetig differenzierbar ist und berechnen Sie
die Ableitung F”.

(v) Was ist die Beziehung zwischen den Fouriertransformierten F und f? Erkliren
Sie, warum diese Beziehung gilt, ohne etwas zu rechnen.

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

(vi) Sein € Ng=4{0,1,...}. Wir definieren die Funktion

e, falls x > 0,
JiR =R, fla) = { 0, sonst.

Zeichnen Sie f. Berechnen Sie die Fouriertransformierte f

Tipp: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

7.2. Fouriertransformation. Sei a > 0. Berechnen Sie die Fourier-Transformierte
der Funktion

f:R—=R, flx) == e,
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7.3. Eigenschaften der Fouriertransformation, Gaufische Glockenfunktion.
Wir definieren die Menge

L;C(R, C) := {absolut integrierbare stiickweise stetige Funktion von R nach C}. (1)
(i) (Linearitdt) Die Abbildung F ist linear, d. h.
Flef)=cF(f),  F(f+9)=F(f)+Flg), VeeC, f,g€ Ly(R,C).

(ii) (Verschiebung) Sei v € R und f € L}.(R,C). Wir definieren 7,(f) als die
Funktion gegeben durch

To(f)(2) = fz = v).

(7, entspricht also einer Verschiebung des Arguments um —v. Der Buchstabe 7
steht fiir Translation.) Leiten Sie die folgende Formel her:

F(ro())E) = e F(£)(&).

(iii) (Streckung) Sei 0 # a € R und f € L .(R,C). Wir definieren d,(f) als die
Funktion gegeben durch

b)) = £ (T)-

(04 entspricht also einer Streckung (Dilatation) des Arguments um den Faktor
%. Der Buchstabe § steht fiir Dilatation.) Leiten Sie die folgende Formel her:

F(0a()E) = lalF(f)(ag)

(iv) (GauBsche Glockenfunktion) Sei € R und o > 0. Wir definieren die Gaufs-
sche Glockenfunktion mit Erwartungswert p und Standardabweichung o als die
Funktion

2

1 _;(
Juo :R—=R, Juo(x) = ﬁe 2

Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f, ..

zT—p

(2)

Tipps:

o Wir definieren

22

flz):=e 2.
Verwenden Sie die Formel fiir die Fouriertransformierte von f,
f=Vert. (3)

die wir in der Vorlesung hergeleitet haben.
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» Verwenden Sie die Teilaufgaben (i),(ii), (iii).

Bemerkung: Die Funktion f, . ist L'-normiert im Sinn

/_O:O | fuo(2)|de = 1.

. . 1 . oy
Das ist der Grund fiir den Faktor Targ D der Definition von f, ..

7.4. Fouriertransformation und -riicktransformation. Wir definieren den
Kardinalsinus als die Funktion f : R — C gegeben durch

f(x):=4¢ sinzx (4)

, falls z # 0.

{ 1, falls z = 0,

Diese Funktion ist stetig (auch im Punkt x = 0). Sie ist nicht absolut integrierbar.

~

Ihre Fouriertransformierte f(§) ist aber trotzdem fiir jedes £ # +1 wohldefiniert, d. h.,
die Integrale

b ) 0 )
/ f(z)e % dz, / f(z)e %% dx
0 a

konvergieren fiir b — oo und a — —oo. (Fiir £ = £1 konvergieren diese Integrale
hingegen nicht.)

~

Ziel dieser Aufgabe ist es, f(§) fir £ # £1 auf zwei verschiedene Arten zu berechnen,
némlich:

e direkt mittels der Definition,

o mittels Fourier-Riicktransformation.

~

(i) Sei £ # £1. Berechnen Sie f(£) direkt mittels der Definition.
Tipps:

e Schreiben Sie den Integranden mittels der eulerschen Formel als eine
Linearkombination von Sinus- und Kosinusfunktionen geteilt durch .

e Das Integral einer ungeraden Funktion von —a bis a verschwindet.

e Zeigen Sie, dass fiir jedes ¢ € R gilt:

> gin(cx) © ginz -1, fallse<0
/ ———dx = sign(c) / dz, sign(e) :={ 0, fallsc=0,
B B 1, falls ¢ > 0.
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(ii)

(iii)

o Es gilt:

o s
sin x
/ dr = .

T

Sie diirfen diese Tatsache ohne Herleitung verwenden.

e Unterscheiden Sie die Félle £ < —1, -1 <& < 1,1 <¢&.

~

Wir berechnen f(£) nun noch einmal, mittels Fourier-Riicktransformation.

Sei f eine stiickweise stetige Funktion und £ € R, sodass die Fouriertransfor-
mierte von f an der Stelle ¢ wohldefiniert ist. Uberpriifen Sie, dass

~

F(e) = 27 (6).

Berechnen Sie die Fouriertransformierte fan jeder Stelle £ # +1 mittels des
Satzes aus der Vorlesung, der besagt, dass die Fourierriicktransformierte der
Fouriertransformierten einer Funktion h wieder die Funktion h ist, d. h.

FH(F()(€) = h(€) = h(&). (5)
Tipps:
o Teilaufgabe (ii)
o Aufgabe 7.1(i) (Fouriertransformation), in der wir gezeigt haben, dass
f=h
fiir eine bestimmte Funktion h

Bemerkung: Strikt genommen diirfen wir den Satz aus der Vorlesung nicht
anwenden, da die Voraussetzung, dass h absolut integrierbar ist, in unserem

Fall nicht erfiillt ist. Die Fourierriicktransformierte h ist jedoch bei jeder Stelle
¢ # +1 wohldefiniert. Da h bei jeder solchen Stelle stetig ist, gilt (5) fir jedes
solche &.

7.5. Anwendung der Fouriertransformation auf die Varianz der Gauf3schen
Glockenfunktion.

(i) Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Funktion
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o Aufgabe 7.3(iv)

e Satz aus der Vorlesung, der die Fouriertransformierte der Funktion x +—
x f(x) mittels F(f) ausdriickt.

(ii) Was ist
| = o w)da?

Bemerkung: Dieses Integral ist die Varianz der Gaulschen Glockenfunktion
fu,o- Die Varianz ist das Quadrat der Standardabweichung o.

7.6. Faltung und Fouriertransformation. Seien f,g: R — C stiickweise stetige
Funktionen, sodass fiir jedes z € R die Funktion

Roy— f(z—y)gly) €C

uneigentlich integrierbar ist. Wir definieren die Faltung von f und g als die Funktion
frgiR=Co (Frg@)= [ -yl

Wir nehmen jetzt an, dass f beschrankt und f und g absolut integrierbar sind. Zeigen
Sie, dass fiir die Fouriertransformierten gilt:

(f* gy = fg.

Tipp: Verwenden Sie den Satz von Fubini. Dieser Satz sagt, dass man bei einem
Doppelintegral unter gewissen Umstanden die Integrationsreihenfolge umdrehen darf.

7.7. Wiarmeleitungsgleichung. Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Warme-
leitungsgleichung

Up = Ugy auf R x (0, 00),
u(0,x) = ug(x), Vx € R,
fiir die Anfangsfunktionen
(a) uo(z) := e,
(b) uo(z) := cos(z).
Tipps:
e Satz aus der Vorlesung iiber die Losung der WLG auf R

e Integration durch Substitution
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