D-ITET, RW Analysis 3, partielle Differentialgleichungen ETH Zirich
Dr. F. Ziltener Ubungsserie 11 HS 2024

Sei U C R" offen. Sei ¢ : U — R eine Funktion. Wir definieren den Trdger von ¢ als
den Abschluss der Nichtnullstellenmenge von ¢,

supp @ := o 1R\ {0)) = {« € U | () # 0}.

Wir definieren
C%(U,R) := {pe C%*(U,R) | supp ¢ ist kompakt und in U enthalten}.

(Die Elemente ¢ € C2(U,R) heissen Testfunktionen.)

Sei U C R” ein C'-Gebiet. Eine greensche Funktion fiir U ist eine Funktion
G: {(x,y) €U><U|:C7éy} — R,

sodass fiir jedes € U die Funktion G* := G(z,+) : U\ {z} — R C? ist und die
folgenden Bedingungen erfiillt:

- | Ewacdy= @), VeeCAUR), (1)
G*=0  auf dU. (2)

Wir schreiben @, fiir die Fundamentallosung der Laplacegleichung.

11.1. Greensche Funktion fiir den oberen Halbraum. Wir nehmen an, dass
n > 3. Fir jedes x € R™ definieren wir

T = (:Bl, ey T 1, —xn).

(7 ist der an der Hyperebene R"~! x {0} gespiegelte Punkt z.) Wir definieren die
Funktion

G :=Gpr : R} x R} — R, G(z,y) = Pp(y — ) — Pp(y — ).
(i) Zeigen Sie, dass G eine greensche Funktion fiir R} ist.
Hinweise fiir (1):

e Zeigen Sie, dass fir jedes x € U gilt, dass

- /U (2 — y)Ap(y) dy = ().

Verwenden Sie dazu die Substitution z := x—y, Ableiten unter dem Integral
und einen Satz aus der Vorlesung (Losung der Poissongleichung auf R™).
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« Wihlen Sie ein C''-Gebiet U, sodass
suppy C U, U CRY.

Schreiben Sie den Ausdruck [;; ®,(y — 2)A¢(y) dy mittels der zweiten
greenschen Identitat um.

o Verwenden Sie, dass ®,,(+ — z) auf U harmonisch ist und supp ¢ C U, um
zu zeigen, dass [; Pn(y — T)Ap(y) dy = 0.

ii) Wir definieren den Poissonkern fir R™ als die Funktion
Jr

2 T
Kgn :R" x (R ! x {0}) > R Kgn ="
R+ +><( X{ }) ) R+(x7y) nOénHQ/'_yHn

Zeigen Sie, dass

Kfgn = —0,Gfn = —VGfn -v: OR]} = R" x {0} - R,

wobei v das nach aussen weisende Einheitsnormalvektorfeld auf OR"! = R71 %
{0} ist.

(iii) Sei g : R""! x {0} — R eine stetige und beschrinkte Funktion. Wir betrachten
das folgende Randwertproblem fiir die (homogene) Laplacegleichung fiir eine
Funktion u € C?(R", R):

Au=0 auf R}, (3)
u(z) = g(xo) fur z — xo Vo € ORY} = R x {0}. (4)

Wir definieren

wRE SR )= | oy R (0 dy (5)

Geméss einem Satz aus der Vorlesung (Randwertproblem fiir die Laplaceglei-
chung auf einem Halbraum) 16st u das Randwertproblem (3,4). Zeigen Sie, dass
diese Losungsformel mit der Formel aus dem Satz iiber die Darstellung der
Losung des Randwertproblems mittels einer greenscher Funktion iibereinstimmt.

11.2. Greensche Funktion fiir den Einheitsball. Wir nehmen an, dass n > 3.
Wir kiirzen ab

B":=B}(0), B":=B{(0), S5"!:=877Y0).
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Fiir jedes € R™\ {0} definieren wir

~ z
Ti=——7.
]2

(7 ist der an der Einheitssphire S"~! gespiegelte Punkt 2.) Wir definieren die Funktion
G:=Gpn:B"x B" >R, G(z,y) = P,(y —x) — <I>n(|]x\|(y — 5))
(i) Zeigen Sie, dass G eine greensche Funktion fiir B™ ist.

Hinweise
o Gehen Sie fiir (1) analog zur Aufgabe 11.1 vor. Verwenden Sie, dass
O (llzll(y — ) = llz]* " Pn(y — 7).
 Bedingung (2): Zeigen Sie, dass fiir jedes y € 0B™ = S"~ ! und x # 0 gilt:
2[*[ly — Z[* = [l — yII.
Folgern Sie daraus, dass (2) erfiillt ist.
(ii) Wir definieren den Poissonkern fiir B als die Funktion

11—

KBn : B™ % STL—]. — R, KBn(.Z',y) = M n"
nay, [lz = y|

Zeigen Sie, dass
Kfn = —0,Ghn = —VGha -v: 0B" = S"1 S R,
wobei v das nach aussen weisende Einheitsnormalvektorfeld auf 0B™ ist.

Hinweise:

« Wir haben v in Analysis 2 bestimmt. Fiir jedes y € 0B™ = S™~! steht
v(y) senkrecht auf dem Tangentialraum TyS’"*l7 zeigt nach aussen und
hat Lénge 1.

(iii) Sei g : S~! — R eine stetige Funktion. Wir betrachten das folgende Randwert-
problem fiir die (homogene) Laplacegleichung fiir eine Funktion u € C?(B™, R):

Au=0 auf B", (6)
u(z) — g(xo) fir x — xo Voo € OB" = S™ L. (7)

Wir definieren
u:B" =R, uz):= Kpn(z,y)9(y) dA(y). (8)

Sn—1
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Geméss einem Satz aus der Vorlesung (Randwertproblem fiir die Laplaceglei-
chung auf dem Einheitsball) 16st v das Randwertproblem (6,7). Zeigen Sie, dass
diese Losungsformel mit der Formel aus dem Satz iiber die Darstellung der
Losung des Randwertproblems mittels einer greenscher Funktion iibereinstimmt.

11.3. Harmonizitit von Funktion Seien U C R" offen und h € C%(U, R), sodass
/ hAg =0, Vo e CXU,R). 9)
U

Zeigen Sie, dass h harmonisch ist, d. h.
Ah =0.

Bemerkungen:

e Wir konnen Harmonizitidt von h also dadurch testen, dass wir den Laplace-
Operator A auf Testfunktionen ¢ anwenden, mit A multiplizieren und integrieren.

e Sei U C R” ein C'-Gebiet, G eine greensche Funktion fiir U und z € U. Aus
der Aufgabe folgt, dass G* harmonisch ist.

Hinweise:

e Sei h € C?(U,R) eine Funktion, wofiir es einen Punkt zq € U gibt, sodass
Ah(zg) > 0.
Zeigen Sie, dass es eine Funktion ¢ € C?(U,R) gibt, sodass
o(xg) >0 und (Ah)p > 0.

Tipp dafiir: Wéhlen Sie ein kleines ¢ € (0, 00) und eine drehinvariante Funktion
¢o € C2(BI(x0),R), sodass ¢g(zg) > 0. Um eine solche Funktion zu konstruie-
ren, verwenden Sie eine glatte Funktion p : [0,3] — R, sodass p = 1 auf [0, 1]
und p = 0 auf [2, 3]. (Eine solche Funktion existiert.)

o Verwenden Sie die zweite greensche Identitédt fiir das Gebiet B'(z¢), um zu
zeigen, dass

/ hAp > 0.
U

Bemerkung: Die Randterme verschwinden.

o Schliessen Sie daraus, dass (9) impliziert, dass h harmonisch ist.
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