D-MATH Lineare Algebra I HS 2024
Prof. Sarah Zerbes ..
Losungen 10

1. Beweisen Sie die folgenden Aussage: Fiir zwei beliebige lineare Abbildungen f: V' —
V und g: W — W’ ist die Abbildung

C,s : Homg (V, W) — Homg(V',W'), h+>goho f

wohldefiniert und linear. Sind zudem f und g Isomorphismen, so auch Cy ;.
Solution:
Sei h € Homg (V, W) ein beliebiges Element. Dann ist die Abbildung

gohof:V — W

als Verkniipfung der linearen Abbildungen f und h und g wieder linear und liegt
also in Homg (V', W’). Das zeigt, dass Cy y wohldefiniert ist.

Seien nun hy, hy € Homg(V, W) und ¢ € K beliebig. Dann gilt

und
Cy (e h) (') = g(c- h(f(v)))
=c-g(h(f(v)))
¢ Cg,p(h) (V')
= (¢ Cys(h1)) (V")
fiir alle v" € V', woraus folgt:
Cyp(hr + ha) = Cy y(h1) + Cy g (h2)
Cyple-hi) =c-Cyp(ha).

Das zeigt, dass Cj ; linear ist.

Seien nun f und g Isomorphismen mit Inversen f~! beziehungsweise g~!. Da f~1
und ¢! linear sind, ist die Abbildung

Og—ljfl : Homy K(V,, W/) — HOHI]K(‘/, W)

1



wohldefiniert und linear. Aus f~'o f =id V' und g~! o ¢ = idyy folgt dann

Cy-1,5-1 0 Cyr = idHomy (v,w)

Cyr 0 Cyg1 p-1 = idHomy (v, W),
die Abbildung Cj,-1 s-1 ist also eine Inverse zu C ;.

. Es seien U, V, W Vektorrdume ueber K, und esseien T': U =V und S: V — W
lineare Abbildungen. Dann gilt

(SoT)* =T* o5

Solution: Zunéchst betrachten wir die Definitions- und Zielbereiche der Abbil-
dungen:
e T:U—-Vund S:V —>W
e SoT:U—->W
(SoT)*:W* = U*
o ¥ W* 5 V*und T* : V* = U*
o o S*: W*— U*

Wir zeigen die Gleichheit durch Anwendung auf ein beliebiges Element ¢ € W*:
Dafiir sei ¢ € W* und u € U beliebig.

Fiir die linke Seite gilt:

((SoT) () () = @((S o T)(u))

Fiir die rechte Seite gilt:

Da die Ausdriicke fiir beliebige ¢ € W* und v € U iibereinstimmen, gilt:

(SoT) =T"0S"



3.

4.

Sei U ein beliebiger Untervektorraum von R”. Zeigen Sie, dass es ein lineares Gle-
ichungssystem mit n Gleichungen und n Unbestimmten gibt, dessen Losungsmenge
genau U ist.

Solution: Vorgehen: Wir konstruieren eine lineare Abbildung F', die genau U
als Kern hat. Die zugehorige Abbildungsmatrix A liefert dann iiber Ax = 0 ein
Gleichungssystem in n Gleichungen und n Unbekannten, das genau U als Losung
hat.

Da U ein Unterraum ist, gibt es eine Basis uq,...,u,, von U mit m < n. Diese
lasst sich zu einer Basis uq, ..., Umn, Umat, .- -, U, von R™ erganzen. Nun konnen
wir die lineare Abbildung F' mit Kern U wiefolgt definieren:

Wir definieren F(u;) =0 fiir 1 < ¢ < m und F(v;) = v, fir m+1 < j <n. Da
Upy e v ey U,

Umat, - - -, Up €ine Basis ist, ist ' wohldefiniert und bei Konstruktion hat F' genau
U als Kern. Wie im Vorgehen weiter oben beschrieben, gibt es nun eine zu F
zugehorige Matrix A, die die lineare Abbildung beschreibt. Es folgt, dass Az =0
ein Gleichungssystem mit den gewiinschten Eigenschaften darstellt.

(a) Sei V' ein Unterraum eines K-Vektorraums V. Zeigen Sie, dass jede Linear-
form auf V' eine Fortsetzung zu einer Linearform auf V' besitzt.

(b) Sei V' =V; @ V,. Konstruieren Sie einen Isomorphismus
und beweisen Sie somit die Existenz eines solchen.
Solution:

(a) Sei a: V' — K eine beliebige Linearform. Zu dem Unteraum V' wéhlen wir
ein Komplement V" in V' und definieren die Abbildung a : V' — K durch

a(v) == av')

fiir jedes v = ' + 0" mit v € V' und v € V. Wegen V =V @ V" ist a
wohldefiniert. Man zeigt nun direkt, dass « auch linear ist, also a € V* gilt.
Wegen apy» = a ist die Behauptung bewiesen.

(b) Definiere die Abbildung

wie folgt: Fiir ein beliebiges Element (o, an) € Vi @ V5 sei
olag, )V = K
diejenige Abbildung, fiir die

p(ar, az)(v) = ay(v1) + az(vs)
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fir alle v = vy + v mit v; € Vi und vy, € V5 gilt. Man zeigt direkt, dass
(a1, ag) linear ist; die Abbildung ¢ ist also wohldefiniert. Weiters kann man
leicht zeigen, dass auch ¢ selbst eine lineare Abbildung ist.

Wir konstruieren nun die zu ¢ inverse Abbildung. Definiere die Abbildung
YVE= Ve vy

durch
¢(a) = (a|V17a|V2)

fir alle (o : V' — K) € V*. Man zeigt, dass die Abbildung v wohldefiniert
und linear ist.

Behauptung: ¢ ot =idy« und ¢ o p = idyrgy;.

Beweis. Sei « € V* und v = v + v9 € V wobei v; € V] und vy € V5, dann
folgt wegen

poh(a)(v) = (P(a))1(v1)+(Y())a2(v2) = ap; (v1)+ap,(v2) = a(vi+vs) = a(v)

die Aussage ¢ o 1) = idy~.
Weiters seien «; € V* und ¢;: V; = V die Inklusion fiir ¢ = 1,2. Dann ist

Y(p(ar, az)) (v, ve) = (90(0417042)\\/1(%(01))790(@17042)|V2(%(U2))) = (a1(v1), aa(v2))

und somit folgt (a1, az)) = (a1, a2), also 1 o ¢ = idyrgy;- O

5. Finden Sie die Annulatoren der folgenden Unterraume

() ()

1 -2
(b)U2_< —-21,( 1 ><R3
1 1
-2
(C) U3 = < 3 > < ]R3
0
1 0
_ 1 1 4
0 -1
Solution:



(a) Wir stellen fest, dass (1), (%) eine Basis von R? ist. Dementsprechend ist
U; = R? und somit ist Uy = {0} < (R?)*, also nur die Nullabbildung.

(b) Der Unterraum U, hat Dimension 2. Also folgt, dass U; die Dimension 1 hat.
Wir suchen also ein Element ¢ € (R?)*, sodass

f(el — 262 -+ 63) = 0, g(—2€1 + €2 + 63) =0

gilt. Schreiben wir ¢ = aej + bej + cej in der dualen Basis der Standardbasis
{e1, eq, €3}, so folgen die beiden Gleichungen

2b=a+c¢, 2a=0b+c.
Diese Gleichungen sind nur fiir a = b = c erfiillt. Daher gilt
Uy = (€] + €5+ €3).

(c) Analog wie in (b) argumentieren wir, dass Us die Dimension 2 hat. Es reicht
also zwei linear unabhangige Elemente ¢; und /5 in U3 zu finden. Wir wahlen
ly = ej, sowie lo = 3e] + 2¢e5. Diese Elemente sind offensichtlich linear
unabhangig und es gilt

l1(—2e1 + 3e3) = e5(—2e1 + 3ez) =0,
l3(—2e1 + 3ea) = (3e] + 2€5)(—2e1 + 3ea) = 3ej(—2e; + 3ea) + 2e5(—2e1 + 3e2) = —6 + 6 =

Daher ist Ug = (¢1, ls).
(d) Es gilt ¢ = ae} + be2* + cel + dej € Uy dann und nur dann wenn

025(614‘62):@‘{'(7

und
0=/l(es+e3—e4) =b+c—d

gilt. Daher ist
Uy ={—be] +be2* 4+ cel + (b+c)ej | byc € R} = (—e] + €5+ e),e5 +€)).

6. Sei A die folgende (3 x 3)-Matrix:

A:

SN =
SN =

2

4

0

Berechnen Sie den Annulator von (im(77%)).

Solution: Nach Satz 6.4.6 ist (im77%)° = ker(7;*) und nach Satz 6.3.9 ist die

Darstellungsmatrix von T5* beziiglich der Standardbasis (A")" = A. Der Kern von
2 0

A ist erzeugt von den Vektoren [ —1 | und | 1
0 —2



7. Bestimmen Sie die Rénge der folgenden (n x n)-Matrizen in Abhéngigkeit der
positiven ganzen Zahl n .

(c)

((k+€)!)
kel k,=0,...n—1

77777

Solution:

()

Wir setzen B = (bkl)k,lzl ..... n = (kl)k’lzl ..... n- Sei B = (b,/lgl)k,lzl ..... n die

Matrix, die aus B entsteht, indem man fiir jedes k = 2, ..., n das k-fache der
ersten Zeile von der k-ten Zeile subtrahiert. Dann gilt

b, _ bkl =1 falls k =1

U by —kby =kl —kl=0 fallsk>1.

Daher hat die Matrix B’ genau eine nicht verschwindende Zeile und somit
Rang 1. Da B’ durch elementare Zeilenoperationen aus B entstanden ist, also
durch Linksmultiplikation mit einer invertierbaren Matrix, hat B’ denselben
Rang wie B. Also folgt rk(B) = 1.

Alternative Uberlegung: Sei u := (1,...,n) die 1 x n Matrix mit Eintrag i
an der Position (1,7). Dann gilt B = u” - u. Da rk(u) < 1 ist, folgt aus
einem fritheren Aufgabe, dass auch rk(B) < 1 ist. Wegen B # 0 gilt zudem
rk(B) > 1 und daher rk(B) = 1.

Sei B = (bkl)k,lzl 77777 n mit bkl = (—1)k+l(l€ + [ — 1) Firn =1ist B =
(1) # 0 und hat somit Rang 1, wir konnen also n > 2 annehmen. Fiir alle
Ek=1,....n—2und ¢/ =1,...,n gilt

it + 205111 + brg2 = 0,

also ist die k-te Zeile von B eine Linearkombination der (k + 1)-ten und
der (k + 2)-ten Zeile. Man kann B daher durch Zeilenoperationen zu einer
Matrix umformen, in der alle Eintrage aller Zeilen, bis auf die letzten beiden,
verschwinden und die letzten beiden Zeilen mit denen von B iibereinstimmen.
Man priift dann direkt, dass diese beiden Zeilen linear unabhangig sind. Es
folgt

1 fallsn=1

Rang B =
2 fallsn > 2.

Sei O, := (Cri)ki=o0....n—1 die Matrix mit ¢y = (IZT;?! = (k?rl)
Behauptung: rk(C,) = n . Wir benutzen Induktion iiber n. Im Fall n =1
stimmt die Behauptung, da C; = (1) # 0 ist. Angenommen, die Aussage gilt
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fir ein n > 1. Sei C" = (¢};)ki=0,.. n die Matrix, welche aus C,,1 entsteht,
indem man beginnend mit der letzten Zeile jeweils die vorhergehende Zeile
subtrahiert. In Formeln:

/ Cxl — Cp—11 falls £ = 1, o,
Cp; =
M col falls k = 0.

Sei weiter C" = (¢};)ki=0,..n diejenige Matrix, welche aus C”" entsteht, in-
dem man beginned mit der letzten Spalte jeweils die vorhergehende Spalte
subtrahiert. In Formeln:

/ / —
" {Ck;l_ck,l—l l=1,...;n

C =
ki , o
Cro [=0.

Fir alle 1 < £, < n gilt dann
/! / /
Ckt = Cry — Ci -1
= (Ckl - Ck—l,l) - (Ck,l—l - Ck—l,l—l)

(k+0O! (k+0—-1) (k+0—1)1  (k+0—2)

et (k=D k=1 T (k= 1) —1)!
(k0! { koo N (k+¢—2)!
k! k+1 k+1)  (E—1DI(0—1)
(ke —2)
(k=D =1
Daher ist
10 0
0
C/l: ]
: C,
0

und es folgt



