D-MATH Lineare Algebra I HS 2024
Prof. Sarah Zerbes ..
Losungen 11

1. Sei B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V und B" = (wy,...,w,,) eine
geordnete Basis von W. Sei B = (wj,...,w},) die zu B’ duale Basis von W*.
Zeigen Sie, dass fiir jede lineare Abbildung f: V — W gilt

([f15)i; = wi(f(v;)) firallel <i<m, 1<j<n.

Solution: Die Darstellungsmatrix A := (az.)ix == [f]5 von f beziiglich B und B’
ist definiert durch

fur alle1 <i < m.
Damit gilt fiir jedes 1 <7< m und 1 < j < n, dass

w; (f(0)) = w (Y argwr) =D aggwi (wy) = ag; = ([f15)is,

k=1 k=1

m

was genau zu zeigen war.

2. Sei n > 1. Dann definieren wir das kanonische Skalarprodukt auf R™ als

(,):R" x R" = R,
(@1 wn), (Y1, Yn)) = T11 + T2y + -+ + TnYn.
(a) Sei u € R™ gegeben. Zeigen Sie, dass ¢,: R" — R, v — (u,v) eine lineare
Abbildung ist.

(b) Essei B={b,...,b,} eine Basis von R". Zeigen Sie, dass {{;,, ..., } eine
Basis des Dualraums (R™)* ist.

(c) Ein Vektor v € R™ ist orthogonal zu u € R", falls v € ker(¢,) gilt. Zeigen
Sie, dass es einen Isomorphismus

(u)® = ker(4,)

gibt. Das heisst, der Annulator von (u) ist Isomorph zum Untervektorraum
aller Vektoren, die orthogonal zu u sind.

(d) Folgern Sie, dass fiir einen Unterraum U < R™ gilt

U°={veR"|veker(l,), Yue U}.



(e) Bestimmen Sie diejenigen Unterrdume von R?, zu denen die Annulatoren

1 1 1 1
U1:<2,o>,U2:<1,_1>
3 0 1 1

nach (d) isomorph sind.
Solution:

(a) Seien v,w € R" und A € R. Dann gilt

Cu(v+ dw) = ((T1,. ., 20), (V1 + Aw, . v + Awy)) = ug (v + Awy) + -+ + up (v, + Awy,)
=uvy + 0 F UV, + Auqwy + - - Augwy, = L, (V) + My (w),

und somit ist ¢, fiir alle u € R™ eine lineare Abbildung.

(b) Wir wissen, dass der Dualraum (R™)* auch die Dimension n hat. Somit reicht
es zu zeigen, dass {p,, ..., 0, linear unabhangig sind. Seien also Ay,..., A\, €
R gewahlt, sodass
)\1&,1 + -+ )\ngbn =0.

Das heisst, fiir alle b € R™ gilt

(Mly, + -+ Aol )(b) = 0.

Insbesondere ist das fiir die Standardbasisvektoren ey, ... e, der Fall. Wir
erhalten also

0= ()\1&,1 + -+ )\n&n)(ei) = )\1(%1 + )\gaiQ + -+ )\n(lm, (1)

fir alle 1 <@ < n, wobei a;; die Koeffizienten von b; beziiglich der Standard-
basis sind, also b; = ajje; + -+ + apjen,.
Schreiben wir die Gleichungen in (1) in ein Gleichhungssystem ergibt das fiir
die Matrix A = (a;;);

A1

-----

Also ist (ly,, ..., ¥p,) linear unabhéngig und somit eine Basis von (R™)*.



(c)

Zuerst tiberpriifen wir den Fall u = 0. Dann gilt (0)° = (R™)* sowie ker(¢y) =
R™. Fiir eine Belibiege Basis (by, . . ., b,) von R™ wissen wir durch die vorherige
Teilaufgabe, dass die Abbildung

bi — gbi

einen Isomorphismus zwischen R™ und dessen Dualraum (R™)* beschreibt.
Sei nun u # 0. Wie zuvor definieren wir die Abbildung ¢: ker(¢,) —
(u)°, o(v) = £,. Dann gilt

p(v)(u) = Ly(u) = (v, u) = (u,v) = £y,(v) =0,

also ist ¢ auch wirklich wohldefiniert. Hier gilt die dritte Gleichung aufgrund
der Tatsache, dass das Skalarprodukt per Definition symmetrisch ist, und die
letzte Gleichung da v in ker(¢,,) liegt.

Es lasst sich ausserdem leicht zeigen, dass ¢ eine lineare Abbildung ist. Des
Weiteren ist die Dimension von (u) gleich (n — 1). Doch auch die Dimension
von ker(¢,) ist (n — 1), denn

dim(ker(¢;)) = dim(R") — dim(im(¢;)) = n — 1.

Es gilt £,(u) = u? + ... u2 # 0, da u laut Annahme nicht der Nullvektor ist,
also hat das Bild von ¢, auch tatsachlich die Dimension 1.
Zusammenfassend erhalten wir, dass ¢ eine lineare Abbildung zwischen zwei
Vektorraumen derselben Dimension ist. Also ist ¢ genau dann ein Isomor-
phismus, wenn ¢ injektiv ist.

Sei v # 0 in ker(¢,), dann folgt

p(0)(v) = bu(v) = v} +...v; #0,
somit kann ¢(v) nicht die Nullabbildung in (R™)* sein, also ist ¢ ist injektiv
und somit ein Isomorphismus.

Sei (ug, ..., un) eine Basis von U. Dann ist £ € U° dann und nur dann, wenn
l(u;) =0, also £ € (u;)°, fir alle 1 <7 < m gilt. Das heisst

LeU & Le\(u)
=1

Nach der vorherigen Teilaufgabe erhalten wir

(M) = (Yker(t)

in dem wir den Isomorphismus
e: R" — (R™),
v =L,



auf den Unterraum (", ker(¢,,) einschrénken. Jedoch ist

ﬂker(ﬁui) ={veR"|{,(v)=0,VI<i<m}={veR"|veker(l,), Vu e U}
i=1

aufgrund der Linearitdt von ¢. Das heisst
U°={veR"|veker(l,), Yue U}.

(e) Aus Dimensionsgriinden und den vorherigen Teilen der Aufgabe wissen wir,
dass es reicht zwei Vektoren v; und vy zu finden, die orthogonal zu den
Basisvektoren von U; beziehungsweise U, sind.

Als v; wahlen wir

0
V1 = 3
-2
dann gilt (vy) = Uy.
Als vy wahlen wir
1
Vg = 0
—1

dann gilt (ve) = Us.

3. Es sei V' der Vektorraum der reellen Polynome von Grad kleiner gleich 3.

(a) Finden Sie alle reellen Zahlen x € R, fiir die die Evaluationsabbildung ev,: V —
R, p — p(z) ein Element von V* beschreibt.

(b) Fiir i € {0,1,2,3} definieren wir die Abbildungen f; : V' — R durch f;(p) =
fol p¥(t)dt fiir alle Polynome p € V und wobei p* die i-te Ableitung des
Polynomes p ist. Zeigen Sie, dass (fo, f1, fo, f3) eine Basis des Dualraumes
V* von V ist.

(c) Driicken Sie die Elemente der zur Standardbasis (1,¢,¢?t*) dualen Basis des
Dualraumes V* als Linearkombination der Elemente der Basis (fy, f1, f2, f3)
aus.

Solution:

(a) Sei x € R. Seien py, py zwei Polynome vom Grad kleiner gleich 3 und A € R.
Dann gilt

eve(p1 4 p2) = (p1 +p2) (@) = eva(p1) + eve(p2), eva(Ap1) = (Ap1)(z) = Api(x) = Xeva(p1)



und somit ist ev, eine lineare Abbildung fiir alle reellen Zahlen = € R.
Das lasst einen vielleicht glauben, dass V* unendlich-dimensional wére, je-
doch lasst sich Leicht berechnen, dass

ev_o—4dev_1+6evyg—4devi+evy =0

gilt. Mit anderen Worten, gilt fiir jedes Polynom p vom Grad kleiner gleich
3, die Gleichung

p(—=2) — 4p(—1) + 6p(0) — 4p(1) + p(2) = 0.

Die Abbildungen fy, f1, f2, f3 sind Linearformen auf V', da sowohl Ableitung,
als auch Intgeration linearformen sind. Sei B* = ({y, {1, lo, (3) die zu (1,¢,12,t3)
duale Basis von V*. In der Basis B* ausgedriickt, haben wir

) e = (1) e (1),

Diese 4 Vektoren sind linear unabhéngig, also ist (fo, f1, fo, f3) tatséchlich
eine Basis von V*.

Um die duale Basis B* = ({y, {1, ls, {3) der Standardbasis B = (1,t,t,t) als
Linearkombination der Elemente der Basis F = (fo, f1, f2, f3) zu schreiben
miissen wir nichts anderes tun, als die inverse der Matrix

(o) = (i) = (

NI I
RO
WhNOO

1 000
. L1000
il = % 120
7 1 36
zu bestimmen.
Eine leichte Rechnung zeigt
1 0 0 0
B o Fr— -1 0 0
idlF = (idp) ' = 2 1 1
2 2 2
0 % —71 %
Somit folgt
1 1 1 1
50:f0—§f1+ﬁf2 51:f1—§f2+ﬁf3
1 1 1
ly = §f2 - ng by = 6f3-



4. Sei V =R3und T : V — V die lineare Abbildung, die durch die Matrix

2 1 -1
A= 1 0 2
-1 1 3

beziiglich der Standardbasis gegeben ist.

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix der dualen Abbildung 7% : V* — V*
beziiglich der dualen Basis der Standardbasis.

(b) Berechnen Sie ker(7™).

(c¢) Bestimmen Sie im(7*) und iiberpriifen Sie, dass
dim(ker(7™)) 4+ dim(im(7™)) = dim(V).
Solution:

(a) Die Darstellungsmatrix von T* beziiglich der dualen Basis der Standardbasis

2 1 -1
st A= 1 0 1
-1 2 3

(b) Die Matrix A’ hat vollen Rang, also ist ker(7*) = {0y} und im(7*) = V*.
(¢) Es gilt dim(V*) + dim({0y+}) = 3 + 0 = dim(V).



